This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  preserved  for  generations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 
to  make  the  world's  books  discoverable  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 
to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 
are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that 's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journey  from  the 
publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prevent  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automated  querying. 

We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  file s  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  file  is  essential  for  informing  people  about  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  responsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can't  off  er  guidance  on  whether  any  specific  use  of 
any  specific  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
any  where  in  the  world.  Copyright  infringement  liability  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  Information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  füll  text  of  this  book  on  the  web 


at|http  :  //books  .  google  .  com/ 


^* 


4 


-'    # 


/-'-• 


_  « 


^  -^  J 


4 
^    » 


ns 


^■ 


^  ^^- 


BorGiiT  Wim 

TIIE  UEQI'EST  of 

HOBACE  APFLBTON  HAVEN, 

Of   Portsmouth,    N.    H. 

(aaM  of  1848.) 


SCIENCE  CENTER  LIBRARY 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Archiv 


.der 


Mathematik  und  Physik 

mit    besonderer   Rftcksicht 

auf  die  Bedäifnisse  der  Lehrer  an  höheren 
Unterrichtsaostalten. 


Herausgegeben 

▼OD 

Jfohann  August  Grunert^ 


Sechsondvierzigster  Theil. 

Mit  nenn    lithographirten  Tafeln. 


^Qrelftwald. 

C.  A.  Koch*8  VerlagsbachhaDdluDg, 
Tb.  Kanike. 

1866. 


Digitized  by 


Google 


C^^ 


Digitized  by 


Google 


Inhaltsyeneichniss  des  sechsiuidyienigiteii  Theib« 


Nr.  dtor 
Ablmaiuog.  Heft.   Seite. 

Arithmetik. 

III.  Integration  der  Differentialgleichnng 

in  welcher  1,  «  lud  ^  constnnte  Zahlen  heieleh- 
nen.  Von  Hern  Simon  Spitier,  Profeaeor 
rnn  Polytechnikum  in  Wien I.  25 

IV.  Kennieichen,  ob  eine  Gleidinng;  dem  nnmeri- 
•ehen  Werthe  nneh  gleiche,  dem  Voraeichen  nndi 
entgegengesetite  Wnneln  besitie.  Von  Herra 
Frnns  Maller,  Profoetor  nm  Köi|2gl.  Böhm. 
Polytechnikum  in  Prag I.  98 

V.  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichun- 
gen. Von  Henrn  Profeteor  Dr.  Di  enger  an  der 
poiytechnischea  Schule  in  Carle  ruhe    .    •    .    f.  84 

« 
IX.    Verwandlung  der  irrationalen  GröMe  V  !■  einen 

Ketteabrach.     Von  Henrn  P.  Seeling,  Lehrer 

in  Hnckeswagen I.  80 

XVI.    Zur  Integration  einer  DIfferentialglelchang  erater 

Ordnung  mltteUt  Aufiteigen  au  höherer  (iwei- 

ter)  Ordnung.  Von  Herrn  Prof oMor  Dr.  J.  Dien - 

ger  am  Poiytechnikom  in  Carlernhe    .    .    .    III.        817 


Digitized  by 


Google 


ü 

Nr.  der 
AbhaDdlttDg.  Heft    Seite. 

XIX.    lieber  die  Satnme: 

a»+(<i+rf)»+(fl+ad)'  +  -.+(fl+iMO'. 

Von  dem  Heraacgeber III.        326 

XIX.    Ueber  die  Snoomes 

Von  dem  Heransgeber    ...•••..    III.         32T 
Druckfehler  in  Schron'«  siebenstelligen  Loga- 
rithmentafeln ^No.  18.  nndNo.  19.)   HI.  .      360 

XXII.  Ueber  die  Zerlegung  einer  ganzen  rationalen 
Funktion  in  Faktoren.  Von  Herrn  Professor  C. 
A.  B  retschneid  er  am  Gymnasium  au  Gotha    IV.         422 

XXV.  Schreiben  des  Herrn  Professor  Dr.  Ligowski 
in  Berlin  an  den  Herausgeber,  betreffend 
die  Aufgabe  in  Theil  XLV.  S.  220 IV.         503 


Geometrie. 

I.    Ueber  das  vierte  Porisma  Ton  Format.    Von 
Herrn  Professor  Dr.  Ofterdinger  und  Herrn 

Rector  Dr.  Nagel  in  Ulm I.  1 

VII.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Hyperbel.  (Mit  Be- 
sngnahme  auf  einen  Aufiats  des  Herrn  Profes- 
sor Nicola  Cavalieri  San  Bertolo,  Com- 
mend.,  in  den  „Atti  delT  Accademia 
Pontifici'a  de*  nuovi  Lincei."  Anno  XIX* 
Sess.IIK  24Febbr.l866).  Von  Herrn  C.  Thiel, 
Kandidaten  der  Bfathematik  in  Greifswald  .  .  I«  45 
VIII.  Konstruktion  der  Intensitätslinien  eines  dreiazi- 
gen  Ellipsoids  mit  Benutsung  einer  Kugelscala. 
Von  Herrn  Emil  Koutnjr,  Assistentenderde- 
scriptiven  Geometrie  am  K»  K.  technischen  In- 
stitute in  Brunn I.  49 

X.    Auf  das   Entfernungsorts -Dreieck  Bezügliches. 
Von  Herrn  Professor  Dr.  H.  Emsroann  an  der 

Realschule  l.  Ordnung  in  Stettin II.  121 

XII.    Zur  Construction  von  Dreiecken  mit  Benutanng 


Digitized  by 


Google 


III 

Nr.  der 
AlifaBiidliing.  Heft.    Seile. 

der  Ei^enthomlichkeUeB  des  Entfemiingtorts- 
dreiecks.  Von  Herrn  Professor  Dr.  H.  Ems- 
mann  an  der  Realschale  1. Ordnung  in  Stettin    H.  147 

XV.  Losung  Bweier  Aufgaben  über  Berechnung  der 
Flächeninhalte  rerschiedentlich  bestimmter  El- 
lipsen. Von  Herrn  Dr.  Wi  1  h el m  Ma  tsk a ,  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  UniTersität  in 

Prag m.         300 

ILVn.  Elementart»- geometrischer  Beweis  des  Satses: 
Die  Kegelschnitte  werden  von  den  in  den  Kegel 
gelegten  Kugeln  in  ihren  Brennpunkten  berührt. 
Von  Herrn  Dr.  F.  C.  Fresenius,  Lehrer  an 
der  höheren  Bürgerschule  in  Frankfurt  a.  M.  HL  32 1 
\IX»    Beweise  des  Satzes: 

Die  Hohendurchschnittspunkte  der 
▼ier  Dreiecke,  die  ein  vollständiges 
Viereck  darbietet,  liegen  in  einer 
geraden  Linie. 

A.  Von  Herrn  Carl  Schmidt  in  Spremberg.    IH.         398 

B.  Von  Herrn  Oberlehrer  r.  Behr  in  Königs- 

borg  i.  Pr HL        330 

C.  Von  Herrn  Oberlehrer  Dr.  Stammeran  der 
Realschule  in  Dusseldorf  .    .....    HL         331 

XIX.  lieber  zwei  Sätsedes  Herrn  Alessandro  Dorna, 
Professor  in  T  u  r i  n  (s.  Thl.  XLV.  S.  218.  S.  219.) 
Von  Herrn  Oberlehrer  y.  Behr  in  Königs- 
berg {.  Pr , lU.        330 

XIX.  lieber  die  Umkehrnng  des  Ptelemäischen  Lehr- 
satses,  über  die  TransTcrsalen  des  Tetraedere, 
und  Sätae  Aber  die  Transyersalen  im  Viereck. 
Von  Herrn  Oberlehrer  Dr.  Stammer  an  der 
Realschule  in  Dnsseidorf  .......    HI.         331 

XIX.  Bemerkung  über  die  Berechnung  des  Flächen- 
inhalts geradliniger  Figuren  durch  Trapesia. 
Von  dem  Herausgeber lU.         335 

XIX.  Zur  geometrischen  Construction  der  Tierten  und 
der  mittleren  Proportionale.  Von  Herrn  Dr. 
K.  Weihrauch  in  Arensbnrg  auf  der  Insel 
Oesel  in  LiTland HL        337 


Digitized  by 


Google 


IV 

Nr.  der 
AMiuidlotir-  H^   Solttt. 

XIX.    Uebflv  muM  Sfttt  toii  tar  QTptrbel.    Von  dm 

Hev*ii«|;eber 4    •    •    III.        9B7 

XIX«  Eisigo  Beaierlnifegoo  filier  das  von  deo»  tm 
den  Spiteen  «inet  Dreiedk«  nach  Am  MiCtoi- 
puiikle»  der  Oege»i«iCeii  gesegeneB  Tr•n§▼e^- 
•Bleu  b1«  Seiten  gebildete  Dreieek«  Voo  dem 
Heraiiegeber III.       940 

XIX.    Bemerkangen  cor  elementaren  Berechonng  dee 

Rreisnmfinge«    Ten  dem  Hernoegeber   »    .    IIL        846 

XIX.  üeber  die  in  Tbl.  XLV.  Heft  S.S.  219.  mitge* 
theilte  Sommirongefermel  des  Herrn  A  leee an- 
dre Derna  in  Tarin.  Von  Herrn  M.  Caftse, 
Lehrer  am  Gymnasinm  in  T hörn UI.        967 

XXI.  Eine  etereometrische  Schnlanfgabe ,  welche  an 
eider  lelchtea  Inhaltebestimmnng  einet  Ellipsoi- 
dee  fölirt.  Von  Herrn  Hermann  Marine, 
Oberlehrer  an  der  Königetadtischea  Bealschnle 

in  Berlia IV.         419 

XXUI.  Die  Gleichnagen  der  regnlärea  Vielecke  und 
Zerlegung  derselben  in  Gleichungen  niederer 
Grade.    Von  Herrn  Professor  W.Schoenborn 

in  Krotoschin IV.         496 

XXIV.  Bestimmung  des  körsesten  Abstandet  aweier  im 
Baume  gelegener  nicht  paralleler  Geraden.  Von 
Herrn  Professor  C.  A.  Breteehaeider  am 
Gymaasfaim  au  Gotha IV.        601 

Trigonometrie. 

XL    Goaiometriflcher  Beweit  der  Von  Herrn  Dr.  L  i  n  d  - 

man  in  Strengnas  Archiv  ThLXLV.  Nr.XVIL 

S.  948.  mttgethellten  Belationen.     Von   Herrn 

C.    Thiel,    Kandidaten    der    Mathematik   fn 

Greifswald IL         148 

XIX.    Ein^her  Beweis  der  Formel 

e*i  =  cos^p  -|-  f  sin  Z. 

Vau  Herrn  Dr.  K.  L.  Baur,    Assistenten  der 
Physik  am  Polytechnikum  in  Carlsrahe  •    .    IIL        966 
XIX.    üebcr  denselben  GegcnttaBd  wie  Toiher  (XL). 


Digitized  by 


Google 


ÜJr.  der 


HAU    S^H. 
Von  UorfB  GjtuMitl-OWrlebrw  Dr.  Meyer 
ia  BodbUo  (Schleeieo) HI.        369 


Geodäsie. 

VL  Ueber  den  mittleren  Fehler  der  Betaltate  soe 
trigonometrUdiea  MeeenngeB.  Vpn  Herrn  Doe- 
tor  Börech,  ord.  Lehrer  an  der  höheren  Ge- 
werbeeehnle  in  Cassel !•  40 


Mechanik. 

II.    lieber  das  Problem  der  Rotation  einet  fetten 
Kfirpert*   Von  Herrn  ProfStttor  Dr.  Lad it laut 

Zajiieakowtki  in  Wartehan I.  19 

UIL    Nene  aoalytiiche  Entvickelong  der  allgemein- 
tten  Getetae  der  Statik.     Von  dem  Herant- 


geber 


\UI. 


16t 
Ml 


UV.  Der  Mittelpankt  oder  dat  Centmm  beliebig  vie- 
1er  anf  beliebige  Weite  in  einer  nnd  dertelben 
Ebene  wirkender  Kräfte.  Von  dem  Herant- 
geber HL        976 

U.  Wnrfbewtognng  Im  widerttehenden  Büttel  und 
Conttmction  der  Fingbahn.  Von  Hern  Dr.  A. 
IL  Neil,  Lehrer  an  der  teehnitehen  Schiile  an 
Darmttadt IV.        961 


üebungsaufgaben  fflr  Schfiler. 


XVHL    Zwei  arithmetitche  Aufgaben,  die  erate 

Hern  Tardy,  Proftttor  in  Oonua,   mitge- 

theilt  von  dem  Herantgeber  •    ' IH.        894 

HVHI.  Drd  geometritche  Lehrtätie  in  beweiten,  der 
dritte  nach  Herrn  Cetare  Toteani,  Profet- 
tor ia  Siena>  mitgetheilt  von  dem  Herant- 
geber   HL        996 


Digitized  by 


Google 


VI 

Nr,  der 
AbhandluDg.  UelL    Seile. 

Literarische   Berichte  *)• 

CLWXI I.  1 

CLXXXn IL  i 

CLXXXIIL III.  1 

CLXXXIV IV.  1 


*)  Jede  einceliie   Nammer   der  Litererischeii   Berichte  ist   ffir  sieh  bc- 
äonders  pagialrt  tou  Seite  1  an. 


Digitized  by 


Google 


I. 

lieber  das  vierte  Porisma  von  Fermat. 

Von 
Herrn  Prof.  Dr.  Ofterdinger  und  Herrn  Rector  Dr.  JSagel 

in  Ulm. 


VorerinneruDg.  ' 

In  der  Gesellschaft  für  Mathematik  und  Natarwissenschaften 
in  Ulm  wurde  von  Unterzeichnetem  ein  Vortrag  über  das  vierte 
Porisma  von  Fermat  gehalten.  In  einer  der  nächsten  Sitzungen 
hielt  Herr  Rector  Dr.  Magel  einen  Vortrag  über  denselben  Gegen- 
stand, wobei  er  nachfolgende  Zusätze  entwickelte.  Die  Gesell- 
schaft beschloss  beide  Vorträge  zum  Abdruck  In  das  Archiv  för 
Mathematik  und  Physik  einzuschicken. 

Ulm,  18.  Mai  1866.  Ofterdinger. 

IJeker  das   vierte   Porisma   von  Fermat   von   lerrn  Dr.  Ladwig 
Pelix  Ofterdinger. 

In  Hutton's  Philos.  and  Mathem.  Dictionary  Art. 
Circie.  nro.  19.  kommt  ohne  Beweis  nachfolgender  wichtige 
Satz  vor,  welcher  das  vierte  t^ofisma  von  Fermat  ist  (P.  Fer- 
mat varia  opera  mathem.  Tolos.  1689.  pag.  118.)  und  von 
demEuler(Novi  Comm.Petropol.  tom.  1.  p a g.  49.)  und R.  Sim- 
son  (opera  quaedam  r  eil  qua  math.  G  las  g.  1776.  Prep.  83.) 
einen  Beweis  geliefert  hat.  (Vergleiche  hierüber:  Porismen 
nachR. Simson  bearbeitet  und  vermehrt  von  A.Richter. 
El  hing  1837.  pag.148.)*).    Obschon  die  Beweise  von  Euler  und 

*)  M.  vergl.  auch  Archiv.  Thl.  XXVII.  S.  116.  --  Thl.  XX\.  S.  120. 
S.246.  —  ThI.XWI.  S.ei.  S.  295.  -  Tfil.  XXXII.  S.  125.  G. 

riieU  XLVI.  1 


Digitized^y  Google 


2  Ofterdinger  w.  Sagel:    Veber  das  vieUe  Poriswa 

Simson  an  Kürze  und  Eleganz  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen» 
80  folgt  hier  doch  ein  von  den  genannten  abweichender  Beweis,  der 
zur  nachfolgenden  Verallgemeinerung  am  bequemsten  sein  mnchte. 

SatB  !•    Taf.  I.  Fig.  1.  und  Fig.  2. 

Wenn  man  an  den  Durchmesser  AB  eines  Kreises 
ein  Rechteck  ABCD  legt,  dessen  Hohe  AD  gleich  ist 
der  Seite  AE  eines  in  den  Kreis  beschriebenen  Qua- 
drats, und  aus  den  Ecken  C  und  D  desselben  nach  ei. 
nem  beliebigen  Punkt  P  des  Umfanges  dieses  Kreises 
gerade  Linien  CP  und  DP  zieht,  welche  den  Durch- 
messer AB  in  M  und  N  schneiden,  so  ist: 

Beweis. 

I.  Es  liege  der  Punkt  P  auf  dem  gegen  CD  concaven  Theil 
des  Umkreises.    Taf.  I,  Fig.  1. 

Ziehe  durch  den  Mittelpunkt  H  und  durch  den  Punkt  P  auf 
DC  die  Normalen  FG  und  PR,  welche  letztere  iWe  AB  in  Q 
schneidet,  und  verbinde  U  und  P  und  ebenso  G  und  P  durch 
gerade  Linien. 

Nun  ist  Am  +  Bm=:2AB^  +  2Hm 


Am  +  Bm  =  2An^^2HN^  5  ^^®°*-  "•  ^' 

also  AM^+Am  +  BM^+Bm=:iAH^+2nm+2Hm 

=    AB^+2HM^  +  2Hm. 

Nun  ist  DG  ==  GC,  also  NS  =  SIU,  also 

Hm  +  im^=:2]SS^  +  2HS^,  Eiern.  11.  10. 

also: 

2HM^  +  2HN^=z4NS^  +  iHS^==:Mm^iHS^, 

daher: 

l)...AM^  +  Ami^BM^+ß]S^=^AB^+JUJS^  +  iH», 

Da  MN:CDz=zPQ.PR,   so  ist,  da  ßC^=iAE^, 

also  2ßC«  =  2^£;«  =  ^Ä«=CZ>«  ist: 

^«''\2B%l=PQ^''Pt^ 

=:2PQ«:2PÄ«  Eiern.  V.  15. 
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also: 

::2)  ....  lUm:  BC*  =  2PQ»:PH:',  Eiern.  V  4. 
Weil  ferner: 

SO  ist: 

also: 
3) iHS^:ßC^  =  iHfP:PR*. 

Verbindet  raan  nro.  2.  und  nro.  3.,  bo  ist  nach  Elera.  V.  24.  u.  4. 
4).   .   .    JUl!^  +  iHS^:2PQ»i^iHQ»=:BC^:PR^. 

Endlich  »t: 

NA:DR=  i^^A:PR=ßIH:  CK. 


also: 


=  ^iV»  +  ßm:  ÜR^  +  CIZ«,  Elem.  V.  12. 

NaQ  ist  aber: 

DR^-^CR^^i^DG^i^'IGR^,  Elem.  II.  9. 
=  2PÄ«  +  2/rö» 
=  2  PQ«  +  4  /TQ«     Elem.  I.  47. 

Also  hat  man: 

5).  .    .   .  ßC^:PK^  =  Am+Bm:2PQ^i^iHQ^. 

Verbindet  man  nro.  5.  mit  nro.  4.,  so  bat  man  nach  Elem.  V. 
11.  und  9.  ^ZV«+ß^«=  üfA'*+4/rS«.  und  nach  nro.  I.: 
^iV«+  AN*  +  ßjV^  f  ßm  =  Aß^  +  /HiV«  +  4  HS^, 

also: 

q.  e.  d. 

11.  Es  falle  der  Punkt  P  auf  den  gegen  CD  convexen  Theil 
des  Umkreises,  Taf.  I.  Fig.  2.,  so  fSllt  der  Punkt  M  in  die  Ver- 
längerung von  AB, 


I  * 
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Ziehe  durch  den  Mittelpunkt  //  und  durch  P  auf  DC  die 
Normalen  GF  und  PQy  verbinde  P  mit  H  und  G  mit  P  durch 
gerade  Linien»  and  verlängere  letztere,  biA  sie  die  verlängerte  AB 
in  iS  trifft. 

Es  ist       AM^  +  BIU^  =  2AH^+2HM%  Eiern.  IL  10, 
und     ^ZVa+ÄiV«  =  2^Ä«  +  2/fiV2,    Elem.ll.    9. 

also: 
1)  . . .  AJIP+AN^^  BM^  +  Bm  =  4^Ä«  +  2^il«  +  2ÄA« 

=    AB^  +  AfiV«  +  4ÄS». 

Nun  ist: 

MN.CD^PQ.PR, 
also: 

ÄA«:|25^|  =  /'e*:^Ä*  =  2PQ»:2PÄ«, 

daher: 

2) MI9^:B(^  =  2PQ»iPR^, 

Ferner  Ist: 


"^■■IbcHhqI""'- 


abo: 

£r-S«;JBC«  =  ÄQ«:PÄ«, 
folglich: 

3) iHS»iBC»  =  4HQ»:PR*. 

Verbindet  man  nro.  3.  mit  nro.  6.,  so  hat  man  naGhElem.  V.24: 
jaN*+iHS»tBC»  =  iPQ»  +  4ÄQ« :  />Ä«. 
al«o: 
4).  .  .  ÄIN*i-4HS*:2P(P+iHQ»  =  ßC*:PR*. 
Endlich  ist: 

AN:DR=^'^ltPB=zBai:CR. 
also: 

AN*:  DR*  =  BM* :  CJB*. 
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Daher  nach  E]em.  V.  12 : 

Da  OQD  DR^  +  CR^z=z2DG^+2GR^,  Elexn.  II.  9 

=  2Pm  +  2QH^  =  2Pe»+4i5fQ*, 

Ao  ist: 

5).   .   .  BC^iPQ^ziz  Al^  +  Bm:2PQ^  +  iHQ^. 

Verbindet  man  nro.  4.  mit  nro.  5.,  so  ist  nach  Eiern.  V,  II.  9: 

AN^  f  Bm  =  üfiV«+4»S* ; 

naefa  nro.  1.  war: 

AM^+Am+B3n  +  ß]S^=AB*+I^m  +  iHS». 

also 

AJiP+BN^=:AB*. 

q.  e.  d. 

1.  Zusatz.  Verlängert  man  DP,  bis  die  Peripherie  in  P* 
znm  zweiten  Mal  geschnitten  wird,  and  zieht  man  CP*,  so  ist  nach 
dem  ersten  Fall: 

AB^z=tAM'*+BN*, 

und  nach  dem  zweiten  Fall: 

AB^=AM^  +  ßN^; 

also  ist:  ^ 

AM  =  AM\ 

Ebenso  ist,  wenn  CP  den  Kreis  zum  zweiten  Mal  in  p  be- 
gegnet und  Dpti  gezogen  wird: 

i<üf«+  Bn^  =  AB^  =  ^itf«  +  Bm,  also  Bn  =  BN. 

2.  Zusatz.  Die  Linie  Ci^  iscbneide  die  Linie  Dpn  in  q, 
U^PC.Cp:=:CB^  (Eiern.  111.  36.)  =  X>C.CC  (ex  const),  so  liegen 
die  Punkte  D,  P,  p,  G  auf  der  Peripherie  eines  Kreises.  Und 
da  P'D.DPz:pDA^  lEIeni.  111.  36.)  =  OC.DC,  so  liegen  auch 
die  Punkte  C,  P^,  P,  G  auf  der  Peripherie  eines  Kreises.  Also 
ist  Winkel  DGP^CP'D  und  P'qD  =  P'CP^  qpC  =z  P^CP 
+  PpD  =  P'CP+PGD  =  P'CP  +  CP'D  =  DPC,  und  daher  g 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  um  den  Durchmesser  AB. 


Digitized  by 


Google 


6  Ofteräinger  u.  Nagel:    Ceber  das  vierte  Pori&ma 

Satz  II.    Taf.  1.  Fig.  3. 

Allgemeiner    Satz. 

Zieht  man  in  einem  Kreis  irgend  eine  Sehne  AB, 
an  ihre  Endpunkte  zwei  gleich  lange  Tangenten  AD 
und  jffCund  zwar  so  lang,  dass  sie  als  Katheten  eines 
gleichschenkligen  rechtwinkligen  Dreieckes  ange- 
sehen werden  können,  dessen  Hypotenuse  die  Verbin- 
dungslinie DC  sei  (so  dass  also  AD^  +  BC^  =  DC^ 
=:2ß(?=:2Am,  oder,  wenn  Z>C  in  G  halbirt  wird,  ßC^ 
:=z  AD^  =  DC.GC  w  or de);  so  wird,  wenn  man  von  den 
Punkten  D  und  C  an  irgend  einen  Punkt  P  der  Peri« 
pherie  gerade  Linien  zieht,  die  Sehne  AB  in  den  Punk- 
ten M  und  iV  so  geschnitten,  dass  man  hat: 

AB^  =  AM^  +  Bm. 

Beweis. 

Man  ziehe  durch  P  die  LK  parallel  Aß,  verbinde  G  und  P 
durch  GP,  welche  die  AB  in  S  treffe,  errichte  in  G  die  Nor- 
male GF,  welche  die  Peripherie  in  E  und  F,  die  AB  in  H  und 
die  LK  in  R  schneide,  aUdaiin  hat  man : 

Am+ßm  =  lAH^viNm  >  '^'*'"-  "  -'' '"' 
also  I) . . .  Am^  AN^  \  Bm  +  ßÄ*  =  ^Am\'iMm\ism 

—  AB*  +2iaja»+2NH^ 
=  AB^  +4JV,S*  +4ÄÄ« 
(Eleni  II.  10),  und  weil  DG  =  OC, 
also  iVS=Sif/: 
=  AB*  +  lUlS*  +  iHS*. 
Da; 

IUN:CD  =  PM:CP 
=  BK:  CK. 
so  ist: 

i    Pi)*  > 
Mm.yß^^  =  BK»:CK* 

=  WK*i2CK*,  Elein.  V.  15, 
also: 

•2) laJS^-.BC  =  ßK*:CK*.  Elem.  V.  4. 

Und  da: 

HS.PR=GH'.GR 

=  BCx  CK, 
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so  ist: 

HS  iBC  ^  PR  :  CK, 

<ilj90 : 

HS^;BC*=zPR^:CK^ 

«der : 

3) 4ÄÄ«:i?C*±=4P/?«:C&:-^. 

Aus  uro.  2.  und  nro.  3.  folgt  nach  Eleni.  V.  24«: 

iHiV*  +  4//S*;  ÄC»  =  2ßÄ«  +  4PÄ«:  CA« 

al«io  i^t: 

4).    .    .    JVN^^iaS^:2BK^+iPH^=  BCy.CIi^. 

Endlicli  ist: 

AN.LPzuADiDL 
=  BC:  CK 
=  B/V:PK, 

also : 

=  Am+BM^:LP^+PK^  Eleni.V.17, 
oder  : 
6).   .   .   .  BC*:CK^=^Am  +  BlU^:LP^  +  PK^. 

Verbindet  man  nro.  5.  mit  nro.  4.,  so  ist  : 

MN^  +  4HS^ :  2BK^  +  iPR^  =  Am  +  BM^ :  LP^  +  PK*. 

Es  ist  aber: 

'2BK^  +  iPR^  =  2LP.PK+iPR^,  Eiern.  III,  36. 
=  2LP.  PÄ+  2PR^  +  2PR^ 
=  2PK^+2PR\  Elem.  IL  5. 
=iLP^  +  PK*,  Eiern.  II.  9, 
folglich : 

ilf ZV«  +  4»Ä«  =  Am  +  ßiW«,  Elem.  V.  9,, 
mitbin  nacb  nro.  1:  * 

AM*  +  Bm=AB*. 
q.  e.  d. 

Satz  III.    Taf.  I.  Fig.  4. 
O  r  t  s  •  S  a  t  z. 
Es  sei  aMb  irgend   eine  Curve,    welche  von  der  ge- 
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raden  Linie />£  geschnitten,  die  in  F  halbirt  werde 
(also  />F=  FE);  es  sei  ferner  in  F  die  Normale  FCund 
durch  C  die  gerade  Li  nie  GH  parallel  mit  DE  gezogen, 
dann  auf  GH  zwei  Punkte  A  und  B  gleichweit  von  C 
angenommen,  also  ACz=i  CB,  und  von  A  und  B  an  ir- 
gend einen  Punkt  M  der  Curve  geradeLinien  gezogen, 
welche  die  DE  In  E  und  5  schneiden»  so  ist,  wenn 

wo  k  eine  Constaote  bezeichnet,  die  Gnrve  ein  Kei^el» 
sclmftt* 

Beweis. 

Man  vollende  das  Rechteck  DEGH,  ziehe  Ti  und  Ss  par- 
allel mit  DG,  setze  AC==CB-a,  DF=FE  =  ß,  CF—y; 
ziehe  femer  MP  senkrecht  auf  GH,  welche  die/>£  in.  Q  schneidet ; 
ziehe  AQ,  welche  die  verlängerte  CF  in  O  trifft,  setze  endlich 
CP^x  und  PM:=zy. 

Da 

oder: 
so  ist: 

und  da 
oder: 
so  ist: 

Daher : 


y:a  —  X  ^s  y:  Ai, 


PM-.PB^  St'.Bt, 

y :  a  -|-  ^  =  y :  Bs, 


ET  =  Ut  =  HA-Atr^  «+/J- ^^-^ 

y 

y 
also: 
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'^  »  y 

y  y* 

atoo: 

daher: 

AV=  («+«"»*-2a(a  +  ftyy  +  y«(a»  +  ««). 
also: 

0  =  l(«+/?)«-*»l»«—2a(«  +  ft  wf +y«(««+a*). 
eine  Gleichung  fär  einen  Kegelschnitt 
WSre: 

80  wäre: 
daher: 

eine  Gleichang  för  einen  Kreis. 

Da  hiernach,  wenn  O  dieses  Kreises  Mittelpunkt  ist, 

y 

und 
80  ist: 

y 

ferner  ist  dieses  Kreises  Halbmesser 
folglich : 
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=  tt«  +  '2ajS  — y«  =  (Ä  +  /?)«-i5«-y«  =  A*«- j32, 
weil 

(a  +  j5r^-/:^  =  y^(ex  hyp.) 
also : 

Soll  nun  fl6*  =  2Ar*  «ein,  so  muss  sein : 
2Ä«  =  4ifc«— 4iS«, 
also  : 

2/J«  =  ifc« 

Fällt  der  Punkt  M  mit  a  zusammen,  so  niuss  sein: 
i5;a«+Da2  =  2Ä«, 
also: 

2Z>F*  +  2fa«  =:2Ä«, 
Z)F«  +  Ffl«  =  A* 

wie  oben. 

Wenn  (a -\- ß)^  =^ k^i  so  folgt  ans  der  allgemeinen  Gleichung: 
0=:-2«(«  +  /3)yy  +  ««y«  +  y«^«, 

^  ""  2a («  +  /3)y  ■~'  2a{a+/3) ' 


oder: 


2«(tf  +  i3) 

y 


y  —  c*  =  «*, 


eine  Gleichung  för  eine  Parabel,  deren  Axe  CO  ist,  und  deren 
Scheitel  von  C  absteht  uro 


Wenn  («+/J)«— A«  nicht  =0  «st,  so  bat  man: 
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H-elche  Gleichung  einer  Ellipse  oder  Hyperbel   zugehört,    je 
nachdem  (ja^ß)^  grosser  oder  kleiner  als  k^  ist. 


Zisati«    mi    flerten    Porisma    fon    Permat    von    Herrn   Rertor 
•r.  Christian  leinrlch  Nagel. 

§.  1.    AllipeiDebaer  Sats  A.    (1'af.  I.  Fig.  5.) 

Wenn  man  auf  der  Seite  BC  eines  beliebigen 
Dreieclts  ABC  ein  beliebiges  Parallelogramm  BCDE 
tieschreibt,  und  von  denEckenDund  E  desselben  nach 
der  BC  gegenQberliegend  en  Winkelspitze  A  die  Ge- 
raden AEy  AD  zieht,  welche  BC  in  F  und  G  schneiden, 
80  bilden  die  durch  F  und  G  mit  BE  gezogenen  Paral- 
lelen FH»  GK  die  Seiten  eines  Parallelogramms  F6'l^^, 
welches  dem  Parallelogramme  BCDE  ähnlich  ist. 

Beweis. 

BE.Fa=AE:AFz=:AD:AG  =  CD:GK.    Nun  ist  ÄÄ 

=i  CD;  alao  auch  FH  =  GK;  aber  auch  FH  ||  GK  \\  BE,  also 
ist  FGKH  ein  Parallelogramm,  und  zwar  ist  es  gleichwinklig  mit 
BCDE.  Nun  ist  ED :  FG  =^  AEi  AF  =  BE  :  HF;  also  sind 
die  Seiten  beider  Parallelogramme  proportionirt ;  folglich  sind 
beide  Parallelogramme  einander  ähnlich. 

§.  2.    1.  Iiel&raatz.    (Taf.  I.  Fig.  6.) 

Wenn  man  auf  der  Hypotenuse  BC  eines  recht- 
winkligen Dreieclcs  ilBCeln  Quadrat  ^C/>£  beschreibt. 
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ond  die  Spitze  des  rechten  Winkels  A  mit  den  Ecken 
£  and  D  des  Quadrats  verbindet,  so  irird  die  Hypo- 
tenuse BC  dadurch  in  F  und  G  so  geschnitten,  dass 
FG^^BF.CG  ist,  oder  dassdas  mittlere  Stuck  diemitt- 
I ere Proportionale  ist  zwischen  beiden  Süss erenStücken. 

I 
Beweis. 

Errichte  auf  BC  in  F  nnd  G  die  Perpendikel  FH  und  GK 
und  ziehe  HK^  so  fol^t  aus  dem  allgemeinen  Satze  (§.  1.}»  dass 
FGKH  CO  BCDE,  also  ein  Quadrat  ist.  Nun  ist  A  BFH  oo 
A  KGC  (weil  beide  rechtwinklig  und  RBF^^O^-KCG—  CKG 
ist);  daher  ist  BFiGK  =:  FHiCG;  aber  GK^FH:=^  FG,  also 
ist  BFiFGiCG,  und  daher  FG«=  BF.  CG. 

$.  3.    B.  Iielirsats.    (Taf.  L  Fig.  6.) 

Macht  man  die  Constrnction  des  ersten  Lehrsatzes 
(j.  2.),  so  ist  BG^+CF^  =  BC^-^FG*. 

Beweis. 

BG*+Cn  =  BG*+CG^+FG^+2CG.FG 

=  J?G«+  CG«  +  ÄF.  CG+2CG.FG  (Lehrsatz I.  §.2.) 

=  BG^  +  CG«  +  2BF,  CG +2CG.  FG^-FG^ 

=  BG^i^  CG^  +  2CG.  (BF+FG)-FG* 

=  BG^+CG^+WG.BG'-FG^ 

^BC^-FG^. 

{.  4.    a.  liebirsata.    (Taf.  II.  Fig.  7.) 

Wenn  manaufder  Hypotenuse  BC  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks  ABC  ein  Rechteck  BCDE  beschreibt, 
dessen  andere  Seite  BE  gleich  der  Kathete  BL  des 
OberiSCais  Hypotenuse  beschriebenen  gleichschenk- 
lig-rechtwinkligen Dreiecks  ist,  und  die  Spitze  des 
rechten  Winkels  A  mit  den  Ecken  E  und  D  des  Recht- 
ecks BCDE  verbindet,  so  wird  die  Hypotenuse  BC  da- 
durch in  F  und  G  so  geschnitten,  dass  FG^  =  2BF.CG 
Ist,  oder  dass  das  mittlere  Stdck  die  mittlere  Propor- 
tionale ist  zwischen  einem  der  beiden  äusserenStücke 
und  dem  Doppelten  des  anderen  Stücks. 

Beweis. 

Errichte  auf  BC  in  F  und  G  die  Perpendikel  FH  und  GK 
und  ziehe  HK,  so  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze  (§.  1.),  dass 
FGKH  CO  BCDE,  also  auch  ein  Rechteck  ist,   dessen  Seiten 
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sich  verbalten  wie  V'2:l.  Nnn  ist  A  BFH  CO  A  KGC  (weil 
beide  rechtwinklig  ond  HBF  ^909  ^  KCG:=CKG  Ist);  daher 
ist  BFiGK  =  FHiCG,  also  GK.FH:=z  FIP  =  JBF. CG.  Aber 
FG^  =  2FH*;  aUo  ist  FG*^2BF.CG,  oder:  2BF.FG.CG 
(oder  auch  BF:FGx2CG). 

§.  6.    4.  Iielinats.    (Taf.  II.  Fig.  7.) 

Macht    man    die   Construction    des    vorigen   Lehr- 
satzes, so  ist  BG»+CF^=zßC^. 

Beweis. 

ßG*+CF*=^BG*  +  CG^  +  FG^  +  2CG.FG 

=  BG*+  CG^  +  2BF.CG  +  2CG.FG  (Lehrsatz 3.  §.  4.) 
=ÄG«+CG«+2CG.(ÄF+FG) 
=:JBC»  +  CG«+2CG.ÄG 
=  ÄC». 

$.6.    Anderer  Beweis  des  4.Lehrsatzes  in  §. 
(Taf.  IL  Flg.  8) 

Zieht  man  BH  and  CK,  so  ist: 

JBG»  =  Bm—  GH*  =  AB»+Am^iFG* 

(da  FCffÄ  cv)  ÄCDf;,  also  FG*  =  2GÄ») 
CJF*  =  CA«  -  FÄ«  =  ^C*  +  ^A:»— JFG«. 

BG*+CF*  =i<Ä«+JC*+i4Ä«+2lA:a-FG« 

=  i?C»  +  Km-^FG^ 

=  BC*. 

Zusatz  L    Zieht  man  EG  ond  DF,  so  ist: 
EG*  =  Ä  G«  +  BE*  ==  ÄG«  +  ii?C« 
^  DF*=iCF*^CD*=iCF*^\BC* 

abo    EG*+DF*  c=  BG*  +  CF*  +  BC* 

:=.BC*^BC* 

=  2ÄC*. 

Zusatz  2.    Folglich  ist  EG*+  DF*=z2(BG*  ^  CF*). 

Zusatz  3.  Verlängert  man  AB  und  AC,  bis  sie  die  Ver- 
längerungen von  DE  in  L  und  M  schneiden,  so  ist  wieder  A  BEL 
CO  \  COM  (weil  ELB  =  W^-^-DMC^  MCD  ist) ;  aUo  ist  £L: 
CD  =  EBiDJU,  und  daher  EL.DM=:  EB.CD  =  BE*  =z  ^BC^. 

Zusatz  4    Es  ist  daher  EL.DM  =  i{BG*+  CF*). 

Znsatz  5.    Denkt   man   sich    unterhalb  LM  ein  Rechteck 
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LMNO  construirt,  bei  welchem  wieder  LO^  ==.  MN^^\LM^  ist, 
oder  (was  einerlei  ist)  welches  dem  Rechtecke  BCDE  fihnlicb 
ist,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  AE  verlängert  durch  O,  and  AD 
durch  iV  gehen  rouss.  Denn  es  Ist  ABiAL  z=:  BCiLM,  also 
=  V2ßE^:  V2LO^  =  BEV2  :  LOV2  =  BEiLO,  und  daher, 
weil  BE  II  LO  ist,  so  ist  A  ABEoojii^LO,  also  LAE-LAO; 
folglich  fallen  AE  und  AO  auf  einander. 

Zusatz  6.  Es  ist  daher  emch  LÜ^-^  WE*  —  Lm;  OD« 
+  NE^  =  2LB»:=z2(Lm+MB^)  u.  s.  w. 

§.  6.  &.  Allg^emeincrer  üelirsataE  (von  dem  die  Lehr- 
sätze 2.  §.3.  n.  4.  §.5.  besondere  Fälle  sind).  (Taf.  II.Fig.8.) 

Wenn  man  auf  dei^Hypotennsei?Ceines  rechtwink- 
ligen Dreiecks  ABC  ein  Rechteck  BCDE  beschreibt« 
dessen  andere  Seite  BE  =inBC  ist  und  die  Spitze  des 
rechten  Winkels  A  mit  den  Ecken  E  und  D  des  Recht- 
ecks BCDE  verbindet,  so  wird  die  Hypotenuse  BC  da- 
durch in  F  und  G  so  geschnitten,  dass  BG^+CF^:=BC^ 
+  (1— 2n«)FG«  ist. 

B  e  w  e  i  s. 

Construirt  man  wieder  das  Rechteck  FGHK,  so  ist  FGBK 
oo  BCDE  (§.1),  also  FK=GH=inFG.  Zieht  man  B» 
und  C§(f  so  ist: 

BG^  =  ÄÄ«-  GH^  =  Am^AH^—Gm 
CF^  =  CA*  -  FK^  =  AC^V  AK^—  FK^ 

BG^+CF*:=zAB^+AC  +  AH^+AK^''2FK* 
=  ÄC»+FG«-2n«FG« 
=  i9C«-Kl-2n«)FG«. 

Zusatz  1.    Zieht  man  wieder  EG  und  DF,  so  ist: 

EG^=BG^+BE^=^BGHn^'DC^ 
DF^=CF^+CD^=CF^+n!^.  BC^ 


EG^+DF^^BG^+CF^+^ti^,  BC^=BC^+2ri^.BC^+  (1-2««)  FC« 
=(l  +  2««)i&C«+(I--2««)  FG^. 

Zusatz  2.  Ist  n  =  I,  d.h.  gelten  die  Voraussetzungen  von 
§.2.,  so  ist  ßG«  +  CF«  =  ÄC«  +  (l— 2)FG«=:  ÄC-FG« 
(wie  5.3.)  und  FG«  +  /)F«  =  3ÄC«-FG«. 

Zusatz  3.  Ist  n=  VI,  d.  h.  gelten  die  Voraussetzungen  von 
§.  4.,  so  Ist  JBG«  +  CF^=  BC*  +  (1-2.1) F6^  =  ^C»,  und  FG« 
4.Z>F>  =  2BC«  (wie  §.  &  und  §.6.  Zufi.1.). 
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Zusatz  4.  Aoch  im  allgemeinen  Falle  \»X  t^BFKoo^CGH, 
also  BFx  FK  =  GH:  CG  oder  BFinFG:  CG,  oder  nFG  die  mitt- 
lere Proportionale  «nvischen  BF  und  CG;  woraus  sich  §.2.  und 
§.  4.  ergiebt. 

Znsatz  5.  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die  Zusätze  3--^ 
in  §.6.  verallgemeineren. 

§.  7.    AUf^emeiiier  Satas  B.    (Taf.  II.  Fig.  9.) 

Wenn  man  auf  der  Seite  BC  ein^s  beliebigen  Drei- 
ecks JBC  e\n  beliebigei«  gleichseitiges  Trapez  BCDE 
beschreibt  und  von  den  Ecken  D  und  iE?  desselben  nach 
der  BC  gegenüberliegenden  W  inkelspitze  A  die  Ge- 
raden AE  und  AD  zieht,  welche  BC  in  F  und  G  schnei- 
den, so  bilden  die  durch  F  und  G  mit  den  zunächst 
liegenden  nichtparallelen  Seiten  desTrapezes  parallel 
gezogenen  geraden  Linien,  FH  ||  BE  und  GK  \\  CD,  die 
nichtparallelen  Seiten  eines  zweiten  gleichseitigen 
Trapezes  FGKH,  welches  dem  Trapeze  BCDE  ähnlich 
ist. 

Beweis. 

ßE:  FH  =  AE :  AF=  AD:AG=  CD:  GK.  Nun  ist  BE  = 
CD,  also  ist  auch  FH  =  GK.  Ferner  ist  AB:AH  =  AE:AF 
=  AD:AG  =  AC:AK;  daher  ist  HK  ||  BC.  Mithin  Ut  FGKH 
ein  Trapez«  und  zwar  ein  gleichseitiges,  weil  FH=GK  ist.  Da 
ferner  die  Seiten  von  FGKH  den  Seiten  von  BCDE  parallel  sind, 
so  sind  beide  Trapeze  gleichwinklig.  Endlich  ist  HK:BC=:AH 
:AB=  HF:BE=iAF:AE  =  FG:DE;  folglich  sind  die  Seiten 
von  FGKH  den  Seiten  von  BCDE  proportionirt.  Mithin  sind 
beide  Trapeze  ähnlich. 

§.  8.    Aufgrabe.    (Taf.  II.  Flg.  )0.) 

Ein  gleichseitigesTrapez  zu  construiren,  von  wet 
chem   gegeben  sind  einender  beiden  parallelen  Seitei 
=  a,    die    derselben    anliegenden   Winkeln«   und    das 
Verbältniss  jeder    nichtparallelen   Seite   zur    zweiten 
parallelen  Seite  :ziö:c. 

Construetion. 

Mache  AB=a;  an  AB  lege  in  A  und  B  zwei  Winkel  =  a, 
verlängere  den  Schenkel  des  einen,  z.  B.  des  an  B  liegenden,  über 
B  fainans  nach  C,  auf  BC  schneide  BD  =  b  und  auf  BA  ebenso 
BEzsie  ab,  ziehe  DE  und  durch  B  eine  Parallele  mit  DE»  bis 
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sie  den  Schenkel  des  an  A  liegenden  Winkels  in  F  trifft;  durch 
F  ziehe  FG  ||  AB,  bis  es  den  Schenkel  des  an  B  liegenden 
Winkels  in  G  trifft,  so  ist  ABGF  das  verlangte  Trapez. 

B  e  IT  e  I  s. 

AB:=za;  zieht  man  ferner  darch  B  eine  Parallele  BH  mit 
AF,  so  ist,  weil  FAB  =  GBA  =  a  ist,  anch  AFG  =  Ä GF; 
aber  AFG  =:  BHG;  also  auch  BHG  =  BGH,  und  daher  ITC 
=  Ä£f;  aber  i?£f  = -4F,  weil  -^Ä/TF  ein  Parallelogramm  ist; 
mithin  ist  auch  BG  =  JF,  oder  ABGF  gleichseitig.  Endlich 
ist  BGFzzzDBE,  weil  FG  \\  BE  ist,  und  GBF=z  BDE,  weil 
BFl\  DE  ist;  also  ist  A  BGFco  A  />^£,  und  daher  BGiFG 
^DBiBEz=bic. 

§.  9.    e.  liehrsatB.    (Taf.  11.  Fig.  IL) 

Wenn  man  auf  der  Seite  AB  eines  Dreiecks  ABC 
ein  gleichseitiges  Trapez  ABDE,  von  welchem  ^fi  die 
eine  der  parallelenSeiten  ist,  und  jede  der  nicht  paral- 
lelen Seiten  zur  zweiten  parallelen  sie  hwiem:nverhält, 
so  construirt,  dass  die  an  A  und  B  liegenden  Winkel 
gleich  dem  der  Seite  AB  gegenfiberliegenden  Drei- 
eckswinkel  ^CA  sind,  so  theilen  die  Verbindungslinien 
der  Winkelspitze  C  des  Dreiecks  ABC  mit  den  Ecken 
D  nnd  E  des  Trapezes  ABDE  die  Seite  AB  des  Drei- 
ecks in  F  und  G  so  in   drei  Theile,   dass  das  Rechteck 

AF.BG  aus   den  beiden  äusseren  Theilen  das  -^fache 

n 

vom  Quadrate  des  mittleren  Theiles  FG  ist,  d.h.  es  ist 
AF.BGzs'^FG^, 

Beweis. 

Durch  F  und  G  ziehe  FH  \\  AE  und  GK  ||  DB,  und  ziehe 
HK,  so  ist  FCrJSC£f  (X)  EDBA  (s.  den  allgemeinen  Satz  B),  also  da 

AEiED  —  mxn,  oder  AE  =z-  ED  ist,  so  ist  auch  FH  =  -FG. 

n  n 

Nun   ist  AFH  =  EAB   (weil   Ftf  ||  il£  ist)  =  ^^CiS   (e.c.)    und 

HAF=  CAB\   also  ist  ^AFHco^ACB.    Auf  gleiche  Weise 

wird  gezeigt,  dass  j^BGK  co  ^ACBiBi;   folglich  ist  ^AFH 

CO  H^BGK  und  daher  AFiFH  =zGK:GB,  oder,  weil  FH^GK 

ist,  AF.FUiGB,  also  AF.BG^FH^^  ^  FG«. 

Zusatz  1.    Ist  m  =  n,    d.h.   wird    das  Trapez  ABDE  so 
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coostroirt,   dasB  die  drei  Seiten  AE^   BD,    ED  einander  gleich 

III       j 
werden,  »o  ist  aach  FH  =  FG,  oder  —  =  j.      Daher   ist   aach 

AF.BGss  FG^,  oder  FG  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
AF  ond  BG. 

Zos'at z  2.  Ist  ACB  =  QO^,  also  aoch  BAE  =  ABD  =:  ACB 
s=  90^,  80  geht  ABDE  in  ein  Rechteck  über.  Wenn  zugleich 
AE^BDs:  ED,  also  ABDE  ein  Quadrat  ist,  so  ist  (Lehrsatz 
1.  $.2.)  FG  die  mittlere  Proportionale  zwischen  AF  und  BG. 
Lehrsatz  1.  §.  2.  ist  also  ein  besonderer  Fall  von  Lehrsatz  6. 
Zusatz  L 

Zusatz  3.  Verhält  sich  AEiDE  wie  die  Seite  eines  Qua- 
drats zur  Diagonale  desselben,  also  rii:n  =  1:V2,  so  \9XAF.BG 
=  \FG^  oder  FC»t=:  2AF.BG. 

Zusatz  4.  Ist  dabei  wie*der  ACB  =z  909,  also  ABDE  ein 
Rechteck,  so  erscheint  Lehrsatz  3.  §.  4.  als  besonderer  Fall  von 
Lehrsatz  6.  Zusatz  3. 

§.  10.    7.  IieliraataB.    (Taf.  II.  Fig.  11.) 
Bleibt   Alles    wie    Im    vorigen    Lehrsatze,    so    ist 
immer  ilG«+ÄF«=  i<Ä«  + (1—2^) FG». 

Beweis. 

AG*^BF^=:AG*  +  (BG^FG)* 

=  AG^+BG^  +  FG^+^BG.FG 
=:AG*  +  BG*+2BG.(AG-AFj  +  FG» 
=  AG^  +  BG^  +  ^BG.AG'-^BG.AF+FG^ 

=  {AG  +  BG)*--^^FG*+FG^  (Lehrs.  6.  §.9.) 

=  ilÄ«  +  (l-2~^FG» 

Zusatz  1.  Ist  wieder  m=  n,  oder  AE=iBD=ED,  so  ist 
ylG*  +  BF*  =  AB^-^FG^. 

Zusatz  2.  Ist  zugleich  ilCi?=99\  also  ABDE  wieder 
ein  Rechteck,  %o  erhält  mau  Lehrsatz  2.  $.  3.  als  besonderen  Fall 
vou  Lehrsatz  7.  Znsatz  1. 

Z  OS  ata  3.  Verhält  sich  AEiDE  wie  die  Seite  eines  Qua- 
drats zur  Diagonale  desselben,  also  nt:n=l:V2,  so  ist 
AG^^BF^^AB*. 

Zusatz  4.    Ist  dabei  zugleich  ACB  =  90»,  also  ABDE  wie- 

Th.ll  XLVI.  2 
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der  eio  Rechteck,  so  erhält  man  Lehrsatz  4  $.  5.  als  besonderen 
Fall  Ton  Lehrsatz  7.  Zasatz  3. 

Zasatz  5.  Beschreibt  man  einen  Kreis,  von  welchem  AB 
Chorde  nnd  AE,  also  aach  BD^  Tangente  ist,  so  geht  dieser 
Kreis  durch  die  Spitze  C  des  Dreiecks  ABC^  and  das  Trapes 
ABDE  gehurt  auch  zu  jedem  anderen  über  AB  als  Grundlinie 
beschriebenen  Dreiecke,  dessen  Spitze  auf  der  Peripherie  des 
Kreisabschnittes  ACB  liegt,  da  der  Winkel  dieses  Kreisabschnitts 
konstant  =  ACB,  also  auch  =  BAE  ist  Dadurch  geht  der  vor- 
anstehende Zusatz  4.  in  Satz  1.  und  Zasatz  3.  in  Satz  IL  von 
Herrn  Professor  Ofterdinger  über,  welche  also  beide  beson- 
dere Fälle  des  7.  Lehrsatzes  sind.  Ebenso  Hessen  sieb  durch 
Zusatz  1.  u.  2.  zwöi  analoge  Porismata  wie  Satz  L  und  IL  ableiten 
far  den  Fall,  dass  m^n,  oder  dass  AE  ^BD  s  CD  wird. 

Zusatz  6.  (Taf.  IL  Fig.  IL).  Verlängert  mau  CA  und  CB, 
bis  sie  die  Verlängerungen  von  DE  in  -L  und  M  schneiden, 
so  ergibt  sich  leicht,  dass  ^AEL  co  ^HFA  nnd  ^BDM  co 
\CGB  ist;  mithin  ist  auch  ^  AEL  od  \BDM,  nnd  daher 
LE:BD  =  AE:DM,  oder,  v:ei\AE=zBD  ist,  LEiAEiDM. 
Daher  ist  AE  mittlere  Proportionale  zwischen  LE  und  DM,  also 


m 


t« 


AE^  =  LE.DM.     Aber  il£>  =  ^  £/>*;    folglich   ist    auch  hier 


n" 


m' 


3 


LE.DMs=  ^ED^,  woraus  sich  wieder  für  die  besonderen 
Fälle,  dass  min  =  1:1,  oder  rA:n  =1:V2,  und  ebenso  dass 
ACB  =  90^  ist,  besondere  Sätze  ergeben. 

Zasatz  7.  Auch  ergibt  sich  auf  gleiche  Weise  wie  in 
§.  6.  Zusatz  5,  dass,  wenn  man  auf  LM  ein  gleichseitiges  Tra- 
pez konstruirt,  welches  dem  Trapeze  ABDE  und  dem  Trapeze 
HKGF  ähnlich  ist,  die  Verlängerungen  von  CE  und  CD  durch 
die  Winkelspitzen  dieses  Trapezes  gehen  müssen,  und  so  fort  In 
infinitum. 

Schlussbemerkung. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  bisherigen  Sätze  sämmtlich  anch 
in  der  Form  von  geometrischen  Oertern  ausgesprochen  werden 
klonen,  z.B.:  „Wenn  in  einem  gleichseitigen  Trapeze 
die  eine  der  parallelen  Selten  gleich  jeder  der  nicht- 
parallelen ist,  so  ist  ein  über  der  zweiten  parallelen 
Seiteso  beschriebener  Kreisabschnitt,  dass  jede  nicht- 
parallele Seite  Tangente  an  denselben  ist,  der  geome- 
trische Ort  ffir  die  Spitzen  aller  über  der  ersten  Paral- 
lele beschriebenen  Dreiecke,  deren  Seiten  die  zweite 
'Parallele  in  drei  stetig  proportionirte  Stücke  theilen. 
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If. 

Ueber  das  Problem  der  Rotation  eines  festen  Korpers. 

Von 
Herrn  Profeitor  Dr.  Ladislans  Zajacskowski 

in   iWar«chau. 


Herr  Rieh  et  ot  gibt  in  seioer  Abbandluog  über  das  Problem 
der  RotatioD  eines  festen  Körpers^  die  bekmmten  Störungsglei- 
cbongen  in  der  Form,  wie  sie  \'on  Jacob i  im  5ten  ßande  der 
Comptes  rendus  aufgestellt  werden  sind  «nd  erwähnt,  dass  der 
Beweis  thellsin  der  Abhandlung  Jacebrs(Crelle,  Band  XVII.) 
begründet  ist,  theils  auf  dieselbe  Welse  ausgeführt  werden  kann^ 
deren  sich  Desboves  (Liouville,  Band  XIII.)  in  einem  spe- 
ciellereo  Fall  bedient.  Der  allgemeine  Beweis,  dessen  ich  mich 
bei  meiaen  Vorlesungen  über  analytische  Mechanik  an  der  hie- 
sigen Hochschule  bediene,  dürfte  wegen  seiner  Klarheit  und,  fast 
mochte  ich  sagen,  wegen  seiner  dementaren  Darstellung,  wohl 
werth  eeiii,  bei'm  Unterrichte  in  der  analytischen  Mechanik  be- 
rficksiehtlgt  zu  werden. 

I.  Sei  mir  erlaubt  zuerst  eine  rapide  Darstellung  einiger 
bekannten  Formeln  ▼oraoszuschicken.    Sind 

1) n  =  0        [Ä  =  l,2 p] 

p  Bedingungsgleichongen,  denen  die  Goordinaten  eines  Systems 
von  n  materiellen  Punkten  unterworfen  sind,  sind  ferner  xr,  yn  2r 
die  Coerdinaten   desjenigen   6yst«tn0onktes ,    dessen   Masse  mr 
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Ut,  sind  endlich  Xr,  Tr,  Zr  die  nacb  den  Coordinatenaxen  ge- 
nommenen Componenten  der  auf  für  wirkenden  Kräfte  so  lassen 
sieb  im  Falle  der  Kräftefunction»  wo  also 


^  du  y     ^Sü  du 

ist,  die  Bewegungsgfeichnngen  des  Systems  so  darstellen: 


Bekanntlich  lassen  sich  lo  Folge  der  p  Bedingungsgleichungen 
1)  die  3n  Coordinaten  durch  3it— j9  =  m  andere  Variabele  q^ 
[s=l,  2,....,m]  ausdrücken.  Fuhrt  man  letztere  ein«  so  lassen 
sich  die  Bewegungsgleichungen  2}  nach  Lagrange  in  die  Form 
bringen: 

d/dT\      BT     d£  _ 
dt\dq/J      8»."" 89.  -^• 
3) <  [*=:1,2,....,iä] 

wo  rdie  Summe  der  lebendigen  Kräfte  des  Systems  in  den  neuen 
Variabein  q^,  qj  ausgedrflckt  bezeichnet. 

Setzt  man  endlich 

^^ 8"^  =  ''•' 

bestimmt  aus  diesen  m  GleichuDgen  die  qj  darch  p,,  snbstituirt 
die  erhaltenen  Wertbe  in  obige  Gleichangen  3),  so  werden  selbe, 
falls  1)  die  Zeit  i  nicht  ezplicite  enthält,  in  die  Form  ge- 
bracht : 

,'  ftg»  _  KT-  U) 

'' U._a(£-^.       ^'='''- ""^ 

dt  "•       8^.      ' 
wo   T  den  Werth  bezeichnet»  welchen  die  Summe  der  lebendigen 
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Krfifte  nacb  vollzogener  8obetitation  der  Werthe  fiSr  q»'  aus 
4)  annimmt. 

Denkt  man  «ich  nan  die  p%  als  partielle  Differentialqnoticnten 
later  Ordnong  einer  Function  q  der  Variabein  q%  nach  q^  ge- 
nommen, setzt  also  allgemein 

dq 

60  wird  nach  dem  B am il ton- Jacob i 'sehen  Satze  die  voll- 
ständige Losang  (solntion  eoropMe)  der  partiellen  Differential- 
l^leicbung  Ister  Ordnung 

6) T— ü+««  =  0, 

wo  am  eine  willkflrliche  Constante  ist,  nSmIicb 

iro  die  Function  f  die  Variabein  q^  (ohne  I)  und  m  — 1  willkilr- 
liehe  Constanten  « , ,  a^*  •-••>  ^ai-i»  von  denen  keine  bloss 
addirt  ist^  enthält,  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  das  System 

7) 
hf  df  9f  _ 

wo  ß|,  h >  ß^  weitere  m  willkdrliche  Constanten  sind,   die 

Integralgleichungen  der  Bewegnngsgleichungen  5)  darstellen  wird. 
Ist   nun   Sl  eine  zur  Kräftefanction  hinzutretende,  die  soge- 
nannte Sturungsfunction ,   so   wefden    die   Differentialgleichungen 
des  gestörten  Problems  sein: 

dq»  _  BjT'-ü-^Sl) 
dt  ^  dp. 

8) \  [i=l,2,....,m] 

dt  dqa 

Lagrange  (M^canique  analytique  III.  edit.  tome  l**.  p.310)  hat 
gezeigt,  dass,  wenn  man  die  Anfangsvierthe  der  Variabein  9«,  pg, 
die  ich  respective  durch  n«,  6«  bezeichne,  als  die  zu  variirenden 
Constanten  einffihrt,  die  Gleichungen  8)  umgeformt  werden  in: 

dot  ^^       BSl 
,     TS"""      86/ 

dt  ""       811/ 
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aus  denen  diejenigen  Zeitfunctionen  a«,  6«  zu  bestimmen  sind, 
welche,  fSr  a^,  6«  in  die  Losung  7)  des  ungestörten  Problems 
5)  substituirt,  jene  Losung  in  die  Losung  des  gestörten  Problems 
8)  umwandeln. 

Es  ist  aber  ein  Uebelstand,  dass  die  Integration  der  Glei- 
chungen 5)  nicht  die  Constanten  a«,  6«  eingefiihrt  hat;  daher 
wäre  es  wuDschens^vertb»  ebenso  einfache  Gleichungen,  wie  jene 
9),  aufstellen  zu  können»  aus  denen  unmittelbar  die  Zeitfunctionen 
ffir  die  Integrationsconstanten  a«,  /}«  berechnet  werden  konnten. 
Jacob i  bat  dieses  Problem  gelost,  indem  er  am  angegebenen 
Orte  gezeigt  hat,  dass,  wenn  man  in  den  Gleichungen  8)  des 
gestörten  Problems  für  die  Variabelo  q%,  p%  die  Constanten  er«,  ß^ 
einführt,  jene  Gleichungen  in  andere  von  derselben  Form  wie  die 
9),   nämlich  in 

\    'dt—      8/5.' 
10) \  [i=1.2,....,iitj 

/   ih^  _?^ 

\      dt  öß« 

übergeben.  Den  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  hat  Desboves 
(wie  gesagt)  in  einem  specielleo  Falle  geliefert,  der  allgemeine 
Beweis  wäre  etwa  folgender. 

2.  Setzt  man  in  7)  ^  =  0,  und  ersetzt  gleichzeitig  die  Variabein 
qw9  P9  durch  ihre  respectiven  Anfangswerthe  o«,  6«,  so  erhält 
man  den  Zusammenhang  zwischen  den  Constanten  a«,  b»  und  je- 
nen Ub,  ß§  in  der  Form: 

11) {  [,=1.2......m] 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  die  Constanten  a«,  6«  durch 
atfßs  and  umgekehrt  die  Constanten  o«,  /?«  durch  a«»  6«  ausdrOcken. 

Denkt  man  sich  die  a«»  6$  durch  a«,  ß^  ausgedrückt  und  in 
Sl,  wie  sie  In  9)  vorkommt»  hinein  snbstituirt,  so  wird  Sl  als 
eine  Function  der  o,,  ßg  allein  zu  betrachten  sein.  Ihre  Diffe* 
rentiation  nach  a«,  ß^  gibt: 

dSl  _  'jf"r3^3ap      8Ä  a6rT 
3a«  "~  v=i  L,dav  öa«      Sbp  dag  J  * 

dß.  —  4i  Xjbov  dß.  "*■  dbv  3/5.  J  • 
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oder  nach  0): 


Nun  ist: 


8c.  ""  •=iLrf<8«.        dida.A" 
8ft  ~  »fi  La  8ft  ■"  dt  8ft  J* 

d<  ""lii  La««  dt  "*■  8/J«  rf«  J' 

d<  "^  1^1  La«,  di   ^  dßu  dt  1 

Setst  mao  daher   diese  Werthe  io  obige  Auadrücke   und    fahrt 
folgende  Bezeichnungen  ein: 

^Ls^J^s^^s^ai^J^^^"*'  ''•^' 

•=^r8a»86r      8a.  86»-!       .^        . 
j^  ^     i^L8^8S7"^8S78ä:J"-1^-  "'J' 

^L85:8^-8S"5;j:J  =  f"*'  p*-'' 

80  erhält  mao  die  bekannten  Formeln: 

13)  ...   .    <  [*=l,2,....,m] 

Es  ist  nao  leicht  za  seigen,  dass  die  Coefficienten 
[««,  «•],    [P«»  M 

fflr  jede  Combination  der  Indicee  tc»  s  ans  der  Reihe  1,2, ....,  m 
gleich  Null,  und  die  beiden  anderen  Coefficienten 


schieden  sind,  wem 
zwar  wird  io  dem  1 


nur  dann  von  Null  verschieden  sind,  wenn  die  Indices  ti,  s  ein- 
ander gleich  sind,  und  zwar  wird  io  dem  besonderen  Falle  ti  =  s 


•ein. 
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Der  Beweis  ist  mit  Hfllfe  der  Gleichungen  11}  leicht  zu 
führen. 

üifferentiirt  man  die  Function  f^  wie  sie  in  11)  vorkomiDt, 
total  nach  ««  und  bedenkt,  dass  /'die  Grösse  a%  nicht  nur  expli- 
cite,  sonderh  auch  impHcite  enthfilt,  insofern  nämlich  die  in 
ihr  enthaltenen  Grossen  a«  von  o^  nach  11)  abhängen,  so  wird 


Btf»        \9a«/      r=i  da»  do«  ' 


oder,  da  nach  11)   der  nach  dem  ezpliciten  a«  genommene  Diffe- 
rentialquotient 


(£) = '•• 


und  aberdiess 

ä=^ 

Ist. 

lk=^-^Z^t 

EbeD8o  findet  man 


CCTfi  v=l  Cfit« 


Differentiirt  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  nochmals, 
und  zwar  die  erste  nach  ctm,  die  letzte  nach  a«,  und  zieht  her- 
nach die  erste  von  der  letzten  ab,  so  findet  man  nach  12) 

[«»,  «.]  =  0, 

indem 

ist. 

Gehtman  von  den  Differentialquotienten  g^»  7?j-  aus,  und  diffe- 
rentiirt man  selbe  nochmals  respective  nach  ßut  fi»*  so  findet 
man  ebenso: 

[ßu,  M  =  o. 

Auf  dieselbe  Weise  wird  der  Satz  fOr  die  beiden  anderen 
Coefficienten  bewiesen. 

Hiermit  gehen  die  Gleichungen  13)  über  in: 


Digitized  by 


Google 


Sptt%er:    IntetraUon  der  Di^erenttalgMehung  elc.  25 

14) {  [*  =  l,2,....,ii.] 

dß»_      8Ä 

■3«-- ""8«,' 
welche«  die  Jacobi'scheo  deiebuDgrn  nind. 


III. 

Integration  der  Differentialgleicbong 

in    welcher  ly  x   and  fi  constante  Zahlen  bezeichnen. 

Von 
Herrn  Simon  Spitzer, 

Prii./«Mor  am  Polytechnilrom   in  Wien. 


Das  Integrale  der  Gleichang  (1)  ist,  nach  der  Laplace'schen 
Methode  bestimmt»  folgendes: 

(2) 

o 

««•!/"-»  (ii^i  —  «)«-»     dtf  +  . . . . 
o 
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▼orausgeaetzt,  dass 

die  n — 1  Warzeln  der  Gleichung 

«•-»—«  =  0  (3) 

bedeuten,  |li  und  —^  positive  Zahlen  sind,  and 

^1  >     ^%*  ....,C/ii-.i 

willkürliche  Constanten  repräseotii'eii.     Man  kann  y  auch  so  dar- 
stellen : 

o 

um    sich,    wenn  man  will,  durch  directe    Substitution    von   der 
Richtigkeit  dieses  Integrales  zu  überzeugen. 


In  dem  speciellen  Falle,  wo  f»  und  — -j  ganze  positive  Zah- 
len sind,  lässt  sich  die  Integration  leicht  wirklich  durchfahren; 
denn  man  erhält,  wenn  man  von  folgender  bekannten  Formel 
Gebrauch  macht: 

fQr  den  in  (2)  stehenden  Werth  von  y  nachstehenden  Ausdruck: 

6) 


+c;-xe--..[^^->-%i>+?:^>-....] 


+  < 
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und 


^-1 

q>lu)  =  («"**  •—  «)"-*  (7) 


ist,  und  in  welchem,  weil  q>(u)  als'  ganze  algebraische  Funetioo 
von  m  vorausgesetzt  ist,  die  in  den  eckigen  Klammern  stehenden 
Polynome  abbrechen,  somit  von  endlicher  Gestalt  sind.  Es  lässt 
sich  leicht  darthon,  dass  der  in  (5)  stehende  Ausdruck  der  vor- 
gelegten Differentialgleichung  genügt,  selbst  wenn  die  in  (6) 
stehende  Gleichung  nicht  stattfindet,  und  dass  somit  der  Aus- 
druck (5)  fär  willkürliche  Werthe  von  Ci,  C,  . . . .  Ca.i ,  C;.  das 
vollständige  Integrale  der  Gleichung  (1)  bt. 


Sind  n  und    _|  wohl  positive,  aber  keine  ganzen   Zahlen, 

80  ist  das  in  (2)  stehende  y  nicht  das  vollständige  Integrale  der 
vorgelegten  Gleichung.  Die  Gleichung  (I)  ist  nämlich  von  der 
fiten  Ordnung,  ihr  vollständiges  Integrale  rouss  somit  n  willkür- 
liche Constanteu  enthalten.  Das  in  (2)  aufgestellte  y  hat  aber 
bloss  u — 1  willkürliche  Constanten,  es  muss  daher  dieses  y  noch 
darch  ein  particuläres  Integral  completirt  werden. 

lo  dem  speciellen  Falle,  wo  l  eine  ganze  positive  Zahl  ist, 
ist  es  mir  gelungen,  das  vollständige  Integrale  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  aufzustellen.  Bevor  ich  diess  zeige,  will 
ich  darthun,  dass  die  zwei  Differentialgleichungen: 


S+*i5ä  =  «(*^+w), 


lotegraie  haben,  die  in  folgendem  analytischen  Zusammenhange 
stehen: 

Denn  setzt  man  das  so  eben  aufgestellte  z  in  die  Gleichung  (8), 
90  erhält  man  Identisch: 
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Es  int  alsoj 

für 

identisch  Null,  wenn 

gleich  Null  ist,  was  su  beweisen  war.  Es  genfigt  demnach ,  die 
Integration  der  Gleichung  (1)  zu  zeigen  fiir  Werthe  von  X,  die 
gleich  1,2,  3,  ...•»  n — 1  sind,  und  diess  soll  nun  geschehen. 


Ich  setze  voraus,  dass  das  Integrale  der  Gleichung 

j:g)(»)(A0  =  x9>(a:)  (10) 

bekannt  ist,  und  behaupte  dann,  dass  das  ^,  welches  der  Glei- 
chung (1)  in  dem  Falle  genügt,  wo  X  eine  ganze  positive  Zahl 
ist,  folgende  Form  habe: 

-.«-1 


=/ 


*'"*tt/'-i^(^)  («:!:)  rftt,  (11) 


woselbst  tpO-){p£)  der  Xte  Differentialquotient  von  tp{ux)  ist.  -> 
Cm  diess  zu  beweisen,  substituire  man  den  eben  aufgestellten 
Werth  von  y  in  die  Gleichung  (1),  man  erhält  sodann,  da 


rf—f     e.     ""*«/"9)t*+»)(i«r)d«, 
^•-»)=/^     e     "~'ii''+"-«y(*+"-«)(«ar)da. 
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o 

ist,  aU  Resultat  der  Subatitutioo : 

12) 
/*"  e     ""'  «■+i»-«[i«v(*+")(icj:)  +  A9»(H»-i)(iu:)] </u 


,«        •- 


U 

und  dieiie  Gleichaiig  soll  ideotiech  stattfiodeo. 
Aus  der  Gleichung 

jr9(")(a;)  =  xg>(^)  (10) 

folgt  durch  Imaliges  üiffereuziren : 

X9(H«)(x)  +  Ag>(H«-i)(x)  =  »9U)(«). 
und  setzt  inaD  hierein  ux  anstatt  x,  so  erhält  man: 

Wird  von  dieser  Gleichung  Gebrauch  gemacht,  so  vereinfacht  sich 
die  Gleichung  (12)  und  geht  über  in: 

13) 

^^ 
^  J       e     ""*  tt»+M-« (p^)  (ux)du 

o 

Nun  ist  aber: 

/«     —  — -r  /*»    --—-r      rf9(^)(Ka:)  , 

6      ■  V 0?  ^(H*)  (tt^)  rfi«  ==/       e  uf*'^^ — *'» 

0  0 
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folglich  hat  man,  diess  berficksichtigend ,  statt  der  Gleichung  (13) 
folgende  Gleichung: 

o 
und  diese  ist  identisch^  falls 

e  .  "-*  tt/'9(^)(t«r)  =  0 
ist,  sowohl  für  u  =  0,  als  auch  fOr  «  =  go. 


Es  ist  uns  somit  in  dem  Falle,  als  (i  und  — -j  positive  Zah- 
len sind  —  von  denen  wenigstens  eine  gebrochen  ist  —  nnd  l 
eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  gelungen,  das  Integrale  der 
Gleichung  (I)  abhängig  zu  machen  von  dem  Integrale  der  Glei- 
chung: 

X  ^(")  (x)  =  %ip  (x).  (10) 

Diese  Gleichung  hat  aber  bekaDntlich  unter  ihren  n  verschiedenen 
partikulären  Integralen  eines,  welches  einen  Logarithmus  von  x 
als  Bestandtheil  hat,  und  welches  in  der  Form 

P+Qlogo: 

auftritt  Dieses  eine  partikuläre  Integrale  fassen  wir  besonders 
in's  Auge,  es  ist  diess  dasjenige,  das  sich  der  Ermittelung  mittelst 
der  Laplace'schen  Methode  entzog;  fligt  man  diess  eine,  mit 
einer  willknhriichen  Constanten  multiplicirt«  zu  dem  In  (2)  aufge- 
stellten Integrale  hinzu,  so  erhält  man  das  vollständige  Integrale 
der  vorgelegten  Differentialgleichung. 


Die  Gleichung  (I),  deren  Integrale  wir  so  eben  in  folgender 
Form: 


(II) 


ermittelt  haben,  gestattet  auch  folgende  Aufschreib  weise; 


3^W  +  a  +  ^-n)ff]  ^M^y'+ii^y).  (14) 


Digitized  by 


Google 


Nqd  l&Bst  sich  nach  einem»  von  uns  im  63sten  Bande  von 
Crelle's  Journal  fflr  Mathematik  aufgestellten  Satze  das  Inte- 
grale der  Gleichung 

^i[:jcx'  +(1  +  1-11)2]  =x^(*2'  +  ^2)]  (15) 


besdmoien;  es  ist  nSmIich: 


-«-1 


:=/***  e     "  *^(rar)dr,  (16) 


wobei 


ist,  falls  nur  zwischen  den  n  in  9>(ar)  vorkommenden  willkflr- 
licben  Constanten  eine  Bedingungsgleichung  erföllt  wird.  Dem- 
nach erhSit  man  als  integrale  der  Gleichung  (15) : 


.■-»+,•-* 


0  0 

Mittelst  wiederholter  Anwendung  derselben  Methode  lassen 
sidi  nun  auch  die  Integrale  folgender  Gleichungen  ermitteln: 

^ä[^'  +  (^  +  ^^«)»]  =  ««»(^«'  +  f*0. 
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IV. 

Kennzeichen,    ob    eine  Gleichung   dem    numerischen 
Werthe  nach  gleiche,  dem  Vorzeichen  nach  entgegen- 
gesetzte Wurzeln  besitze. 

Von 
Herrn  Franz  Müller y 

Professor  am  Kon«  Bdhin«  Polyteclinikum  io  Pr ng. 


Es  8«i  gegeben  die  Gleichung  F(x)  =  0,  aod  schreiben  wir 
von  derselben  die  abwechselnden  Glieder  mit  ihren  Vorzeichen 
nebeneinander»  so  erhalten  wir  swei  neue  Gleichungen  ^t{x)  und 
x^ix)^  wobei  q>{x)  und  np{x)  Polynome  sind,  deren  Glieder  nur 
gerade  Potenzen  von  x  enthalten.    Z.  B.    Es  sei 

F{x)  =  a;*+Ci«*  +  Ct«'+Caa:*  +  C4a:  +  C5  =0, 
so  ist: 

Es  ist  demnach 

F{x)=fp{x)^^x^{x)=0. 

Nehmen  wir  an »  der  Gleichnng  F(x)  =  0  werde  durch  die  Sab- 
stitution  -f  (»  und  — 1»  Genfige  geleistet»  oder  die  Gleichung 
F(x)=^0  besitze  dem  Werthe  nach  gleiche,  dem  Zeichen  nach 
•Dtgegengesetste  Woraeln;  es  sei  demnach 
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F(+  »)  =  0  and  F(— »)  =0, 
so  Ut  aacb 

9)(<D)-|-ci>'4f(a»)  =0,    g7(— »)  — oi)^( — od)  =2:  0; 
uod  da 

9(»)  =  9>(—  cd)  ,    ^(<o)  =  !/;(—  00) ; 
so  ist: 

9)(»)  —  a>t/;(a>)  =  0, 
und  folglich  auch 

^((o)  ^  0  und  t|>(o))  =  0; 

nnter  dieser  Voraussetzung  wird  folglich  auch  den  Gleichungen 
g>(a:)  =  ü  und  ilf(x)  =  0  durch  die  Substitution  -|-  a  und  —  m 
Genüge  geleistet. 

Besitzt  demnach  die  Gleichung  F(x)  =  0  numerisch  gleiche, 
dem  Zeichen  nach  entgegengesetzte  Wurzeln,  so  besitzen  auch 
die  Gleichungen  <p(x)  =  0  und  1^(0;)  =  0  dieselben  gleich  ent- 
gegengesetzten Wurzeln.  Das  grosste  gemeinschaftliche  Maass 
zwischen  ^(x)  und  il;(x)  enthält  folglich  alle  gleich  entgegenge- 
setzten Wurzeln  der  Gleichung  F(a;).=  0. 

Beispiel.    Es  sei  gegeben  die  Gleichung: 

xw>+3a:»+a?«— 4a?^+a?«+  I3ar»  +  5ar*~16a;»— 12ar*  +  4ar  +  4  =  0, 

so  ist: 

^(x)  =  3ar«  -  4a;«  +  13a;*-.  16a?« + 4 ; 

zwischen  ip(x)  und  ^(x)  das  grosste  gemeinschaftliche  Maass 
gesacht  erhalten  wir: 

a;«— a:*+4ar*— 4. 

Die  Gleichung  ar«— a;*-f  4a;«— 4=  0  enthält  daher  alle  gleich 
entgegengesetzten  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =  0. 

Setzen  wir  a;«  =  2,  und  untersuchen  wir  die  so  erhaltene 
Gleichung  z' — 2«-|-4z— 4  =  0  ebenfalls  auf  gleich  entgegenge- 
setzte Wurzein,  so  ist: 

(p(z)  =  —2«  -4,     ^(z)  =  2«  +  4; 
folgiicb  2«-f4  das  grösstegenieinscbaftiiche  Maass,  undzi=i-|-2V^^, 

TheU   XLVI.  3 
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1%  =  — 2V — 1,    Die  Wurzel  29  erhalten  wir  'durch  Divisioo  von 
«■-x*+  42— 4  mit  2« +  4,  es  ist  2,  =  +1. 

Die  gleich  eutgegengesetzten  Wurzeln  der  Gleichung  F(j?)=:0 
sind  daher: 

oder  falls  wir  die  ersten  zwei  Wurzelpaare  auf  bekannte  Weise 
transformiren,  so  ist: 

l\  \  =  ±(1  +  V=T)      *•  j  :=±{\->r=\). 

Von  der  gegebenen  Gleichung  lOten  Grades  bleibt   nur  noch  die 
Gleichung  4ten  Grades  ^  +  Zx^  ■{-  2a;*— ^  —  1  =  0  aufzulBsen. 


V. 

Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

Ton 

Herrn  Professor  Dr.  Dienger 
an  der  polj^techniachen  Schule  in  Garlaruhe. 


Im  Naehstebenden  betrachte  ich  die  Differentiaiglelchong 
in  d«r  Xn»  ^««i, .....  JTi»  JT«  blos  Funktionen  von  x  (oder  Kon- 


Digitized  by 


Qoo^Q: 


der  linearen  üifferentialgletchnngen. 


35 


stallten)  siod.  Da«««  wenn  ^i, ....,  ^n  Punktionen  sind,  welche  der 
(I)  genögen. 


y  =  C,y,  +  Ciy.  +  ....  +  G,y« 


(2) 


ebenfalls  genügt^  setze  ich  natOrlich  als  bewiesen  voraoR.   Wenn 
zwischen  den  Grossen  ^i»  ••.*>  yn  eine  Gleichung 


«iyi+öay2+--+«ay«  =  0 


(3) 


beRtebt,  so  werde  ich  sageA,  es  bestehe  eine  lineare  Beziehung 

unter  denselben.    Dabei  setze  ich  ai, an  als  konstant  ror- 

aos,  and  dSrfen  ganz  wohl  einige  dieser  GrSssen  Kall  sein. 


$.  1. 

Seien  ^i,  y,, jfr  Funktionen  von  x,  und  es   werde  ge- 

setzt : 


ix* 
da*' 


(4) 

yr 

dx 
dx* 


dx'-^'     «far^-> '■""  <£«'-» 


=  *.  ^  =  >■'■'■■ 


so  ist  die  Deteminante  M  eine  Fanktion  der  GrSaseu  yi ,y  ; 

y,' .y'ri  ....}  Jf!*'"*). yi^*^*);  ond  folglich: 

dia       dM    .         ,SM     ,     »M     ,,,,         ,  dM     „,  . 

••••  +  s^;(?=i)»i^'' +••••+ g^75=i)  «''"'• 

Den  Grandeigenschaften  der  Determinanten  zufolge  iet  aber: 

8U 
yrW 


^^W*«^**""  +  ••••  +  l^y'**+"  =  0;    #  =  0, 1, 2, . . . ..  r-2; 


so  dass  also: 


(6) 


dM         dM       ,.  ,      hM       , .  ^         ,     8Ä       .. 


«• 
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Diese    Gleichung    gilt    natürlich    für   alle    heüebigen    Fanktionen 

Gesetzt  nun,  es  bestehe  identiscb  die  Gleicbang: 

ilf  =  0,  (6) 

80  ist  natfirlicb  auch: 

and  man   hat  folglich  in  diesem  Falle  das  folgende  System  von 
Gleichungen: 

(8) 

hM  dM  dM 


/  V    8^  4  V    8Ä  ,  ,    8Ä  ^ 

In  diesem  Systeme  sind  die  r — 1  ersten  Gleichungen  aus  den 
Grundeigenschaften  der  Determinanten  hervorgegangen;  die  rte 
ist  die'  (6)  und  die  (r-f  l)te  die  (7).  Wir  wollen  jede  dieser  Glei- 
chungen,  mit  Ausnahme  der  letzteren,  differenziren  und  je  dabei 
die  nächst  folgende  beachten;  dann  erhalten  wir: 

(») 

d     dM  d     dM  d     dM 

,  d     dM  .      ,  d     dM  d     dM 


Diese  Gleichungen  fallen  der  Form  nach  zusammen  mit  den  r 
ersten  (S),  und  weil  die  Gleichung  (6)  besteht,  lassen  sich  aas 
beiden  Systemen  die  Quotienten  der  Grössen 
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hM  vM  d     B'M  d     8M 


bestimmen.  Ist  nun  v\ch\ -K—^fZT)  icl^ntiscb  Null,  so  ergibt  sieb 
aus  (8)  ood  (9): 
dM  d      BM 


ajy-t'--')       <fa:8ym<'"^>         1        d      dM  l       d     BM 

BM     ^  d      BM      ^     BM     dxByn^'^^    ""     BM     da:  8v,(''~*) ' 

,/_a»_\_,/_8Ä_\  8Jlf     _         8ilf 

^  V8y^'-'V  ""  \8y/r-i) ;  +  ^  •    i^jFT)  -  ^«i  ä^T^)  5 

»»=  1,2, f  — 1,  #+!,... .,r. 

Setzt  man  diese  Wertbe  in  die  erste  (8)  ein,  so  ergibt  sieb : 

(10) 

Wenn  also  die  (6)  identiscb  bestebt,  so  bestebt  notbwendig 
zwiseben  den  Funktionen  ^i,....,^«  eine  lineare  Beziehung. 
Daraus  aber  folgt  weiter,  dass,  wenn  eine  solcbe  lineare  Beziehung 
zwiseben  den  eben  genannten  Funktionen  nicbt  besteht,  auch  die 
Gleichung  (6)  nicbt  stattfinden  kann. 

Wir  wollen  annehmen,  yi  sei  eine  Funktion  von  o?,  welche, 
an  die  Stelle  von  y  gesetzt,  der  (1)  identisch  genflge.  Sodann 
wollen  wir  in  dieser  Gleicbung  setzen: 

y  —  yifv^y  (11) 

wo  fp  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  x  sei  und  wo  wir  dem 
unbestimmten  Integrale  keine  willkubrlicbe  Konstante  zufügen 
wollen.  Dann  erhält  man  aus  (1)  zur  Bestimmung  von  9  eine 
Gleichung  der  Form: 

in  welcher  ^n— i, ....,  Oq  bekannte  Funktionen  von  x  sind,  die  mit 
von  dem  Wertbe  von  yi  abhängen.  Die  (12)  ist  abermals  eine 
lineare  Differentialgleichung,  aber  nur  (n— l)ter  Ordnung. 

Angenommen  nun,  man  könne  n— 1  Funktionen:  tpi ,  9«,....,  qpn^i 
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finden,  welche— jede  für  sich  —  der  (12)  genOgen,  und  zwischen 
deoeu  keine  lineare  Beziehung  besteht,  so  genügen  hiernach 
der  (1): 

yi>yiS^id^fy\f9%dx,  ....,yi/g?»_lrfa:.  (13) 

Dies  sind  n  Funktionen,  zwischen  denen  eine  lineare  Beziehung 
nur  bestehen  konnte,  wenn  eine  solche  zwischen  den  fp  bestände, 
was  wir  nicht  voraussetzen. 

Für  R  =  1  liefert  die  Gleichung  (I): 

-/¥,'■ 

y^ce  \ 

demnach  gibt  es  für  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
[n=2  in  (I)]  zwei  Werthe,  die  nicht  linear  zusammenhängen. 
Daraus  folgt  nun  weiter,  dass  es  för  die  dritte  Ordnung  (n  =  3) 
drei  solcher  Werthe  gebe,  u.  s.  w.,  dass  allgemein  für  (1)  wiik- 
lieh  ft  einzelne  Funktionen  niuglich  sind,  welche  dieser  Gleichung 
genügen  und  nicht  linear  zusammenhängen.  (Dass  es  einen  Werth 
y\  gebe,  lehrt  die  allgemeine  Theorie  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen). 

§.3. 

Es  kann  nun  aber  für  die  Gleichung  (1)  nicht  it-f-l  besondere 
Integrale  ^i,  y^y  ....,  ^n-f-i  geben,  wenn  nicht  zwischen  denselben 
eine  lineare  Beziehung  besteht. 

Denn  aus  der  Annahme  des  Bestehens  solcher  n-f  1  Werthe 
folgt: 


d^y% 


^»rjfZü     +  -*»-! 


Xn 


•+^oyi     =0» 
•  +  Xf^y%     =  0, 


(U) 


d":yn-n 


rf*— ^^nfl 


Diese  Gleichungen  (14)  sind  der  Zahl  nach  n -f  I ;  sollen  sie  zu- 
samnteu  bestehen,  ohne  dass  JV«,  ....,  ^o  «äinmtlich  Null  sind, 
so  muss : 

yi.        y%»    •••»    Sf«+» 
dyx        dy^  dyn^x 


dx*      dx' 


dx 


d^ 
dar» 


d^y^ 
dx*  ' 


'    dx* 


=  0 
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aein.  Daraus  folgt  aber  uach  §•  1.  (r  =  n-|*l)f  dasa  eine  lineare 
Beziehung  zwischen  den  yx*  •  •  •  •  *  9»-f i  bestehe.  Damit  ist  nun 
erwiesen,  dass  es  für  die  Gleichung  (1)  n  besondere  Integrale 
Vv*  ••••»  y«  g^b®  (§-^^)*  aber  nicht  mehr  (§.3.)»  zwischen  denen 
eine  lineare  Beziehung  nicht  besteht.  Diese  geben  in  (2)  das 
allgemeine  Integral 


§.4. 

Sind  yi>ys,  yn  diese  besonderen  Integrale»  so  hat  man 

wie  in  §.3.: 


Aus  den  Gleichungen  (15)  lassen  sich  die  Grossen 


(15) 


A. 


(16) 


durch  5f| ,  yn  and  deren  Differentialquotienten  bis  zur  nten 

Ordnung  ausdrücken,  vorausgesetzt,  dass  nicht 


dgi       dy^^ 
dx  *     dx  * 


dyn 
'  dx 


=  0. 


Da  diese  Gleichung  aber  nach  §.  I.  eine  lineare  Beziehung  zwischen 

yi ,  yn  voraussetzt,  so  kann  sie   nicht  bestehen,  und  man 

kann  folglich  die  Grossen  (16)  bestimmen. 

Da  eine  jede  Differentialgleichung  nter  Ordnung,  die  nach 
dem  höchsten  Differentialquotienteii  aufgelöst  ist  (was  bei  der 
(1)  unmittelbar  erreicht  werden  kann),  nur  eine  Integralgleichung 
haben  kann,  so  ist  es  ganz  OberflQj^sig,  erweisen  zu  wollen,  dass 
die  Form  (2)  für  die  (1)  noth wendig  sei.  Es  genflgt  vollstfindig, 
SU  zeigen,  dass  die  Form  (2)  möglich  sei. 
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VI. 

Ueber  den  mittleren  Fehler  der  Resultate  aus 
trigonometrischen  Messungen. 

VOD 

Herrn  Doctor  Börseh, 
ord.  Lehrer  an  der  höheren  Gewerbeechnle  io  Caseel. 


Ueber  die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  der  aus  trigono- 
metrischen Beobachtungen  abgeleiteten  Functionen »  nämlich  der 
Richtungen  der  einzelnen  Dreiecksseiten,  bestehen  verschiedene 
Ansichten'):  nach  der  einen  ist  der  mittlere  Fehler  einer  Richtung 
gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Fehlerquadrate 
dividirt  durch  die  Anzahl  der  zwischen  den  Rlchtbogen  bestehen- 
den ßedingungsgleichungeii,  nach  der  anderen  gleich  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Summe  der  Fehlerquadrate  dividirt  durch  die  um 
1  verminderte  Anzahl  der  Richtungen.  Bei  der  Wichtigkeit  die- 
ses Gegenstandes  für  die  Beurtbeilung  geodätischer  Arbeiten, 
dürfte  es  gegenwärtig,  wo  durch  die  mitteienropäische  Gradmes- 
sung Ober  einen  grossen  Theil  von  Europa  ein  Dreiecksnetz  ge- 
spannt wird,  nicht  ohne  Interesse  sein,  denselben  etwas  näher 
zu  betrachten. 

Der  mittlere  Fehler  soll  im  Allgemeinen  die  Grenzen  angeben, 
innerhalb  welcher  bei  direkten  Beobachtungen  oder  Functionen 
derselben  ein  Fehler  zu  befürchten  ist;  sind  diese  Grenzen  sehr 
weit,  d.  h.  existiren  zwischen  den  einzelnen  zu  beurtheilenden 
Grossen  nur  wenige  Bedingungen,  die  »ich  stets  in  einer  gleichen 
Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  darstellen  lassen,  so  wird  der 
mittlere  Fehler  gross,  ja  selbst  grosser  als  die  Fehler  der  ein- 
zelnen Grossen   sein;  je   enger  man   aber  die  Grenzen  zieht,  je 


")  Vergleiche  General bericht  über  die  iaiUeleuru|iäiacliu  Grad- 
iiie«8iing  für  daii  Jahr  1865.  Berlin  1866,  pag.  45  etc.,  wobei  sogleich 
auf  einen  daselbst  zweiroul  vorkommenden  Druckfehler,  nämlich  2r»d 
Btiitt  »r— 1,  aufmerksam  geniar.hl  wird.  —  Kaeyer,  die  Kustenver- 
niessiinf^  und  ihre  Verbindung  mit  der  lierliuer  Grundlinie.  Berlin  IH49, 
pag.  353.  —  Encke,  astronomisches  Jahrbuch  für  1834,  pag.  292.  — 
Gerling.  Reitrage  cnr  Geographie  Korliessens.     Kassel  1839,  pag.  182. 
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mehr  Bedingongsgleichungen  man  aufstellen  kann,  um  so  genauer 
wird  auch  der  mittlere  Fehler,  um  so  kleiner  im  Vergleiche  zu 
den  einzelnen  Fehlern. 

Je  nachdem  der  mittlere  Fehler  fär  direkte  Beobachtungen 
oder  für  Functionen  derselben  gesucht  wird«  sind  drei  Punkte  Ins 
Aoge  zu  fassen: 

1)  Die  unbekannte  GrOsse^wird^direkt  in  überschüssiger  An- 
zahl beobachtet. 

2)  Die  unbekannten  Grossen  sind  Functionen  »»Elemente" 
direkter  Beobachtungen  und  letztere  in  überschüssiger 
Anzahl  vorhanden. 

3)  Die  unbekannten  Grossen  sind  Functionen  »»Elemente" 
direkter  Beobachtungen»  diese  Elemente  in  überschüssiger 
Anzahl  vorhanden  und  durch  ßedingungsgleichungen  ver- 
bunden. 

Bezeichnet  man  mit  m  den  mittleren  Fehler  der  direkten 
Beobachtungen»  beziehungsweise  der  Functionen  derselben»  mit 
[vv\  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler»  mit  z^  die  Anzahl  der 
Qberschüssigen  Beobachtungen  oder  Elemente»  d.  h.  die  Anzahl 
der  Widersprüche»  also  auch  der  Bedinguogsgleichungen»  so  hat 
man  allgemein  für  die  drei  Fälle: 


der  mittlere  Fehler  ist  immer  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der 
Summe  der  Fehlerquadrate  dividirt  durch  die  Anzahl  der  Wider- 
sprüche. Haben  ausserdem  die  Beobachtungen  oder  deren  Ele- 
mente verschiedene  Gewichte»  bezeichnet  man  diese  mit  p»  also 
mit  [p.vv]  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten 
Fehlerquadrate..  so  wird 

m  =  m/  ^J^^ 


V  tb 


von  einem  mittleren  Fehler  kann  dann  aber  nur  insofern  die 
Rede  sein»  als  er  sich  auf  die  Gewichtseinheit  der  Grüssen  be- 
zieht. 76  ist  stets  das  Gewicht,  welches  dem  mittleren  Fehler 
zukommt»  d.  h.  Vxh  die  Genauigkeit  desselben. 

Für  den  ersten  Fall  ist  ein  Element  wiederholt  direkt  be- 
obachtet» man  hat  bei  z  Beobachtungen  dieses  Elementes  % — 1 
Widersprüche»  die  man  stets  in  ebensovielen  Bedingungsgleichun- 
gen  ausdrücken  kann;  in  der  Praxis  wählt  man  aber  in  der 
Regel  diesen  Weg  nicht»  sondern  führt  noch  eine  weitere  abge- 
leitete Grosse»  das  arithmetische  Mittel»  mit  in  die  Rechnung  ein, 
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wodurch    man    aber  aacb    einen   Widerspruch    mehr»    Dämlich  t 
Widerspruche  erhält,  es  ist  mithin  26  =  z — !• 

FOr  den  zweiten  Fall  wird  man  auch  immer  ebensoriele  Be- 
dinguiigsgleichungen  durch  Vergleicbung  der  Beobachtangeo  nur 
unter  sich  ableiten  können,  man  Itihrt  jedoch  auch  hier  in  der 
Praxis  zu  den  Beobachtungen  aus  diesen  abgeleitete  vorläufige 
Elemente  ein;  ist  die  Anzahl  derselben  =  e,  so  wird  man  auch 
e  Bedingungsgleichungen  mehr  erhalten,  und  bezeichnet  man  die 
Zahl  der  nun  gebildeten  Gleichungen  mit  z,  so  ist  die  Anzahl  der 
Widerspräche  oder  Bedingungsgleichungen,  die  nur  allein  zwischen 
den  Beobachtungen  bestehen,  nämlich  2^=  i — e.  Ist  6=1,  so 
geht  der  zweite  in  den  ersten  Fall  über. 

Der  dritte  Fall  ist  der  speciell  hier  in  Betracht  kommende, 
zwischen  den  Elementen  werden  tb  Bedingungsgleichungen  be- 
stehen. Hat  man  nämlich  nur  so  viele  Elemente  (Richtungen), 
als  zur  Berechnung  der  gestellten  Aufgabe  absolut  noth wendig 
sind,  also  keine  überschussigen  Stucke,  so  wird  man  auch  keine 
Widersprüche,  d*  h.  keine  Fehler,  also  auch  keinen  mittleren 
Fehler  finden;  es  wird  aber  Niemand  behaupten  wollen,  dass  die 
Fehler  gleich  Null  seien,  man  hat  nur  kein  Mittel  sie  zu  bestim- 
men, sie  sind  unbestimmt,  sie  und  der  mittlere  Fehler  treten 
unter  der  Form  i  auf.  Kommt  ein  überschüssiges  Element  hin- 
zu, so  erhält  man  eine  Bedingungsgleichung,  man  wird  nun  die 
einzelnen,  sowie  den  mittleren  Fehler  der  Elemente  bestimmen 
können,  letzteren  kann  jedoch  nur  ein  geringes  Gewicht  =  1  bei- 
gelegt werden.  Ist  die  Anzahl  der  überschüssigen  Elemente,  also 
auch  der  Bediugungsgleichungen  =  2,  so  erhält  man  den  mittleren 
Fehler  mit  dem  Gewichte  =  2,  oder  der  Genauigkeit  =  V2;  hat 
man  ih  überschüssige  Elemente,  :&  Bediogungsgleichungen,  so  ist 
das  Gewicht  =  tb,  die  Genauigkeit  =  Vi*.  Die  Anzahl  r,  der 
überhaupt  zu  der  Berechnung  verwendeten  Elemente  (gemessene 
Richtungen  der  Dreiecksseiten)  hat  also  auf  die  Bestimmung  so 
wie  die  Genauigkeit  des  mittleren  Fehlers  durchaus  keinen  Ein- 
fluss,  sondern  nur  die  Anzahl  z*  der  überschüssigen  Elemente, 
der  Bedingungsgleichungen.  Der  gefundene  mittlere  Fehler  wird 
um  so  genauer  sein,  er  wird  sich  um  so  mehr  der  Wahrheit 
nähern,  je  grösser  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  ist,  er 
ist  eine  Function  von  z*,  nicht  von  Zrt  und  fällt  mit  der  Wahrheit 
zusammen,  wenn  z*  =  c»  ist.  Die  Folge  dieser  Abhängigkeit  ist, 
dass  bei  wenigen  Bedingungsgleichungen  aber  vielen  Elementen 
die  einzelnen  Fehler  sehr  klein,  der  mittlere  Fehler  sehr  gross 
erscheint,  seine  Grenzen  liegen  weit  auseinander,  je  enger  hin- 
gegen diese  gezogen  werden,  je  grösser  ib  wird,  um  so  kleiner 
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uird  der  mittlere  Fehler,  um  so  niebr  wird  er  in  das  richtige 
Verbältnisfi  zu  den  Fehlern  der  einzelnen  Elemente  (Richtungen) 
treten.  Aus  diesen  Gründen  ist  auch  als  Prinzip  festzuhalten, 
nicht  möglichst  viele  Elemente  überhaupt,  sondern  möglichst  viele 
überschüssige  Elemente  durch  Mei>sung  zu  bestimmen,  und 
dadurch  möglichst  viele  Bedineungsgleichungen  zu  erhalten. 

Bestimmt  man  hingegen  den  mittleren  Fehler  fär  die  Rich- 
tungen der  Dreiecksseiten  nach  de^  Formel  m  s=  V  ^ — K  ,  oder 
bei   verschiedenen    Gewichten    der    Elemente   nach    der    Formel 

m  =  Y  -^;^-9  macht  man  also  den  mittleren  Fehler  und  seine^ 

Genauigkeit  von  der  Anzahl  Zr  der  Richtungen  abhängig,  so 
braucht  man,  ganz  consequent  mit  der  Formel^  um  sehr  gute 
und  zuverlässige  Resultate  zu  erzielen,  nur  sehr  viele  Richtun- 
gen, aber  sehr  wenige  Qberschusüsige,  also  um  gleich  die  Grenze 
zu  ziehen^  nur  eine  überschüssige  Richtung  durch  Messung  za 
bestimmen  und  in  die  Rechnung  einzuRihren;  z.  B.  zwischen  2 
definitiven  Grundlinien  eine  möglichst  lange  Dreieckskette  (nicht 
Dreiecksnetz),  bei  welcher  in  jedem  Dreiecke  nur  zwei  Winkel 
durch  Messungen  bestimmt  wären,  und  zwischen  den  Sinussen 
sämmtücher  gemessener  Winkel  eine  Bedingungsgleichung  he« 
stände.     Die  Unrichtigkeit  dieser  Annahme  liegt  auf  der  Hand. 

Will  man  ferner  die  Behauptung  aufstellen,  die  Richtungs- 
fehler  seien  unabhängig  von  der  Grösse  der  Winkel,  indem  ver- 
schieden grossen  Winkeln,  die  übrigens  unter  denselben  Um- 
ständen gemessen  sind,  dieselben  mittleren  Fehler  zugeschrieben 
irerden  müssen,  man  konnte  also  die  verschiedenen  Richtungen 
als  wiederholte  Beobachtungen,  ihre  Zahl  sei  =  zr,  einer  Rieh* 
taug  ansehen,  und  demnach  den  mittleren  Fehler  durch  die  For- 
mel m  =  V  - — =j,  beziehungsweise  m  =  y    iITj*    darstellen, 

so  würde  diese  Behauptung  nur  dann  zulässig  sein,  wenn  die 
Winkel  unter  sich  in  keiner  Abhängigkeit  ständen,  und  man  im 
Stande  wäre,  die  einzelnen  Richtungen  ohne  Zuziehung  anderer 
Grossen  anmittelbar  unter  sich  zu  vergleichen;  hier  treten  aber 
drei  Winkel,  also  sechs  Richtungen  zu  einem  Dreiecke  zusammen, 
oder  es  geben  die  gemeinschaftlichen  Seiten  der  Dreiecke  durch 
die  Grösse  der  Winkel  bedingte  Widersprüche  der  Richtungen, 
es  bestehen  also  zwischen  der  Grosse  der  Winkel  und  den  Rieb* 
tangen'  in  dem  vorliegenden  Falle  ganz  bestimmte  Beziehungen 
und  die  Richtungen,  also  auch  die  Fehler  derselben  so  wie  der 
mittlere  Fehler,   nind  abhängig  von  der   Grosse  der  Winkel,  sie 
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sind    Functionen    derselben;    die    Fonnel     m  =  V  — — 4    oder 


1 

r  kann   also  auch    in  dieser    Hinsicht    keine    An- 

%r —  ■ 


•"    ~    If     %r-\ 

Wendung  finden. 

Zum  Schlüsse  möge  noch  nachfolgende  Betrachtung  hier 
ihren  Platz  finden.  Hat  man  zwei  Reihen  gleichvieler  und  gleich- 
guter Beobachtungen ,  und  aus  denselben  eine  gleiche  Anzahl  von 
Elementen  und  eine  gleiche  Anzahl  von  Bedingungsgleicbungen 
abgeleitet,  so   wird   man  den  Resultaten  aus  beiden  Reihen  \on 

Beobachtungen  nach  der  Formel  V  - — -  voraussichtlich  denselben 

V      n 

mittleren  Fehler,  d.  h.  dieselbe  Genauigkeit  zuschreiben  müsseii. 
Dieses  kann  zur  Beantwortung  einer  Frage  dienen,  die  schon 
vielfach  aufgeworfen  wurde.  Müssen  nämlich  bei  einem  Dreiecks- 
netze, wenn  es  eine  hinlängliche  Garantie  seiner  Zuverlässigkeit 
in  sich  tragen  soll,  alle  Richtuni^en  von  ihren  beiden  Endpunkten 
aus  gemessen,  d.  h.  in  jedem  Dreiecke  die  drei  Winkel  durch 
Messung  bestimmt  sein,  oder  bleibt,  bei  übrigens  gleichgaten 
Beobachtungen,  die  Genauigkeit  dieselbe,  wenn  statt  einer  zwei- 
seitig  gemessenen  Richtung  zwei  einseitig  gemessene  Richtungen, 
nämlich  statt  eines  Dreiecks  mit  3  gemessenen  Winkeln  2  Drei- 
ecke mit  nur  je  2  gemessenen  Winkeln  eingeföhrt  werden?  Da 
fOr  die  Doppelrichtung  zwei  einseitige  Richtungen  und  fiir  die 
ausfallende  Bedingungsgleichung  zwischen  den  3  Winkeln  eines 
Dreiecks  eine  andere  zwischen  den  Sinussen  der  Winkel  zweier 
Dreiecke,  durch  Vergleichung  ihrer  gemeinschaftlichen  Seite,  hin 
zukommt,  so  wird  die  Anzahl  der  Fehler  sowie  die  Anzahl  der 
Bedingungsgleichungen  nicht  geändert,  man  wird  also  in  beiden 
Fällen  den  einzelnen  gemessenen  Richtungen  denselben  mittleren 
Fehler  und  dem  ganzen  Dreiecksnetze  dieselbe  Genauigkeit  zu- 
schreiben mOssen.  Das  nur  einseitige  Messen  einer  Richtung 
hat  aber  in  den  meisten  Fällen  seinen  Grund  darin,  dass  an  dem 
einen  Endpunkte  eine  sichere  Anvisirung  nicht  zu  erzielen  war, 
ja  dieses  mitunter  nicht  schon  bei  der  Entwerfung  des  Dreiecks- 
netzes, sondern  erst  bei  der  Winkelmessung  entdeckt  wurde,  in 
diesem  Falle  ist  es  sogar  vorzuziehen , '  die  weniger  zuverlässige 
Messung  ganz  zu  unterlassen,  oder,  wenn  sie  schon  gemacht  ist, 
nicht  zu  benutzen ,  und  stattdessen  eine  weitere  einseitige  Rich- 
tung einzuföhren,  die  mit  hinlänglicher  Schärfe  bestimmt  werden 
kann,  die  Genauigkeit  des  Ganzen  wird  dadurch  nur  erhobt. 
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VII. 

Ueber  eine  Eigenschaft  der  ÜTperbel. 

(Mit  Besagnahme  aof  einen  Aufsatz  des  Herrn  Profestor  Nicola 
CavaiieriSan  Bertolo,  commend.,  in  den  „Atti  dell'  Accademia 
Pootificia  dei  nooTi  Lincei««.  Anno XIX.  Se««.  III«. 24  Febbr.  1866.). 

Von 

Herrn  C.  Thiel^ 
Kandidaten  der  Mathematik^ in  Oreifewaid. 


Aufgabe. 

(Taf.IlI.  Fig.  4.). 

Zwei  im  Panicte  J  anter  dem  Winlcei  a  sich  schnei- 
dende Gerade  AX   and  AY  werden  von    einer   dritten. 
Geraden    RS  in  den  Punkten  B  und  C  so  geschnitten^ 
dass   ^CAB^k*  ist;  verbindet  man  nun  den  Mittel- 
pankt  P  von  BC  mit  A  und  theilt  AP  in  N  so,  dass 

NPtAP=:l:h 

ist«  so  soll  der  geometrische  Ort   des  Punktes  iV  fiir 
alle  Lagen  von  RS  bestimmt  werden,  bei  denen  ^CAB 

=  Ä*i8t 

Auflösung.  Es  sei  il  Anfang  des  Coordinatensystems,  AX 
der  positive  Theil  der  as  -  Axe  und  A  Y  der  positive  Thell  der 
y  .  Axe.  ^ 

Die  Coordinaten  von  C  seien  nun  a?|,!.0;  die  von  B  seien  Ü« 
jf«;  also  sind  die  von  P:  ^Xi,  ^^,  und  nach  den  Lehren  der  ana- 
lytischen Geometrie  die  von  A: 
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■^ ^  =  ~w^^ '  ^  =  ^r  ^*" 

Weil  aber  oach  den  Bediogiingen  de?  Aufgabe 
also 

ist,  so  ist  auch: 

o;  .    .    .    ,  X  ^  ■  2 A  ■  ^1  •     .V  ^=  ~7^ —  Ä*c*ipecö  I 
und  multiplicirt  man  diese  Werthe,  so  erhnlt  man; 

4) xy  z=z  \  (— j^J   A-*coaeca, 

d.  h.  die  Gleichung  einer  Hyperhel  s^ivbchen  ihren  Asymptoten. 

Dm  ihre  IVIittelpunktsgleichung  zu  finden,  hat  man  von  dem 
scbiefwhikligeo  Coordinatensysteme  der  (.rjy)  zu  e'mem  recht- 
winkligen der  {x'y')  überzugehen,  dasj  denselben  Anfangspunkt  A 
hat  und  dessen  positive  x^  -  Axe  den  Asymptotenwinkel  a  hal- 
hirt  Man  hat  demnach  in  den  Formeln  fSr  den  Uebergang  von 
einem  schiefvrinkligen  zu  einem  rechtwinkligen  Systeme: 

_  a^ sin [(xy)  —  I] -y' cos [(xy)  —  $]         _  x'sin^+y'cos^ 
^  8in(xy)  '  ^  6\n(xy) 

(xy)  =  (x,  |:=|«  zu  setzen,  and  erhält; 

^.  a:' sin  4«  —  «' cos  Ja  ^r'sinia -|-ycosla 

5) . . . .  a:  as : 9     1/  =s ; — ; 

^  sina  ^  sina 

also  durch  Multiplication : 

a:'«sinia«— y'«co8ia« 

xy  = 7-~i =— , 

^  sina* 

und  folglich  nach  4) : 

:r'«sinla«— y'^cos  Ja«         ,  /*— 1 V,, 

^—. — ^ ■—  =  J(  — F—  1  A'cosec« 

sine«  \    h    / 

oder 


6).   .   .    .    x'«tg4«~y«cotg4«  =  (^yA«, 

endlich : 

7) 
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Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  also  eine  Hy- 
perbel mit  den  Schenkeln  des  Winkels  A^fKals  Asym- 
ptoten und  mit  den  Ualbaxen 

Die  Abscisse  ihres  Brennpnnktes  ist 

e  =  V^a*  +  6«  =  -^  V2co8eca  Jk- 

Ist  a  zsi  W^y  so  ist  cotg^cr  =  tgia  =  1;  die  Hyperbel  ist  dann 
gleichseitig  und  ihre  Gleichung  ist: 


8) 


-'-^<^)'^' 


Ist  j^=:3,  so  istiV  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  CAB,  und 
man  hat  daher  folgenden 

IielirsatB«  Der  geometrische  Ort  der  Schwerpunkte 
aller  Dreiecke  mit  demselben  Winkel  u  und  dem  con* 
stanten  FiScheninhaite  k^  ist  eine  Hyperbel  mit  den 
Schenkeln  des  Winkels  als  Asymptoten.  Ihre  Glei- 
chung ist: 

und  für  «  =  90^^  in  welchem  Falle  die  Hyperbel  gleich- 
zeitig ist: 

Mnltiplicirt  man  die  beiden  Halbaxen  mit  einander,  so  erhftit  man : 

») «»=(¥)•*•• 

und  folglich: 

10) ^'^Cra)'"*' 

ond  das  giebt  folgenden 

IielarsatB.  Zieht  man  Tom  Mittelpunkte  A  einer  Hy« 
perbel  nach  einem  beliebigen  Punkte  iV  derselben  eine 
Gerade,  verlängert  sie  Aber  N  hinaus  bis  P^  so  dass 

2VP:JP==1:Ä, 
and  lieht  durch  P  eine  Gerade  bis  zum  Durchschnitte 
mit  den   beiden  Asymptoten  in   B  und   C  so,   dass  BC 
inPhalbirt  wird,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Drei- 
eckes ABC  ein  constanter,  nehmlich 
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'•=(*^)*-' 


Ist  A  =:  3,    so  ist  iV  der  Schwerpankt   des    Dreiecks    CAB 
und  seiD  Flächeoinhalt  k^  =  iab. 


Wie  Herr  Nicola  Cavalierji'San  Ber.toio  a. a. O. bemerkt,  ver- 
dient es  angefahrt  zu  werden»  dass,  wenn  obige  aus  der  Losang 
der  Anfangs  gestellten  Aufgabe  hergeleitete  Eigenschaft  der 
Hyperbel  sich  noch  nicht  bei  Apollooius  so  ausgedrückt  findet, 
dieselbe  doch  aus  zwei  ron  ihm  angeführten  Sätzen  leicht  ge- 
folgert werden  kann,  nehmlich  aus  dem  dritten  im  zweiten  Buche 
seines  Werkes  über  die  Kegelschnitte: 

„dass    das   zwischen    den  beiden    Asymptoten 
liegende  Stück  jeder  Tangente  an  eineHyper- 
bel  im  Berührungspunkte  halbirt  wird*' 
und  dem  438ten  im  dritten  Buche: 

,,dass  alle  von  den   Tangenten  an  eine  Hyper- 
bel und  von  ihren  Asymptoten  eingeschlosse- 
nen Dreiecke  einen  constanten  Flächeninhalt 
haben,  nehmlich  demRechtecke  aus  denHalb- 
axen  der  Hyperbel  gleich  sind." 
Zieht  man  nehmlich  durch  einen   beliebigen  Punkt  N  einer 
Hyperbel  eine  Tangente  bis  zum  Durchschnitte  mit  den  Asymptoten 
in  Dund  E,  zieht  AN  und  verlängert  es  über  N  hinaus  bis  P,  so  dass 

AP:NP-hil, 

und  zieht  durch  P  zur  Tangente  DE  die  Parallele  BC,  so  wird, 
weil  DE  nach  dem  ersten  angeführten  Satze  in  N  halbirt  wird, 
BC  in  P  halbirt;  ferner  ist: 

^BACi^DAE-  AB.ACiAD.AE, 

also,  weil 

AB.ADz=iACiAE=zAPiAN:=:ih:h--l, 

d.  h.: 

* 


ist: 


AB=zjr^.AD,    AC  =  j^:::^AE 
!^BACi^DAE  =  (j^^^.h 


also    schliesslich,     weil    nach    dem    zweiten    angeführten    Satze 
^DAE=^ab  ist: 

^BACz=:(j^\b. 

was  bewiesen  werden  sollte. 
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Konstraktioii    der   Intensitatslimen    eines    dreiaxigen 
EUipsoids  mit  Benützang  einer  Kngelscala. 

Von 

Herrn  Emil  Routny, 
AasUtentea   der   descriptiTen  Geometrie   am  K.  K.  terhniaehea  InaHtnCe 

io  BroDD. 


I. 
Ttaeoreilflcher  Thell. 

DerlUtatienskci^el  als  eiahnDende  Fläche  eines  dreiaiigen 

Ellipsoides. 

§1 

Es  sei  in  Taf.llL  Fig.  1.  der  achte  Theil  eines  dreiaxigen 
Elüpsoides  darch  seine  Schnitte  mit  den  drei  Coordinatenebenen 
dargestellt.  Das  Coordinaten^ystem  hat  eine  solche  Lage,  dass 
nein  Ursprung  mit  dem  Mittelpunkte  O  der  Flache»  die  Coordi- 
natenaxen  mit  den  Richtungen  der  Axen  OA  =  <i,  OB  =  6,  OC 
=  e  des  Ellipsoides  zusammenfallen.    Es  ist  somit: 


©•*  (!)•+  (0'= 


] 


die  Gleicbang  dieser  Fläche. 

Nehmen  wir  vorläufig  an,  dass  a  die  grosste,  6  die  kleinste 
der  drei  Axen,  folglich  a'^c^b  ist,  und  denken  uns  aus  irgend 
einem  Punkte  der  JI^Axe  au  das  Ellipsnid  einen  herfihrenden  Ke- 
gel gelegt,  so  ist  klar,  dass  ein  auf  seine  Axe  OX  senkrechter 
Schnitt  eine  Ellipse  sein  wird,  deren  grossere  Axe  eine  vertikale 
Stellung  hat;  es  ergibt  sich  jedoch  ein  gerade  entgegengesetztes 
Resultat,  wenn  die  Spitze  des  berQhrendcn  Kegels  in  der  FAxe 
angenommen  wird. 

Es  liegt  also  die  Vermnthnng  nahe,  dass  es  in  der  Ebene 
XOF  dieser   beiden    Axen    einen  Punkt    oder   ein  System    von 

Theil  XLVl.  4 
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Pankteo  geben  wird^  von  welchen  aus  an  das  Ellipsoid  berüh- 
rende Rotationskegel  möglich  sind,  and  es  soll  Gegenstand  der 
folgenden  Betrachtung  sein^  die  Lage  dieser  Kegelmittelpankte 
zu  bestimmen« 

Zu  diesem  Ende  nehmen  wir  in  der  Ebene  XO  F  einen  Punkt 
M  an,  dessen  Coordlnaten  OP  =  p,  MP  =s  q  sind 5  und  der  die 
eben  besprochene  Eigenschaft  besitzen  soll;  legen  durch  diesen 
als  Spitze  einen  das  Ellipsoid  berührenden  Kegel,  so  wie  einen 
beliebigen  Rotationskegel  mit  horizontaler  Axe,  und  untersachen 
sodann»  unter  welchen  Bedingungen  diese  beiden  Kegel  zusaro- 
menfallen. 

Fflr  eine  Tangirungsebene  an  das  Ellipsoid  haben  wir  be- 
kanntlich die  Gleichung: 


a«  "^^   A«  "^^  c«  ""  '' 


wobei  x'i  y',  2'  die  Coordioaten  des  Berührungspunktes  sind. 
Setzen  wir  die  Bedingung,  dass  die  Ebene  durch  den  Punkt  M 
gehen  soll,  in  die  obige  Gleichung,  indem  wir  x  =  p,  y  =:^, 
z  =  0  substituiren,  so  stellt  die  so  erhaltene  Gleichung,  in  Ver- 
bindung mit  jener  des  Ellipsoids,  die  Gleichung  der  Berfihrungs- 
cnrve  dar;  somit  sind: 


i-.  +  ^+^  =  i m 

die  Gleichungen  der  Leitlinie  unseres  Kegels. 

Die  Erzeugende  wird  oiTenbar,  als  durch  den  Punkt  M  ge- 
hend, durch  die  Gleichungen  s 

y^q  =  BzS ^^ 

darzustellen  sein. 

Um  nun  die  Gleichung  des  berührenden  Kegels  au  erhalten, 
eliminiren  wir  vorerst  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  Grossen 
X,  yy  z;  indem  wir  aus  (3)  x  und  y  durch  z  ausdrücken  und  diese 
Werthe  in  (1)  und  (2)  substituiren.    Aus  (3)  folgt: 

y  =  Bz  +  qS <^> 

demnach  aus  (l)  und  (4): 
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and  hieraos: 

-■-(y-(i)' 

•    — wisr~ '" 

fl«  +  6« 

Ais  Bedingnngsgleichong  flQr  den  Schnitt  der  Erzeugenden 
mit  der  Leitlinie  ergibt  sich  sonach  dqrch  Substitution  von  (4) 
and  (5)  in  (2): 

oder  nach  Potenzen  von  A  und  B  geordnet: 

(6) 

J[-0)T,;...  ^L^1D-(S)T,^  ^i 


|'-(g);-(i)]' 


Werden  die  AusdrScke  in  den  grossen  Klammern  geordnet, 
feraer  fSr  A  and  fi  die  Werthe  ans  (3) 

"*—     «     ' 
substitnirty  so  ergibt  sich  die  Gleichnng: 

(^)"[(o-o[(f)'*a)"-o 
-feO"re)-']K)va)*-] 

+<^)('?)S['-©'-(l>3 


*♦ 
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welche,  durch     [(f  Y  +  (|)  -l]  »bgekürzt, 

(^)t(0-']+('?')'[(?)'-']-'S(^)(^) 

=(iyD-(f)-(i).a  •••<■> 

oder  in  anderer  Form  geschrieben« 

als  die  zu  suchende  Gleichung  der  Kegelfläche  liefert 

Nehmen  wir  nun  in  der  Ehene  XO  T  eine  darch  M  gebende 
Gerade«  deren  Gleichungen 

t  =  0  $ ^^^ 

sein  niDgen,   als  die  Aze  eines  Kegels  an«   dessen  Spitze  in  M 
liegen  soll«  und  der  durch  Rotation  einer  Geraden 

x^p  =  Ml 

y 

um  diese  Axe  entstanden  ist 


-9  =  Wz  5 ^^ 


Um   die  Gleichung   dieses  Kegels  aufzustellen,   denke    man 
sich  denselben  durch  eine  auf  die  Axe  senkrechte  Ebene 

^  =  — 2»+«» (9) 

so  wie  durch  eine  Kugelfläche  geschnitten«    welche  ihren  Mittel- 
punkt in  M  hat«  und  deren  Gleichung  sonach 

(a:-p)«  +  (|^-^)«+,«  =  /P (10) 

ist«    SO    werden  beide  Schnitte  Kreislinien  sein«    und   es    mass 
offenbar  eine  Relation 

^  =  9(«) 
stattfinden. 

Eliminirt  man  daher  aus  (9)«  (10)  und  (8)  die  Grössen  jr«  y«  z. 
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iodem  man  aus  (8)  die  Wertbe  Ar  x  und  y  io  (9)  und  (10)  setzt, 
uod  dea  aas  (9)  erhaltenen  Werth 

in  (10)  substitoirt,  so  ergibt  sich: 

und,  flir  Aia-^)  den  Werth  2l(a?— |?)+y  aus  (9)  gesetzt: 

)|fa  4.  TV«  4. 1 

[J(^-^)  +  (y-^)P-p^^i    =  (a:-p)«  +  (if-^)H»^  (11') 

oder: 

+  2^(*-p)(y-9)-pJ:p^=,«.   .    .   .(II) 

als  die  verlangte  Gleichung  des  Rotationskegels. 

Soll  nun  jeder  durch  (I)  dargestellte  Berübrnngskegel  in  ei- 
nen Rotationskegel  fibergehen»  so  rofissen  die  beiden  AusdrGcke 
(I)  and  (II)  identisch  werden»  woraus  folgende  Bedingungsgieichungen 
resultiren: 

(11) 

sc© ->]-<»-•'[-© -(in- 

weoD,  der  Kfirze  halber,  der  Ausdruck: 


gesetzt  wird  *). 


*)  Die  BedentuDg  dieter  Grösse  9  ergibt  sich  einfach  aas  folgender 
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• 
Diese  drei  Gleichangen  eotbalten  vier  variable  Gr&esen,  oäm- 

licb  die  beiden  Coordioaten  p  uod  q  der  Kegelspitze»  so  wie  A 

and  9»  welcb  letztere  den  Neigungswinkel  der  Rotatioosaxe  gegen 

die  JTAze»  und  den  der  rotirenden  Geraden  mit  der  Rotatioosaxe 

bestimmen. 

Durcb  Elimination  je  zweier  dieser  Variablen  wird  man  die 
gegenseitige  Abhängigkeit  von  den  beiden  anderen  in  Form  einer 
Gleicbung  erbalten;  es  wird  sich  somit  der  geometrische  Ort  der 
fraglichen  Kegelmittelpunkte  ergeben,  wenn  man  aus  den  obigen 
drei  Gleichungen  (11)  die  Grossen  A  und  tp  eliminirt 

Zu'diesem  Bebufe  setzen  wir,  der  Kfirze  halber,; 

bestimmen  aus  der  zweiten  dieser  drei  Gleichungen  9>*  und  mit 
diesem  Werthe  aus  der  dritten  die  Grosse  A^  welche  Werthe 
sodann  in  die  erste  Gleichung  substituirt  and  geordnet  die  Re- 
lation 

c«[a«Ä«-c*]  0)  +  cÄ[6«Ä«r-€*]  (f)*+[a«Ä^c«]  [6«ß*-c«]=0 

geben.    Diese  nach  Potenzen  von  R  geordnet,  fibergeht  in 


Betrachtung.  Beseichnen  wir  nämlich  mit  a^,  ^j,  y^  die  Winkel,  welche 
die  Botationeaze  mit  den  drei  Coordinatenaxen  einachlieest,  ao  eind  dieie 
dnrch  die  Gleichungen 

a,  =  90«  — /^i,  tgj?,  =  A,  uod  y^  =  90», 
folglich : 

bekannt.  Sind  ebeoao  «a,  /f  „  y,  die  Nelgnngtwiiikel  der  rotirenden  Ge- 
raden mit  den  Coordinatenaxen,  eo  erhält  man  xnr  Beetiromung  der- 
•elben  bekanntlich  die  Gleichungen: 

folglich  für  den  Neignng«winket  9  der  Geraden  gegen  die  Rotatioatase : 
cot  J  =  coiaj  cot  a,  +  cot ^^  eo«^,  +  «oty^  coty, 

«    .         ...  coti^i       tina. 

Et  itt  mithin  9=  — ^= y. 

^        cot  Q  cotJ 


Digitized  by 


Google 


KMptoldt  mit  Beiat»u»g  titttr  Kugelteala.  55 

ond,  der  Faktor  Ä"=  1  —  T— J  —  (?)    herao»gehoben : 

endlich  ffir  JZ*  der  Werth  geftetat  and  redocirf: 

(12) 

Es  ist  dies  somit  die  Gleichone^  jener  ebenen  Kurve,  welche 
die  EigeDsehaft  besitzt,  dass  der  aus  jedem  Punkte  ihrer  Peri- 
pherie an  das  Ellipsoid  gelegte  berührende  Kegel  ein  Rotations- 
kegel ist.  Aas  derselben  ist  ersichtlich,  das«  diese  Kurve  aas 
Bwel  Liiiiea  des  aiveiten  Grades : 

e)**c)*=' 

Qod 

p%  (ci-6«)  +  v*  (c«-a«)  +  (c«-6«)  (c*-a«)  ==  0 

zusammengesetst  ist»  deren  Bedeutung  wir  untersuchen  wollen. 

Betrachten  wir  die  erste  dieser  Gleichungen,  so  stellt  uns 
diese  nichts  anders  als  den  Schnitt  des  Ellipsoides  mit  der  Ebene 
XOYy  d.  i.  den  horizontalen  Hauptschnitt  AB  dieser  FISche  vor. 
Es  mfisste  also  für  diesen  Fall  die  Kegelspitze  stets  im  Umfange 
der  Fläche  sich  fortbewegen,  woraus  folgt,  dass  der  berührende 
Kegel  in  eine  berührende  Ebene  übergeht.  Wir  haben  sonach 
diese  Gleichung  weiter  nicht  tu  berücksichtigen. 

Die  zweite  Relation 

p»(c»-6«)  +  ^{c'^'^a^  +  (c«-6«)(c«-a«)  =  0 

bat  nur  dann  eine  geometrische  Bedeutung,  wenn  eine  der  beiden 
Diferenzen  c* — 6*  oder  c'^  —  a^  negativ  wird.  Es  bestätigt  dies 
unsere  gleich  Anfangs  gestellte  Vermuthung,  dass  die  Punkte  M 
in  jener  Ebene  liegen  dürften,  welche  man  durch  die  grosste  und 
kletosle  Axe  legt;  denn,  läset  man  e*— A*  positiv,  so  muss  c^— a* 
negativ  angenommen  werden,  und  umgekehrt,  woraus  Immer  folgt, 
dase  e  die  mlttlete  Aze  sein  muss. 
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Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  sodann  unsere  Gieichuug 
die  Form 


oder : 


p«(c»~6«)-^(a«-c«)  =  (a«-c«)(c«-6*), 

(vfc) -(^-fe»)*=  " "«' 

welches  die  Gleichung  einer  Hyperbel  ist,  deren  reelle  Axe 
V^a*— c*  in  der  JT Axe,  und  deren  imaginäre  Axe  V  e^^b'^  in  der 
FAxe  liegt. 

Es  lässt  sich  sonach  der  Satz  aussprechen: 

Den  geometrischen  Ort  der  Kegelspitzen  aller  Ro- 
tationskegel mit  horizontaler  Axe,  welche  ein  drei- 
axigesEllipsoid  berühren,  bildet  eIneHyperbel,  dereo 
Axenrichtungen  mit  jenen  des  EUipsoids  überein- 
stimmen, und  welchedie  Excentrlcitäten  derbeidenauf 
die  Uorizontalebene  senkrechten  Hauptschnitte  den 
Ellipsoides  als  Axen  hat. 

5.2. 

Von  besonderem  Interesse  ist  ferner,  dass  die  Hyperbel, 
welche  ihren  Scheitel  im  Innern  des  Ellipsoides  hat,  aus  dieser 
Fläche  in  den  vier  Nabelpunkten  heraustritt.  Wird  nämlich  der 
Durchschnitt  der  Hyperbel  mit  dem  in  der  Ebene  JTOF  liegenden 
Hauptschnitte  des  Ellipsoides  gesucht,  so  ergeben  sich  als  Coor- 
dinaten  der  Durchschuittspuokte  jene  der  Nabelpunkte,  nämlich: 


§.3. 

Es  sei  in  Taf.  III.  Fig.  2.  die  Papierfläche  die  Coordinateo- 
ebene  XOY,  in  welcher  die  Hyperbel  zu  verzeichnen  ist,  ferner 
AA'ßjff  der   in   dieser  Ebene   liegende  Hauptschnitt  des  ElHp- 
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soides,  mithin  OA  =  OA  =  0,08=  OB'  =  b.  endlich  CCDiy 
ein  mit  der  dritten  Aze  c,  als  Radios»  aus  dem  Mittelpunkte  O 
beschriebener  Kreis,  daher  OC  =^  OC  =z  OD  =  OD' =s  c,  so 
werden  dem  Obigen  zu  Folge  die  Scheitel  M  und  M'  der  Hy- 
perbel einfach  erhalten«  wenn  man  die  Aze  XX'  aus  C  oder  C' 
mit  einem  Kreise  vom  Halbmesser  OA  =  a  durchschneidet. 

Die  Richtungen  der  Asymptoten  liunnen  gefunden  werden» 
indem  man  auf  ähnliche  Weise  die  imaginäre  Axe  ON=  OIV 
s=  OR  sucht,  über  beiden  Azen  das  Rechteclc  Terzeichnet  und 
dessen  Diagonalen  zieht.  Sie  ergeben  sich  jedoch  auch,  wenn 
man  zu  den  an  die  Ellipse  und  den  Kreis  CCDD'  gemeinschaft- 
lich gelegten  Tangenten  T,  T,  Ti  und  Ti',  durch  den  Mittel- 
punkt O,  die  Parallelen  SS',  SiSi'  fährt. 

Die  letztgenannte  Konstruktion  der  Asymptoten  lässt  sich 
analytisch,  so  wie  auch  rein  geometrisch  beweisen. 

Bezeichnen  wir  mit  Xi  und  ffi  die  Coordinaten  der  Beruh» 
rangspnnkte  des  Kreises,  mit  x^  und  y^  jene  der  Ellipse,  durch 
die  gemeinschaftliche  Tangente,  so  müssen  folgende  Bedingungs- 
gleichongen  bestehen: 


(?)*+(?)*='• 


Xi  __^  0?^ 

Ans  deo  bdden  letstem  dieser  Gleichungen  folgt: 

welche  Werthe,  in  die  Eweite  Gleichung  substitnirt, 

c«    +    e«    — *^ 

geben.    Vergleicht   man   die    letz^efundene  Gleichung    nüt  der 
ersten,  so  ergibt  sich:  ~ 


Digitized  by 


Google 


58    ICoutny:  iTonitrukiian  der  in/ensHOisiinieH  eines  dreiaxigen 
oder: 


-0*+-="'^)^'-- 


woraus  die  trigonometrische  Tangeoto  —   dieser   vier  BerOhren- 
deo  mit  der  Axe  XX' 


2*==  tg„  =  iT^E? 


resultirt,  vrelcber  Werth  dem  Qoezienteo  aus  den  bdden  Uyper- 
belazen  gleich  Ist,  mithin  die  Asymptoten  sn  jenen  Tangenten 
parallel  sein  müssen. 

Rein  geometrisch  iSsst  sich  die  Richtigkeit  der  obigen  Kon- 
stmiction  folgeodermassen  nachweisen: 

Denkt  man  sich  ans  einem  in  unendlicher  Entfernung  liegen- 
den Pnnicte  der  Hyperbel  an  das  Ellipsoid  den  berührenden  Ke« 
gel  gelegt»  so  fibergebt  dieser  in  einen  berfibrenden  Gylinder, 
welcher  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  berfihren  wird.  Diese  El- 
lipse liegt  in  einer  durch  die  Axe  c  gehenden  Vertikalebene» 
deren  Trace  auf  der  Ebene  XO  F  durch  den  znr  Richtung  der 
Asymptoten  conjugirten  Durchmesser  gegeben  ist 

Weil  nun  dieser  Cylinder  ein  senkrechter»  von  kreisHirmiger 
Leitlinie  sein  soll»  so  muss  derselbe  auch  eine  Kugel  vom  Ra- 
dius c  berühren»  welche  denselben  Mittelpunkt  O  hat»  und  deren 
Schnitt  mit  der  Ebene  XOY  der  Kreis  CCDiy  ist  Da  nun  die 
Erzeugenden  des  Cylinders  parallel  zu  den  Asymptoten  sind» 
so  wird  sich  die  Richtung  der  Letzteren  ergeben»  wenn  man  an 
die  Ellipse  und  den  Kreis  die  gemeinschaftlichen  Berührenden 
legt. 

Aus  der  letzten  der  drei  Gleichungen  (11)  folgt : 
^  ._      tP± 


«•»•[■-(f)-a)T 


welcher  Werth  in  die  erste  gesetzt. 


t(iy-0=-p^,..g..(^y,^-|[-(S)-©1 

=-l'<^+'-(f)"-(l)'(- 
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daher: 

-5^=(f)'+[(i)-']D-cn 


liefert. 

Nun  ist  auch 


A.=i. 


a* — c^     c*— 6* 

daher: 

Wird  dieser  Werth  io  die  letstgefoDdeoe  Gleichoog  geaetzt, 
80  ergibt  sieb: 


woraus 

g* — c*  £ 

wird.    Differeosirt  maD  die  Gleichung  (III)  nach  q^  so  erhält  man : 

dg 

folglich  : 

dp      g*  — c*    } 

Es  ist  somit: 

woraus  erhellt,  dass  die  Kegelaxe  stets  die  Hyperbel  tangirt, 
oder  mit  anderen  Worten»  dass  die  gefundene  Hyperbel  die 
einhallende  Kurve  sämmtlicher  Axen  der  Rotations- 
kegel Ist. 

8.5. 

Dm  die  Fl&che  zu  bestimmeo,  weiche  die  aufeinanderfolgenden 
Lagen  jener  Ebenen  umhaut»    In  welchen  die  Berflhrungskurren 
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der  Rotationskegel  and  des  EJlipgoida  liegen  ^  ist  zo  beräctcsiifi 
tigen,  das  unserer  Annahme  zufolge  alle  diese  Ebenen  senk- 
recht auf  die  Coordinateoebene  JiOFsind^  folglich  einen  Cyiinder 
einhüllen  werden,  dessen  Erzeugenden  parallel  zur  Aze  OZ  sein 
mGssen.  Es  wird  demnach  die  nachfolgende  Untersuchung  sich 
darauf  beschränken,  die  Leitlinie  der  Cylinderfläche  in  der  Ebene 
J)C OF  aufzusuchen,  welche  sich  als  umhüllende  Kurve  sämmtUcher 
Tracen  der  obgenannten  Ebenen  auf  dieser  Coordinateoebene  er- 
geben wird. 

Nach  (1)  ist  die  allgemeine  Gleichung  dieser  Tracen: 
wobei  fSr  p  und  q  die  ßedingungsgleichung 

©-©■='     _ 

stattfindet,  wenn  wir  nämlich  ^i  =  yfa^^a^,  b%  =  V^c* — 6*  setzen. 

Nach  der  Theorie  der  einhüllenden  Kurven  müssen   wir  nun 
die  Grössen  p  und  q  aus  diesen    beiden  Gleichungen    und  dem 

ihn 

aus  denselben  sich  ergebenden  Differential quotienten    ^  elimioi- 
ren,  um  zu  dem  gewünschten  Resultate  zu  gebngen. 
Durch  Differentiation  beider  erhält  man: 

folglich  hieraus  durch  Elimination  von  ^  * 


--O-fö'd)' 


Diesen  Werth   in   die   beiden   oberen  Relationen   substitoirt, 
folgt: 
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Daher  ist  die  Gleichung  der  zu  suchenden  Cylinderleltlinie : 

oder: 

Ctf)-(W)'=' <'V, 

ond  diese  selbst  eine  Hyperbel«  deren  Azen  mit  jenen  des  Hanpt- 

Schnittes    des    EHipsoids    zusammenfallen    und    die  Werthe    — 

^1 

b* 
(reelle),  —  (imaginäre  Axe)  besitzen. 

Den  Winkel,  welchen  die  Asymptoten  dieser  Hyperbel  mit 
der  ^Axe  bilden,  bestimmt  die  Gleichung: 

tg«=  7:-r  = 


Nun   ist  jedoch  -j    nichts    anders    als    die    trigonometrische 

Tangente  des  Asymptotenvrinkels  der  erstgefundenen  Hyperbel, 
also  tgc/,  folglich: 

woraus  ersichtlich  wird,  dass  die  Richtungen  der  Asymptoten 
dieser  Hyperbel  durch  die  zu  den  Richtungen  der  Asymptoten 
der  ersten  Hyperbel  conjugirten  Durchmesser  der  Ellipse  AA'BB' 
bestimmt  sind.  Wir  werden  somit  bloss  in  den  Punkten  H  und 
R,  wo  die  ersteren  Asymptoten  die  Ellipse  schneiden,  Tangenten 
zu  yerzeichnen,  und  die  zu  suchenden  Asymptoten  zu  diesen 
Tangenten,  durch  den  Mittelpunkt  O,  parallel  zu  ziehen  haben. 

Die  Axen  der  Hyperbel   können  einfach  durch  Konstruktion 

a*  b^ 

der  Ausdrficke  —  und  —  gefunden  werden ;  sie  ergeben  sich  je- 

H  ^ 

doch  auch,  wenn  man  in  denjenigen  Punkten  der  Ellipse,  welche 
beziehungsweise  «i,  als  Ab^cisse,  oder  €2  als  Ordinate  haben, 
Tangenten  zieht,  welch  Letztere  die  bezQglicben  Coordinatenaxen 
in  den  zu  bestimmenden  Endpunkten  der  Hyperbelaxen  schnei- 
den, was  sich  sehr  einfach  beweisen  lässt. 


§.  6. 
Fohren  wir  nun  die  Untersuchung  allgemein  durch,  d.  h.  ohne 
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die  Kegelspitxe  in  einer  Haaptebene  aDzunehmen,   und  bezeicli- 
nen  die  Coordinaten  deraelben  mit  p,  q,  r,  so  sind 

,       ,       ,  >      (13) 

o*  ^  6«  +  c«         ; 

die  Gleichungen  der  Berährnngskarve  des  EIKpsoids,  und 

x-p  =  A(z-r)  ) 

g-q=B(t-T)  5 ^'*' 

jene  der  ErzeagendeD  des  Kegele. 

Werden  die  Werthe  f&r  y  und  x  ans  (14)  bestimmt,  and  in 
(13)  gesetzt«  so  ergibt  sich: 

5(p+^z-Jr)+|,(^+&-i?r)  +  J^2  =  l, 

^(A+p-^r)«+^(Ä+9-Är)+^  =  l; 
und  ans  der  oberen : 


folglich  auch: 

a«  +  6«  +  c* 

Diese  Werthe,  in  die  untere  Gieiehnng  gesetzt,  verwandeln 
dieselbe  In  folgende: 
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if^D-(0'-(OT«'-^['-(!)*-(OT 

+'^['-e)"-an+D-(9"-(?n^ 

welche,  nach  ^  und  B  geordnet, 

H&['-(?)-(OH^+^[.-0)-a)-]-i^ 

"''^^•-(S)-(DVil^+&i'-©'-(0'i-Ä| 

gibt. 

Uotenmeht  man  die  einzeloen  Koeffizienten,  so  findet  man  in 
denselben  den  gemeinschaftlichen  Faktor  1—  (^—(zf—C^* 
darcb  welchen  die  Gleichung  abgekfirzt,  in  folgende  Obergeht: 

(0'l>-(Ö"-(OV(l)"  ^-(S) -(OV  "»Ä 
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Setzt  man  endlich  für  A  und  B  die  Werthe  aas  (14) ,    so  er- 
hält man  die  Gleichung  des  berührenden  Kegels: 

(?)'D-(0*-(0*-V(V)'['-(f)'-(0'] 

F6r  den  bezfiglichen  Rotationskegel  haben  wir  wieder 
a:— />  =  ^(z— r), 

als  Gleichungen  der  Rotationsaze,  und 

ar— p  =  üf  (2— r), 
y— ^  =  iV(«— r) 

jene  der  rotirenden  Geraden,  daher 

Ax-^By+2  =  a 

die  Gleichung   einer   auf  der  Rotationsaxe  senkrecht    stehenden 
Ebene,  und 

(^-p)«+  (y-9)«+  (i-r)«  =  ß» 

jene  einer  Kugelfläche,  die  ihren  Mittelpunkt  in  M  hat. 

Eliroinirt  man  aus  diesen  Gleichungen  ;r,  y  und  z,    so   ergibt 
sich  die  Bedingungsgleichung 

und  werden  (fir  a  und  ß*  die  Werthe  gesetzt,  so  folgt: 

(VF) 

oder: 

(VI) 

(ar-p)«(^V-l)  +  (y-7)«(Ä«v*-I)  +  (»-r)«(9«-l) 

+2^Ä(ar-p)(y-flf)9)«+2J(a:-j»)(x-r)g>»  +  2Ä(y-^)(t— r)9)«  =  0, 

Tvenn  «vir  nimlich  der  KSrze  halber 

setzen,  als  die  Gleichnng  des  Rotationskegels. 
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Aach  hier  hat  der  Ansdrock  q^  eine  ähnliche  Bedeutung  wie 
früher. 

Soll  der  berfihrende  Kegel  ein  Rotationskegel  sein,  so  mfissen 
folgende,  ans  der  Vergleichung  von  (Y)  und  (VI)  resultirende 
Bedingungsgleichungen  bestehen : 


(15) 

?-l'-G)-G)'l=^l'-©'-0)l  ■    <«' 
r.|'-(f)-e)"!=Wl'-©-(9'l  ■•<« 

5=%-^^.l'-(|)-G)'l  ■   •<" 

•  S=«ÄI'-(!) -(91  •••<•' 

Wir  haben  hier  fünf  Gleichungen  zwischen  sechs  Variablen 
p,  9«  r,  A,  B,  <p,  (weil  q>f  obzwar  es  die  Grossen  M  und  N  ent- 
hält, bloss  als  eine  Variable  angesehen  werden  darf),  woraus 
schon  hervorgeht,  dass  der  geometrische  Ort  der  Kegelspitzen 
durch  zwei  Gleichungen  gegeben,  also  eine  Linie  sein  wird. 

Eliminiren  wir  demnach  die  Grössen  A,  B,  (p,  so  werden 
diese  sich,  wie  folgt,  ergeben. 

Aas  (y),  (S)  und  (e)  erhalten  wir: 

'-=Ä  «=S' w 


sowie: 


V* 


''-'""  '-©'-a)" 


Bezeichnet  man  weiters.  den  Ausdruck 

i2 


-©-ß)-©' <"> 

mit  V,   und   setzt   diese  Werthe    in  die  beiden  Gleichungen  (a) 
und  (ß),  so  erhält  man  aus  (a): 


—    o'^-l 


Theil  XLVI. 
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I*    1      . 

(weil  aus  (17)  y'ss 5.7^  folg')»  dahe» 


t;  =  ü. .  (18) 

Ebenso  ergibt  sich  aus  {ß) 

p  t7^  17, (19) 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  Tut  den  Fall,  als  A  uni)  B  endliche 
Werthe  erhalteo,  ein  berührender  Rotatiofi^kegeJ  nur  dano  mög- 
lich ist»  wenn 

''='-(0'-(0"-(0*=-'  -•'• 

©•+a)'+G)'=' <*"' 

wird;  d.  h.  wenn  die  Regelspitze  M  in  der  Überfläche  des  Ellip- 
soides  liegt»   wo  dann    der  Kegel  in  die  betreffende  BerOhrungs 
ebene  übergeht»  oder  wenn 

a        6       ^' 

a=Ä  =  c (VIII) 

ist,  d.  i.  wenn  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel  ^bergeht^  bei  welcher 
bekanntlich  jeder  berührende  Kegel  ein  Rotations  kegel  ist. 

Nimmt  man  jedoch  eine  der  Grössen  A  oder  B  gleich  Null, 
oder  unendlich  gross  an»  so  kann  dies  durcfa  Substitution  einer 
der  Gleichungen 

p  =  0,  ^  -  0,  r  =  0 

erreicht  werden»  und  wir  haben  alsdann  die  Untersuchung  in 
einer  der  drei  Coordinatenebenen  durcb^uriShren,  wie  dieselbe 
gleich  anfänglich  vorgenommen  wurde. 

Wir  erhalten  durch  die  Substitution  dieser  Bedingung  in  die 

Gleichungen   (15)    genau   jene    drei  Bedingungsgleichungen    (II), 

indem  zwei  Relationen  aus  (15)  entrallen.    SelbstFerständlicb    hat 

Ä 
man  zu   berücksichtigen »    dass  der  Quotient   „   (fiir  r  :=  0)    als 

neue  Variable  einzuführen  sein  wird. 

Da  nun  bei  der  Untersuchung  in  einer  Coordinaten ebene  he« 
wiesen  wurde»   dass  die  fragil  ehe  KurTO  sieb  in  jener  Ebene  be- 
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findet,  n-elche  durok  die  grosste  aod  kleinsl#  Axe  des  Ellipeoides 
.geht,  and  wir  bei  der  allgemeinon  UntersucfauDg  auf  eine  Azen- 
ebene  übergehen  mussten,  so  folf^t  hieraus,  dass  jenes  bei  der 
speziellen  Entfi'ickelufig  erhaltene  Resultat  das  einzig  mögliche  ist. 


§.7.. 

Für  die  den  Sehluss  dieses  Aufsatzes  bildende  Konstruktion 
ist  es  ferner  von  Interesse,  zu  untersuchen,  welches  der  geome- 
trische Ort  aller  Kegelspitzen  sei,  die  erbalten  werden,  wenn 
man  die  sämmiliehen,  das  Ellipsoid  unihSlIenden  Rotationskegel 
parallel  zu  sich  selbst  so  lange  verschiebt,  bis  sie  eine  ge- 
gebene Kugel  berfihren. 

Zu  diesem  Behufe  sei  in  Taf.  HI.  Fig.  3.  SA  die  Axe  und 
BSC  der  Umriss  eines  das  gegebene  Ellipsoid  berührenden  Ro- 
tationskegels, welcher  so  weit  verschoben  wifd,  bis  er  die  Kugel 
K  vom  Radius  R  berührt,  wodurch  seine  Spitze  nach  Si  ge- 
langt. Selbstverständlich  muss  in  dieser  Lage  die  Kegelaxe 
SiO  durch  den  Mittelpunkt  O  der  Kugel  gehen,  welcher,  der 
Einfachheit  halber,  mit  dem  Mittelpunkte  O  des  Ellipsoides  zu- 
sammenfallend angenommen  wurde. 

Bendtzen  wir  auch  hier  dasselbe  Coordinatensystem ,  wie  in 
den  vorigen  Fällen,  so  werden  OPi  =  a,  S|Pi  =y  die  recht- 
winkligen ,  OSi  =s  Q,  ^  XOSi  =  a  die  polaren  Coordiuaten  (in 
Bezug  auf  den  Pol  O  und  die  Polaraxe  OX)  eines  Punktes  ^, 
der  zu  suchenden  Kurve  sein. 

Zur  Bestimmung  derselben  haben  wir  nachfolgende  Gleichungen : 

1)  Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  OESg : 

R  =  oeXui  oder  o  =  -r-j  » 
'^  ^       smo 

H'enn  6  den  Winkel  bezeichnet^  welchen  die  rotirende  Erzeugende 
des  Kegels  mit  der  Kegelaxe  bildet. 

2)  Für  die  jedesmalige  Fixirung  der  Kegelaxe  SA  werden 
die  beiden  Gleichungen 


A  —  dp—  ti*    q  —  '^" 
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hinreichen^  wovon  die  erste  die  Lage  der  Kegeispitze  S^  die 
zweite  die  Neigung  der  Kegelaxe  gegen  die  Coordinatenaxe  OX 
angibt,  vreun  wir  mit  p  und  q  die  Coordinaten  OP  und  SP  der 
Kegelspitze  und  mit  f|  =  V^a*— c*,  fj  =  yTc^—b'^  die  Axen- 
längen  der  Hyperbel,  in  welcher  die  KegeUpitze  iS  liegt,  be- 
zeichnen. 

3)  Endlich  erhalten  wir,  -wie  aus   der  Anmerkung   des  §.  ]. 
ersichtlich  ist,  eine  Relation: 

sin'g  ^  _       j[    c^  pq 

zwischen  den  Winkeln  a  und  d. 

Durch  Elimination  der  Grossen  p,  ^  und  ö  aus  diesen  vier 
Gleichungen  wird  eine  Gleichung  zwischen  q  und  a  resultiren, 
welche  die  zu  suchende  Kurve  bestimmen  wird. 

Fassen  wir  mithin  die  Gleichungen  in  2)  in's  Auge  und  be- 
stimmen aus  denselben  die  Werthe  p  und  9,  so  ergeben  sich 
htefür  einfach  die  Ausdrucke: 

^   "~n*tg««-.E^»' 

^    ""^,*tg«a-f.2' 
folglich : 

ji«6a«tga^ 
^^-e,«tg«a-*^»- 

Diese  Werthe,  in  die  letzte  der  vier  Gleichungen  gesetzt, 
geben : 

sin'g  _      c^ft^g^^tg^g 

cÖ8«ä  ~  ""««Ä*  («1«  tg«g— «j«)— 6««i*tg«g— a««i* ' 

Werden  im  Nenner  die  Glieder,  welche  tg^g  enthalten,  zu- 
sammengezogen, und  wird  berücksichtigt,  dass  a^ — g|^  =  c*, 
b'^^B^zzzc^  ist,  so  lässt  sich  der  Bruch  durch  c*  abkurzen,  wo- 
durch er  die  Form  erhält: 

sin*g  ft'gg^tg'g Sx^t^e\ii^a 

cos*^  6*  fi  *  tg*g—  a*fg*  ""   a*  £2*  cos*g — 6'  gj *  si n^a  * 

Hieraus  folgt,  wenn  zu  beiden  Seiten  der  Gleichung  durch 
sjh^g  abgekürzt  und  der   reziproke  Werth  genommen  wird: 
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coa'o  = 5 — s— ^ f 

Häher : 


sin^J  =  I  —  co8*d  =  ■ 


«.»««« 


Die  erste   der  aufgestellten  Bedingangegleichungen   quadrirt, 
gil.l: 

*    —sin«*' 
und  für  sin**  den  eben  gefundenen  VVerth  gesetzt: 

^    '"  c*fi« fa*+  ^^ C|* sin««  — a%^co8«a  ' 

als  die  Polar^leichang  der  zu  suchenden  Kurve. 

vi^ollen  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eingeführt  werden«    so 
hat  man  bekanntlich 

p«  =  0:2  +  y«,  sin«of  =  ^^ ,       cosV  =  ^5^ 

zu   substituiren.     Wird   dies   vorgenommen    und    die  ganze  Glei- 
chung durch  x^  +  ti^  abgekürzt,  so  erhält  man : 

, «.'^a'ft' 

?i%!Ä! 

Es  ist  sonach: 
oder: 

-.vi 


m'  i^) 


1      (IX) 


die  Gleichung  der  zu  bestimmenden  Kurve,  folglich  diese  eine 
Hyperbel,  deren  reelle  Axe  mit  der  Richtung  der  imaginären 
Axe  der  in  §.1.  erhaltenen  Hyperbel  (III)»  und  umgekehrt,  zu* 
«ammenfallt,  und  deren  Axenlängen  den  Azenlängen  dieser  Hy- 
perbel (III)  derart  proportional  erscheinen,   dass  das  Verhältniss 
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der  reellen  Aze  der  eifiea  mit  der  imfiginären  Axe    der  anderen 

R 
Hyperbel,    und  umgekehrt,    durch    den  Quotienten  —    angegeben 

wird. 

Wfire  R  =  c,  d.  h.  der  Halbmes^iBT  der  Kugel  gleich  der 
mittleren  Axe  des  Ellipsoides  angenommen  worden ,  so  würde  ftir 
diesen  Fall 


(ö-(iy= 


die  Gleichnng  unserer  Hyperbel  sein,  woraus  ersichflicb  ist, 
dass  diese  sodann  mit  der  H3rperbel  (III)  gleiche  Axenlängeo 
besitzt,  und  nur  der  Unterschied  obwaltet,  dass  die  reelle  Axe 
der  ersteren  zur  imaginären  Axe  der  letzteren  Hyperbel ,  und  um- 
gekehrt, wird. 


§.8. 

buchen  wir  endlich  wieder  jene  Fläche,  welche  durch  die 
aufeinanderfolgenden  Lagen  der  Ebenen  des  Beriihrungskreises 
von  der  angenommenen  Kugel  mit  dem  Kegel  gebildet  wird,  so 
muss  diese,  der  horizontalen  Lage  der  Hyperbel  (IX)  wegen, 
eine  vertikale  Cylinderfläche  sein,  und  es  werden  auch  hier,  wie 
in  §.  5.,  aus  den  Gleichungen 

pa:+  9y  =  0, 
und  dem  ersten  Differentialquotienien 

die  Grossen  p  und  g  zu  eliminiren  sein ,  um  die  Trace  dieser 
Cylinderfläche  auf  der  Coordinatenebene  ÄOT  zu  erhalten.  Hier- 
bei bezeichnen  p  und  g  die  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte  der 
eben  gefundenen  Hyperbel  (IX),  jiind   wurde  m  und  n,  der  Kurze 

halber,  für  die  Axenlängen  — -  und  — -  gesetzt. 
Aus  diesen  Gietehwigen  findet  man : 


ti^gx 


m^y 
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V       m*y* — vfix* ' 

'  Lm«  ~  iii«y»J  - '  -  (mV-n«ar«)» '  m«y«  ""  iii*,y*-ii«ar« 
oder: 

(&"#" * 

—  indem  man  auf  dieselbe  Weise  zu  Werke  geht,  wie  in  §.  5.,  — 
als  die  Trace  der  Cylinderfläche. 

Diese  Kurve  ist  mitbin  wieder  eine  Hyperbel,  deren  Axen* 
richtungen  mit  jenen  der  frOber  gefundenen  Hyperbel  (IX)  zu- 
sammenfallen,  und    deren    Axenlängen    durch  Konstruktion    der 

Wertbe    —  und  —  einfach  erhalten  werden. 
m  n 

Bestimmt  man  die  Asymptotenwinkel  beider  Hyperbeln  (IX) 
und  (X)y  so  findet  man  fflr  jenen  «o  der  ersten  Hyperbel: 

tg«  =  -^ 
und  fiir  jenen  (»'  der  zweiten  Kurve: 

tgou'  =  — • 
®  fi 

Mitbin  ist: 

woraus  erbellet,  das  die  Asymptotenrichtungen  der  letztgefundenen 
Hyperbel  erbalten  werden,  wenn  man  auf  die  Asymptotenrich- 
tungen der  ersteren,  aus  dem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  O, 
die  beiden  Senkrechten  errichtet. 


KonstraktlTer  Tlieil. 

KMstndfition  der  litMaitäiiluiieB. 

§.9. 
Die  eben  durchgefQhrietEntwickelung  setzt  uns  in  den  Stand, 
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die  InteDsitätsiinieD    eines    dreiaxigen    Eilipsoids    aaf  Grundlage 
einer  Kugeiscala  zu  verzeichnen. 

Ist  0''0'  auf  Taf.  IV.  der  Mittelpunkt  des  Eilipsoids,  so  gebe 
nian  den  Projektionsebenen  eine  solche  Lage,  dass  eine  dersel- 
ben, hier  die  Horizontalprojektionsebene,  zu  jener  Ebene  parallel 
lauft,  welche  durch  die  grösste  A'Ai\  und  die  kleinste  Axe  B^ß^ 
des  Eilipsoids  geht,  während  die  Projektionsaxe  DD  zu  der 
grossten  Axe  A!*Ait  A A^  parallel  ist;  alsdann  steht  die  mitt- 
lere Axe  C'Ci"  senkrecht  auf  der  horizontalen  Projektionsebene 
und  erscheint  in  der  vertikalen  Projektion  in  ihrer  wahren  Länge. 

Ferner  bestimme  man  auch  die  Projektionen  L^S**,  US'  des 
Lichtstrahls  in  Bezug  auf  das  so  gewählte  Projektionssystem, 
nehme  den  Mittelpunkt  o^o'  und  den  Radius  einer  Kiigel  be- 
liebig, am  zweckmässigsten  jedoch  so  an,  dass  die  Mittelpunkte 
beider  Flächen  in  eine  horizontale  Gerade  fallen,  und  verzeichne 
die  Intensitätslinien  der  Kugel  für  dieselbe  in  VS",  US'  ge- 
gebene Richtung  der  Lichtstrahlen  nach  der  bekannten  Methode. 

Für  unsere  Konstruktion  wurde  eine  zehntheilige  Scala  als 
Basis  genommen,  jedoch  wurden  bloss  vier  IntensitätslinieD  im 
beleuchteten,  und  vier  im  nicht  beleuchteten  Theil  der  Fläche, 
so  wie  die  Trennungslinie  zwischen  Licht  und  Schatten  und  die 
hellst  beleuchteten  Punkte  beider  Theile  angegeben,  und  die  Be- 
zeichnung so  gewählt,  dass  den  Intensitätslinien,  vom  hellsten 
Punkte  nl'n!  der  Kugel  angefangen,  die  fortlaufenden  Zahlen  -f  1 
bis  10  beigesetzt  wurden  (wobei  die  mit  10  bezeichnete  Kurve 
die  8elbstschattengrenze  angibt),  während  von  dieser  angefangen 
die  im  Selbstscbatten  be6ndlichen  Intensitätskurven  die  Zahlen 
— 9  bis  — 1  als  Zeichen  erhielten. 

Um  von  der  so  dargestellten  Kugelfläche  aus  auf  das  Ellipsoid 
übergehen  zu  können,  ist  es  nothwendig,  eine  dritte  (eingeschal- 
tete) Fläche  zu  benützen,  da  das  Ellipsoid  sich  nicht  direkt  als 
Umhüllungsfläche  eines  Systems  von  Kugelflächen  dart$toIlen  lässt. 
Diese  eingeschaltete  Fläche  muss  demnach  so  gewählt  werden, 
dass  sie  in  verschiedenen  aufeinanderfolgenden  Lagen  stets  als 
berührende  Fläche  des  Eilipsoids  und  einer  Kugel  erscheint,  und 
dass  ihre  Intensitätslinien  sämmtlich  einfach  zu  verzeichnen,  also 
gerade  Linien  seien. 

Fasst  man  diese  Bedingungen  in*s  Auge,  so  ist  ersichtlich, 
dass,  der  geraden  Intensitätslinien  halber,  unsere  Hilfsfläche  nur 
eine  entwickelhare  Fläche  sein  könne,  welche  das  Ellipsoid  und 
eine  willkürlich    im  Räume   angenommene  Kugel    gleichzeitig   be- 
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rühren  inus8,  sonach  die  einhüllende  Fläche  aller  mogliehen  La- 
gen von  Berubrungsebenen  ist ,  welche  man^  gleichzeitig  an  das 
Ellipaoid  und  die  Kugel  legen  kann. 

Würde  also  der  Mittelpunkt  einer  Kugeln  deren  Radius  immer 
gleich  jenem  der  Kugel  o^o"  sei,  beliebig  im  Räume  angenom- 
men ^ein^  60  hätte  man,  dem  Obigen  zufolge,  in  erster  Reihe 
die  ßerührungskurven  des  Ellipsoids  und  der  Kugel,  vrelche  durch 
die  Berührungspunkte  aller  gemeinschaftlich  berührenden  Ebenen 
gebildet  werden,  zu  bestimmen,  und  diejenigen  Punkte  der  Be- 
ruhrungskurve  der  Kugel  anzugeben,  in  welchen  sie  von  den  ein- 
zelneu IntensitäUlinien  geschnitten  wird,  was  allenfalls  in  der 
Weise  geschehen  konnte,  dass  man  die  Projektionen  dieser  Be- 
ruhrungskurve  und  des  Mittelpunktes  auf  durchsichtiges  Papier 
copirt,  dieses  auf  die  Kugel  o'V  so  legt,  dass  die  Mittelpunkte 
genau  übereinanderfallen,  sodann  die  fraglichen  Durchschnitts- 
punkte  bezeichnet,  und  auf  diese  Kurve  zurück  überträgt.  Durch 
die  so  erhaltenen  Punkte  müssten  nun  die  Erzeugenden  der 
entwickelbaren  Fläche  so  weit  gezogen  werden,  bis  sie  die  Be- 
rübrnngskurve  des  Ellipsoids  in  Punkten  der  zu  suchenden  Intensi- 
tätslinien desselben  treffen,  wozu  man  wieder  die  Projektionen 
der  Wendekurve  der  entwickelbaren  Uilfsfläche  benothigen  würde* 

Es  ist  einleuchtend,  dass  dieses  Verfahren  viel  zu  umständ- 
lich, und  wegen  der  grossen  Anzahl  der  nothwendigen  Hilfskon- 
struktionen auch  bedeutend  ungenau  wäre,  als  dass  man  sich 
desselben  -zur  Konstruktion  der  Intensitätslinien  eines  dreiaxigen 
Ellipsoids  bedienen  dürfte;  es  ist  jedoch  auch  leicht  zu  schlies- 
sen,  dass  für  gewisse  Lagen  der  sonst  willkürlich  im  Räume 
anzunehmenden  Kugel  die  entsprechende  entwickelbare  Fläche 
sich  besonders  einfach  gestalten  könne,  d.  h.  dass  es  möglich  sei, 
dass  diese  Fläche  für  eine  Reihe  von  Lagen  der  Kugel  in  einen 
Kegel  fibergehe,  welcher  nebenbei,  <la  er  die  Kugel  berühren 
soll,  ein  senkrechter  oder  sogenannter  Rotationskegel  sein  müsste. 

Dieser  Schluss  führt  direkt  zu  der  am  Anfange  dieses  Auf- 
satzes durchgeführten  analytischen  Untersuchung,  welche  uns 
zu  dem  Resultate  brachte,  dass  solche  das  Ellipsoid  berührende 
Rotationskegel  überhaupt  möglich  sind,  und  dass  ihre  Spitzen 
die  Hyperbel  Xy^AKx^  X"A"X"  bestimmen,  welche  in  der  durch 
die  grusste  und  kleinste  Axe  gebenden  Hauptebene  des  Ellip« 
soids,  hier  also  in  der  durch  den  Mittelpunkt  Of^O^  gehenden 
Horizontalebene  liegt.  Die  Brennpunkte  dieser  Hyperbel  fallen 
mit  jenen  der  Ellipse  AB^AiB^y  welche  den  sichtbaren  Umriss 
des  Ellipsoids  in  der  horizontalen  Projektion  bestimmt,  zusammen. 
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and    die  Richtungen    der    Asymptoten  TO'T   werden  storch   die 
Tangenten  Z  angegeben,  welche  man  an  die  Ellipse  AB' A^  Bx 
und  an  den  mit  der  mittleren  Halbaxe  0"C  als  Radias,  aas  dem 
Mittelpunkte  0\  gezogenen  Kreis  K  gemeinschaftlich  ffihrt. 

Ist  diese  Hyperbel  verzeichnet»  so  wfihle  man  in  derselben 
irgend  einen  Punkt  ^d'  als  Kegelspitze,  und  führe  durch  den- 
selben die  beiden  Tangenten  e/u^  ^b  an  die  Ellipse  AB'AiBx, 
Diese  Tangenten  bilden  den  Umnss  eines  das  Ellipsoid  berOh- 
renden  senkrechten  Kegels  in  der  horizontalen  Projektion»  dessen 
Axe  die  in  tf'  an  die  Hyperbel  gezogene  Tangente  ^'A'  (§.  4.) 
ist.  Die  Verbindungslinie  ab  der  Berdhrongspunkte  stellt  die 
Horizontaltrace  einer  Vertikaiebene  dar,  in  welcher  die  Berfih- 
rungskurve  des  Kegels  mit  dem  Ellipsoide  liegt,  und  wird»  nach 
§.  6.,  Tangente  an  eine  Hyperbel  X^A^X^  sein»  deren  Asym- 
ptotenrichtungen TiO'Ti  mit  jenen  Durchmessern  der  Ellipse 
AB'AiBx  zusammenfallen»  welche  zu  den  Richtungen  TWT 
der  erstgefondenen  Asymptoten  conjugirt  sind.  Diese  Hyperbel 
wird  jedoch  fär  die  woitere  Konstruktion,  nicht  benützt»  also  auch 
zu  verzeichnen  nicht  nothwendig  sein. 

Führt  man  weiters  zu  den  Geraden  u'a  und  <y'6  die  parallelen 
Tangenten  «a»  $ß  an  die  Kugel»  so  bestimmt  ihr  Durchschnitts- 
punkt  $  die  Spitze  eines  die  Kugel  berührenden  Kegels»  welcher 
dem  Kegel  a'ab  congruent  ist»  demnach  erhalten  gedacht  werden 
kann»  wenn  man  den  Kegel  6' ab  s^o  weit  parallel  zu  sich  selbst 
verschiebt»  bis  er  die  Kugel  berührt.  Aus  der  im  §.  7.  durchge- 
fahrten  Entwickelung  ist  ersichtlich,  dass  die  Kegelspitze  $  im 
Umfange  einer  Hyperbel  X^A^X^  liegen  muss,  deren  Asymptoten 
to't  zu  jenen  TO'T  der  erstgefundenen  Hyperbel  parallel  sind» 
und  deren  Azen,  auf  den  Axen  der  Hyperbel  XiAiXi  senkrecht 
stehend»  gegen  die  gleichliegenden  Axen  dieser  Hyperbel  im  Ver- 
bältnisse des  Kugelradius  zur  mittleren  Halbaxe  des  Ellipsoids 
verkleinert  ersch  einen . 

Die  Verbindungslinie  aß  der  Berührungspunkte  a  und  ß  gibt 
die  Trace  jener  Vertikalebene,  in  welcher  die  Berfitirung  zwischen 
dem  Ellipsoide  und  dem  Kegel  erfolgt.  Diese  Gerade  ist  wieder» 
wie  19  {.  8.  gezeigt  wurde»  Tangente  der  Hyperbel  X^A^X^^  de- 
ren Asymptoten  tio\  aaf  jenen  io't  der  Hyperbel  X^A^X^  senk- 
reieht  stehen»  und  deren  Scheitel  sich  ergeben»  wenn  durch  den 
Scheitel  A^  eine  «u  DD  parallele  Gerade  geführt  und  in  den 
Darchschnittspunkten  derselben  mit  dem  Kreise  aßyq^ff  Tangenten 
an  den  letzteren  gezogen  werden»  welche  sodann  die  Gerade  o'V 
in  den  zu  suehenden  Scheitelpunkten  A^  treffen.     Auch  die  Ver- 
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zeicbiHing  der  beiden  leUteren  der  Kiigelfliche  Angehörigen  Hy- 
perbeln ist  nur  dann  nothweadig,  wenn  man  durch  dae  hier  be- 
handelte Verfahren  besondere  Punkte  der  Inten&itätslinien  be- 
stimmen  vrill^  wie  dies  im  Folgenden  auch  gezeigt  werden  soll. 

Durch  die  auf  der  Trace  aß  sich  ergebenden  Ourchschnitts- 
ponkte  dieser  letzteren  mit  den  Intensitätslinien  der  Kogel  ist  die 
Beleuchtung  des  HilCskegeU  vollkommen  gegeben,  und  es  wird 
sich  jetzt  nur  darum  handeln,  diese  zweckmässig  auf  die  Berfih- 
ningskurve  ah  mit  dem  EUipsoide  zu  Sbertragen,  oder  mit  anderen 
Worten,  den  Kegel  saß  in  die  Lage  o'ab  zurück  zu  bringen,  was 
am  einfachsten  auf  folgende  Weise  geschehen  kann: 

Man  nehme  die  Länge  sa  =  sß  in  den  Zirkel  und  durch- 
schneide aus  (x'  den  Cmriss  des  Kegels  c^ab  in  den  Punkten  «1/?]» 
wo  dann  die  Sehne  aißi  =  aß  sein  muss.  Ferner  übertrage  man 
die  einzelnen  Durchschnittspunkte  der  Trace  aß  mit  den  Intensi- 
tätslinien der  Kugel  auf  die  Sehne  «ißu  vrie  dies  z.  B.  mit  dem 
Punkte  1'  der  Kurve  +  4  geschah ,  welcher  nach  d'  gelangte. 
Endlich  bat  man  bloss  die  so  gefundenen  Punkte  mit  der  Kegel- 
spitze  c'  EU  verbinden,  und  wird  im  Durchschnitte  dieser  Kegel- 
erzeugenden  mit  der  Trace  ab  die  in  der  Vertikal  ebene  ab  gele- 
genen Punkte  sämnitiiciier  Intensitätslinien  erhalten.  Für  die 
lotensitätslinie  -f  4  hat  sich  demnach  der  Punkt  /'  derselben  als 
üurchschnlttspunkt  der  Erzeugenden  tf'd'  mit  der  Traee  ab  er- 
geben. 

Die  vertikalen  Projektionen  dieser  Punkte  können  ebenfalls 
direkt  ermittelt  werden,  indem  man  die  vertikalen  Projektionen 
der  in  der  Trace  a|/?i  gelegenen  Punkte  aufsucht,  dieselben  mit 
0"  verbindet«  und  so  die  Projektionen  der  Mantellinien  des  Ke- 
gels erhält,  welche  im  Durchschnitte  mit  den  betreffenden  proji- 
zirenden  Perpendikeln  die  zu  suchenden  Projektionen  liefern.  So  z.  B. 
«vird  die  vertikale  Projektion  9'  des  Punktes  f  im  Perpendikel  ö'd" 
über  j^  liegen,  zugleich  jedoch  mit  dem  Punkte  1'^'  der  Kurve-|-4 
eine  gleiche  Hohe  über  dem  Mittelpunkte  haben,  sich  also  in  S" 
ergeben,  wesshalb  die  vertikale  Projektion  f  des  Punktes  /  als 
Durchschnitt  des  projizirenden  Perpendikels  FF'  mit  der  Pro- 
jektion (/'^'  der  betreffenden  Erzeugenden  erhallten  w(rd. 

Auf  diese  Weise  können  die  einzelnen  Intensitütslinien  durch 
eine  beliebige  Anzahl  von  Kegelflächen  bestimmt  werden. 

Lassen  wir  die  Kegelspitze  sich  immer  weiter  vom  MiMel- 
psakAe  entfernen,  so  wird  dieselbe  scUiesslich  in  unendliebe 
Entfernung  fallen,  wo  dann  der  Kegel  in  einen  €yJinder  übergeht, 
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welcher  mit  den  Asymptoten  TO'T  parallel  lauft.  Es  ist 
einleuchtend^  dass  zwei  berührende  Rotationscyltnder  möglich 
sind,  je  nachdem  man  die  Kegelspitze  in  dem  vorderen  oder  rück- 
wärtsgehenden Hyperbelast  fortbewegt  dachte. 

Betrachten  wir  einen  dieser  beiden  Cylinder,  z.  B.  jenen,  des- 
sen Erzeugenden  parallel  zu  Z  sind^  so  wird  derselbe  das  Ellip- 
soid  in  vertikalen  Diametralebenen  T^O'Tx^  eine  Kugel  vom  Ra- 
dius (y^C\  deren  horizontaler  Umriss  durch  den  Kreis  K  dar- 
gestellt gedacht  werden  kann^  in  der  Vertikalebene  kl  berühren. 
Nachdem  kl  senkrecht  auf  Z  steht»  und  Z  parallel  zu  to'i  ist, 
muss  kl  auch  parallel  zu  den  Asymptoten  ^lo'^  der  Hyperbel 
X^A^X/^  sein. 

Wurde  man  nun  den  Cyiinder  parallel  zu  sich  selbst  so  lange 
verschieben,  bis  seine  Axe  durch  den  Mittelpunkt  o"o'  gebt, 
so  konnte  er  die  Kugel  nur  dann  berühren,  wenn  deren  Durch* 
messer  gleich  dem  Durchmesser  kl  von  K  wäre.  Wird  zum 
Behufe  unserer  Konstruktion  eine  Kugelscala  erst  verzeichnet, 
so  kann  für  deren  Radius  diese  bestimmte  Lfinge  gewählt  wer- 
den; ist  jedoch  eine  Kugelscala  gegeben,  die  man  für  ein  beliebig 
angenommenes  Ellipsoid  benutzen  soll,  wie  dies  hier  der  Fall  ist, 
so  kann  für  den  berührenden  Cyiinder  nicht  direkt  von  der  Kugel 
zum  Ellipsoide  übergegangen  werden,  sondern  es  ist  vorerst  eine 
Hilfskonstruktion  nothwendig,  um  die  Lage  der  Intensitätspunkte 
der  Kugel  K  in  der  Ebene  kl  zu  erhalten.  Man  wird  nämlich 
einen  Punkt  ^3'  der  Asymptote  TO'T  wählen,  k  und  /  mit  dem- 
selben verbinden  und  eine  zu  kl  parallele  Sehne  xX  des  Dreiecks 
Är/ffg'  so  bestimmen,  dass  dieselbe  gleich  dem  Durchmesser  der 
Kugel  o  ist.  Alsdann  übertrage  man  die  auf  tio'ti  liegenden 
Punkte  der  Intensitätskurven  auf  die  Sehne  xA,  wie  z.  B.  den 
Punkt  3'  der  Intensitätslinie  -f  8  nach  fx,  und  verbinde  dieselben 
mit  (S^\  bis  kl  in  q  geschnitten  wird.  Hiermit  ist  die  Beleuch- 
tung des  Cylinders  Z  bestimmt,  und  die  durch  die  einzelnen  auf 
A/ gefundenen  Punkte  zu  TO'T  parallel  gezogenen  Erzeugenden 
der  Cylinderfläche  werden  die  Trace  T^O'T^  in  den  zu  suchenden 
Punkten  der  Intensitätskurven  schneiden. 

Es  dürfte  ferner  von  Interesse  sein  zu  zeigen,  wie  man  diese 
Konstruktionsweise  anzuwenden  hat^  um  einige  besondere  Punkte 
der  Intensitätskurven  aufzufinden.  Dies  sind  hauptsächlich  jene 
Punkte,  in  welchen  die  Tracen  ab  der  bezüglichen  Vertikalebenen 
Tangenten  an  die  Intensitätsiinien  werden,  ferner  die  Punkte  in 
den  sichtbaren  Umrissen,  endlich  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte 
der  einzelnen  Kurven. 
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Was  jene  Punkte  anbelangt^  in  welchen  die  betreffenden 
Tracen  Tangeuten  an  die  Intensitätstinien  werden,  so  ist  ein- 
ieachtend,  dass  in  solchen  Fällen  auch  die  Tracen  aß  die  glei- 
chen Intensitätslinien  der  Kugel  berühren  müssen.  Da  die  Tracen 
jedoch  auch  die  Hyperbel  X^A^X^  berühren  sollen,  so  werden 
dieselben  erhalten,  wenn  man  an  die  gewählte  Intensitätslinie  der 
Kagel  und  die  Hyperbel  X^A^X^  die  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten sieht,  deren  im  Allgemeinen  vier  möglich  sind.  Wurde 
z.  B.  die  lntensität«linie  •\-  4  gewählt,  so  ist  sy  eine  der  hier 
möglichen  vier  Tangenten,  welche  den  Kugeluniriss  in  f  und  y 
schneidet.  Die  in  €  und  y  an  den  letzteren  geführten  Tangenten 
^h»  yh  werden  sich  in  einem  Punkte  «|  der  Hyperbel  X^A^X^ 
begegnen,  welcher  die  Kegelspitze  des  für  die  Bestimmung  des 
Berührungspunktes  //'  (analog  2'  der  Kugel)  zu  benützenden 
Uil&kegels  liefert.  Wird  also  parallel  y$i  die  Tangente  etf|'  and 
parallel  zu  e«|  die  Tangente  eOi  an  den  horizontalen  Umriss  des 
ElJipsoids  gezogen,  so  schneiden  sich  beide  in  einem  Punkte  0|' 
der  Hyperbel  XiA^Xi  und  bilden  den  Umriss  des  von  g^  nach 
0,  yerschobenen  Rotationskegels,  welcher  das  EHipsoid,  in  der 
durch  Verbindung  der  beiden  Berührungspunkte  c  und  e  in  ihrer 
Horizontal  Projektion  sich  darstellenden  Ellipse,  berührt.  Wird 
wieder  die  Länge  $iy  =:  5|f  in  den  Zirkel  genommen,  und  mit 
diesem  Radius  der  Kreisbogen  yi^i  aus  o/,  so  wie  dessen  Sehne 
/iFi  =  yt  gezogen,  und  der  Punkt  2'  nach  lo'  übertragen,  so 
schneidet  die  Verbindungslinie  ffi'o'  der  Kegelspitze  0|'  mit  dem 
übertragenen  Punkte  od'  die  Trace  ce  in  dem  Punkte  II'  der  In- 
tensitätslinie -f  4,  welche  in  diesem  Punkte  von  der  Trace  ce 
berührt  wird.  Auf  gleiche  Weise,  wie  früher,  würde  auch  die 
vertikale  Projektion  dieses  Punktes  //  zu  ermitteln  sein. 

Ebenso  können  die  senkrecht  beleuchteten  Punkte  JV'N^ 
Ni"Ni'  des  Ellipsoids  gefunden  werden.  Sind  nämlich  n'W  und 
n/'fti'  die  gleichen  Punkte  der  Kügelfläche,  so  wird  man,  uro 
z.  B.  N  EU  erhalten,  aus  n'  die  Tangente  tpijf  an  die  Hyperbel 
X^A^X^t  und  in  den  Durchschnittspunkten  <p  und  tf;  derselben 
mit  dem  Kugelumfang  den  Kegelumriss  q>9%^  tangentiell  an  den- 
selben ziehen,  diesen  Kegel  an  das  EHipsoid  nach  ^2'/^  über- 
tragen, wodurch  die  Sehne  ^1/;  nach  9>ii/;j,  der  Punkt  n'  nach  v 
fallt,  und  öf^'  mit  v  verbinden,  welche  Erzeugende  die  Trace  fg 
io  dem  zu  suchenden  Punkte  iV|'  trifft.  Dass  der  Punkt  N/,  da 
er  dem  Punkte  N'  diametral  gegenüberliegt,  nicht  erst  wie  iV' 
zu  bestimmen  sein  wird,  ist  von  selbst  verständlich. 

Um  Punkte  im  sichtbaren  Umrisse  des  Ellipsoids  in  der  Ho- 
rizoDtalprojektion  zu  finden,  ist  es  bloss  ndth wendig,  die  Kegel- 
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fläche  so  tu  wählen,  dass  die  gleichoatDige  Intensitätslinie  der 
Kogel  vom  sichtbaren  Umrisse  dieses  Uilfslcegels  im  horizontalen 
Umriss  der  Kugel  berührt  wird.  Uass  in  allen  diesen  Punkten 
die  ganzen  Kegelilächen  nicht  erst  gezeichnet  und  auf  das  Ellip- 
soid  übertragen  zu  werden  brauchen,  sondern  dass  bloss  ein 
Ziehen  und  Verschieben  der  betreflfenden  Manteliinie  nothwendig 
erscheint,  folgt  daraus,  weil  eben  schon  bekannt  ist,  dass  die  zu 
suchenden  Punkte  im  Umrisse  des  Ellipsoids  und  im  Umrisse 
des  Kegels,  also  dort  liegen  müssen,  ypo  sieh  diese  beiden  Um- 
risse berühren.  Zieht  man  also  in  jenen  Punkten  der  Kogeiin* 
tensitätslinien,  welche  im  horizontalen  Umrisse  der  Kugel  liegen, 
Tangenten  an  diesen  Umriss,  und  mit  denselben  parallel  Tangenten 
an  den  horizontalen  Umriss  des  Ellipsoids,  so  werden  uns  letztere 
die  betreffenden  Umrisse  der  Hilfskegel,  mitbin  deren  Berührungs- 
punkte mit  der  Ellipse  A'B'AiBi  die  zu  suchenden  Punkte  der 
Intensitätslinien  angeben. 

Die  gleiche  Konstruktion  gilt  fär  jene  Punkte  der  Intensitäts- 
kurven,  welche  im  sichtbaren  Umrisse  des  Ellipsoids  in  der  Ver- 
tikalprojektion, also  im  Umfange  der  Ellipse  Ä'C'Äi'Ci'  liegen. 

Dass  in  den  eben  gefundenen  Punkten  die  Intensitätslinien 
von  dem  sichtbaren  Umrisse  berührt  werden,  ist  bekannt 

Betrachtet  man  die  so  erhaltene  Konsiruktionswelse  för  obige 
Punkte,  so  ersieht  man,  dass  sie  mit  der  fiir  Umrisse  allgemein 
giltigen  Methode  vollkommen  gleichlautend  ist. 

Vl^as  endlich  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Intensi- 
tätslinien anbelangt,  so  werden  dieselben  auf  gleiche  Weise,  wie 
der  Punkt  Ni  erhalten,  indem  man  nämlich  die  in  der  Vertikal- 
ebene MN  liegenden  Punkte  der  Kugeiiutensitätslinien  auf  das 
Ellipsoid  überträgt. 

Vl^iU  man  das  hier  angegebene  Verfahren  (ur  die  Konstruktion 
der  Intensitätslinien  In  Anwendung  bringen,  so  ist  es  am  zweck- 
mässigsten,  bloss  die  horizontale  Projektion  dieser  Kurven  auf 
die  besprochene  Welse  zu  bestimmen,  in  der  vertikalen  Projek- 
tion ebenfalls  die  Punkte  im  sichtbaren  Umriss,  so  wie  die  höch- 
sten und  tiefsten  Punkte  anzugeben,  und  weitere  Punkte  der  ver- 
tikalen Projektion  mit  Benutzung  der  horizontalen  Projektion  der 
Intensitätslinien  durch  nachfolgendes  Verfahren  aufzusuchen. 

Errichtet  man  in  dem  Punkte  p,  wo  der  Kreis  K  die  Axe 
A'Ax  schneidet,  eine  Senkrechte  und  verbindet  die  Punkte  r,  in 
welchen   diese   die   Ellipse   A'Ai'B'Bi'  trifft,   mit  dem  Mittel- 
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punkte  *0',  so  erhält  man  die  horizontalen  Traceo  EF  und  GH 
von  zwei  Vertikalebenen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  das 
Ellipsoid  in  Ellipsen  zu  schneiden,  deren  Vertikalprojektion  ein 
Kreis  vom  Halbmesser  O'p  ist  Ebenso  muss  auch  jede  zu  EF 
and  GH  parallele  Ebene  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden, 
deren  Vertikalprojektion,  ein  den  Umriss  Ä'C'Ai'Ci"  beröhrender 
Kreis,  mit  dem  Mittelpunkte  in  der  Geraden  A"Ai'  ist  Übt 
jedesmalige  Durchmesser  wird  einfach  aus  der  Projektion  der 
betreffenden  Sehnenlängen  des  horizontalen  Umrisses  erhalten. 

Schneidet  man  das  Ellipsoid  durch  solche  Ebenen,  und  ver- 
zeichnet die  vertikalen  Projektionen  der  Schnittlinien,  so  werden 
sich  auch  die  vertikalen  Pfojektioodl^  der  in  diesen  Ebenen  lie* 
o;enden  Punkte  der  Intensitätslinien  durch  einfaches  Heraufproji- 
ziren  mit  Leichtigkeit  ermitteln  lassen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  dies  hier  beim  Ellipsoide  durchge- 
führt wurde,  kann  die  Kugelscala  auch  zur  Konstruktion  der  In- 
tensitätslinien der  übrigen  Flächen  der  zweiten  Ordnung  in  An- 
wendung gebracht  werden. 
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IX. 

Verwandlung  der  irrationalen  Grosse  v  in  einen 
Kettenbruch. 


Von 


Herrn  P.  Seeling^ 

Lehrer  in  Hiiclces wagen. 


Vorwort. 

Als  ich  vor  vielen  Jahren  den  Abschnitt  über  die  Ketten- 
brfiche  in  Egen's  Handlbuch  der  allgemeinen  Arithmetik 
durchstudirte,  fand  ich  ein  ganz  besonderes  Interesse  an  dem 
Theiie  desselben,  welcher  über  die  Ausziehung  der  Quadratwurzel 
vermittelst  der  Kettenbruche  handelt.  Das  i^aselbst  beschriebene 
Verfahren  versuchte  ich  demnächst  auch  auf  die  Ausziehung  der 
Kubikwurzel  anzuwenden.  Hier  fand  ich  nun  Gesetze  und  For- 
meln, welche  wesentlich  verschieden  sind  von  denjenigen,  die  sich 
bei  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  ergeben.  Das  Resultat 
meiner  damaligen  Arbeit  ist  später  veröffentlicht  worden.  Da  ich 
aber  einsah,  dass  die  Anwendung  der  KettenbrQche  für  die  Aus- 
ziehung der  Kubikwurzel  keinen  Vortheil  vor  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  gewährt  (wie  dies  bei  der  Ausziehung  der  Quadrat- 
wurzel entschieden  doch  der  Fall  ist),  und  mit  Recht  vermuthete, 
dass  bei  Ausziehung  der  Wurzeln  mit  höheren  Exponenten  dies 
Verhältniss  sich  noch  ungünstiger  gestalten  würde,  so  verfolgte 
ich  die  Sache  einstweilen  nicht  weiter. 

Im  Herbste  des  vorigen  Jahres  versuchte  ich  das  Eztrahiren 
der  fünften  Wurzel  vermittelst  der  Kettenbrüche.  Das  Verhält- 
niss der  CoefOcienten  der  Wurzeigrussen,  welche  in  den  sich  hiebel 
ergebenden  vollständigen  Quotienten  vorkommen,  schien  mir  so 
merkwürdig,  dass  ich  es  für  der  Mühe  werth  hielt,  auch  noch 
andere   Wurzeln  auszuziehen.     Bei   dem  Eztrahiren  der  vierten. 
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sechsten  und  siebeoten  Wurzel  ergab  «ich  dasselbe  Verhältnis». 
Nun  vermuthete  ich,  es  sei  dies  ein  allgemeines  Gesetz.  Nach- 
dem ich  bei  genauerer  Untersuchung  noch  gefunden,  dass  die 
auf  die  Ausziehun^  der  Quadrat-  und  Kubikwurzel  bezfiglichen 
Gesetze  sich  unter  das  neu  gefundene  subsumiren  lassen ,  ver- 
suchte  ichj  dasselbe  als  allgemein  gültig  zu  erweisen.  Dies  ist 
mir  vollstfindig  gelungen  ^  und  die  vorliegende  Abhandlung  ist  das 
Ergebnis«  meiner  Bemühungen.  Obgleich  das  Gefundene,  wie 
schon  oben  bemerkt,  nicht  von  praktischem  Nutzen  ist,  so  hat 
es,  wie  ich  meine,  doch  einen  wissenschaftlichen  Werth,  und 
dies  ermuthigt  mich,  es  der  Oeffentlichkeit  zu  übergeben. 

Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  diese  Abhandlung  nur 
für  Solche  geschrieben  ist,  welche  mit  der  Behandlung  der  Ket- 
tenbrüche sieb  schon  vertraut  gemacht  haben. 

Hückeswagen  im  Januar  1865, 


§.  1. 

Die  grusste  In  VA  enthaltene  ganze  Zahl  sei  =a.     Dann  ist 

»   .          . VA—a         , 1 
X  =  vA  =  a  + 5 =r  a  +  -7 , 


ä'  = 


A-Q^ 


VA—a 
(die  grOiaten  in  diesem  and  den  folgenden  vollständigen  Quotienten  enthaltenen 


x"  = 


ganzen  Zahlen  benennen  wir  n&mlich  mit  a\  a"^  a^,  n.  s.  w.) 

A-n'' 


Der  Nenner  dieses  Bruches  rouss  rational  gemacht  werden.  Man 
benenne  zu  dem  Ende  die  Coefficienten  der  Wurzeigrussen  des- 
selben der  Reihe  nach  mit  £;,  F,  G,  ^, .  ..,  Ä,  Ä,  T,  U  und 
den  rationalen  Theil  desselben  mit  Z,  desgleichen  die  Coeflficien- 

TheilXLVI  6 
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Soll  Dan  der  Nenner  rational  werden,  so  müssen  die  senk- 
rechten Reihen  dieses  Produktes  =0  werden,  ausgenommen  die 

letzte.    Hiernach  werden  die  Coedicienten   e,  f,  g ,  s,  t»  «,2 

bestimmt.    Wir  haben  also  die  Gleichungen: 

(I)    e[a»-*— (^— a")a']+/a«-«+^a"-»+....  +  »a»+te«+tta+t=0, 

(11)    c^  +  /'[a«-i— (iil— c")a'l  +  i7a"-«+....+fa*+to»+ttaH2a=0, 

(111)    c^a+/'.4+^[a«-»— (^-fl«)a']+....  +  sa»+'«H«aH2a*=0, 


(IV)    ei<a«-»+^<a"-ö  +  ^i4a"-^+.... 

....  +  »[a«-> — (/l  —  a«)  a']  +  te«-«  +  tia«-»  +  za^-* = ü. 
(V)    6^a«-*+/'zla"-»+5r^a»-ö+  .... 

....  +  ».4  +  f[a«-i  — (.4— a«)a']  +  «a"-«  + ta»-»=0, 

(VI)    «^a"-»  +  /'.4a"-*+^^a*-*+ .... 

....  +  *i4a  +  f^  +  tt[a"-i~  (i4— ««)«']  +  2a«-«=0. 

Aus  diesen  Gleichungen  bilden  wir  durch  Multiplication^  und 
Subtraction  (nämlich  ll-al,  III  — all,  .... ,  V  — alV,  VI— oV) 
die  folgenden : 

(VII)    e[^-a"+(24-a«)aö']— /lt^—a«)a'=0,  also  e(l+aa')=/b'. 

(VIII)    /X^-a"(+i4— a»)iia']-^(^-a")a'=0,  also  /l[l+fla')=^a', 

j 

(IX)    »[i4-a«+(-4— a")aa']— «(^-a")a'=0,  also  »(l+aa')=te', 

(X)    <[^— a«  +  (^— a»)oa']— tt(^— ii«)o'=0,  also  e(l+fla')=ttfl'. 

Oben  sahen  wir,  dass  die  Coefficienten  £J,  /",  6r, ....,  5,  7,  (7 
eine  geometrische  Progression  bilden,  deren  Exponent  =a.  Aas 
den  Gleichungen  (VII)  bis  (X)  ergibt  sich  aber,  dass  die  Coef- 
ficienten   e,  /*,  g,,.,.,  s,  t,  u    ebenfalls    in    einer  geometrischen 

Progression  stehen,    deren  Exponent  = -, — .     Da   nun    diese 

Coefficienten  ganze  Zahlen  sein  müssen,  and  da  die  Reihe  e  bis 
ti  aus  n-^l  Gliedern  besteht,  so  setzen  wir  e=:a'"-*.    Dann  ist 

/•=  a'^-^aa'  +  1),    g  =  a'—^aa'  +  I)», .... ,  s  =  a'Haa'  +  1)»-*, 

:e=c'(aa'  +  l)«-»,    ti  =  (ao' + 1)«-». 
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Nun  bleibt  noch  z  zu  bestimmen. 
Aa8  (1)  haben  wir: 

2 = —  e  [a»-*  —  (il  —  a")  a']  —fa^-^  --ga^-^  — —  »a»  —  <o*  —  wo. 

Die  VVerthe  fCr  e,  /*,  u.  s.  w.  eingesetzt^  gibt: 

i=-[a— i-.(i<-fl«)a']a'«-«-a«-«a'"-»(aa'+l)-ö»-aa'»-4(aa'+l)*-... 

....  —  a»o'«(aa'  + 1)"-*—  fl«a'  (aa'  + 1)«-»  —  a  (aa'\  I )«-«, 

~(^-a»)a'»->-a*-*a'«~*-a«-«a'«-»(aö'+l)-a»-»a'"~*(aa'+l)*--... 
....  -  a»a'«(öa'  +  l)»-4.<,«„'(ao'^.l)«-8_a(««'  + 1)«-«. 

Nun  ist  aber  ( > 1  )  aa!  =  1 ,  also  s 

...+a8a'^aa'+l)«~H«V(ao'+1)«-Ha(«a'+I)"-*](^^'-l)flfl', 

Zahler  and  Nenner  des  Bruches  x**  müssen  also  multiplizirt 
werden  mit 

a'»-«  V-4—1+  a'^-^aa'  + 1)  V^»-*+  «'—*(««'  +  l)*V/4«-H .... 

+  ^a'«-i— a(aa'  + 1)»-*. 

Der  Zähler  ist  dann  diese  Reihe,  multiplizirt  mit  A  —  a^. 
Was  den  Nenner  betrifft,  so  reducirt  sich  derselbe  auf  die  letzte 
der  oben  aufgestellten  senkrechten  Reihen ,  da  alle  übrigen  =0 
geworden  sind.    Diese  Reihe  ist  aber: 

s    i<a"-*a'«-«+  i4a«-»o'«-»(aa'+l)  +  /lo»-*a'»-4(aa'  +  1)«+.... 

....  +  Aa^  a'«  {flo!  + 1)«"*  +  Aaa'  {aa'  + 1)«-» 

+  A  {aa'  + 1)«-«  +  [i<a'»-i  -  a  {aa'  + 1)«-»] .  [a«-*-  {A  -  o")  a'l 
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Dies  wieder  mit    ( -, 1  j  aa'  multiplizirt  (das  letzte  Glied 

ausgenommeD) ,  gibt: 

|-^<(««^^ 

+  [zla'»-i—  a(fla'  + 1)«-»] .  [a»-»  —  (i4  ~  a")a'l 

—  (^-«»).(^a'»—aa'(aa' +  !)•-"] 

=  2l(aa'  +  l)"-i— a»(aa'  +  l)»-i— (^— a»).[^a'»-aa'(aa'+l)"-»] 

=  (il  — a»).[(aa'  +  1)«-»  -^a'»+  afl'(aa'  +  l)»-»] 

=  (^— a").[(fla'+  1)»— ^o'"]. 

Folglich  ist,  wenn  mau  noch  Zähler  and  Nenner  des  Bruches  a:" 
durch  A*—ä^  dividirt. 


^=: 


(aa'  +  l)»— ^a'« 


(aa'+l)»--24o'« 


+  ....  + «'«(aa' +  l)»^V-4»  +  ii' (aa'  + 1)—»1/^« 

J  +(ao'  +  1)»-«  V^  +  Aa^'^-^'-aiaa'  +  1)»-» 

\  —  a"[(aa'  +  l)"-ila'»] 

Der  Nenner  dieses   Bruches   wird  rational   gemacht  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  or".    Wir  haben  hier: 

£;  =  a'»-«,    F=a'»-»(ao'  +  l),    G  =  a'«-4(aa'  +  l)*,  •..., 

«  =  a'Haa'  +  l)»-*,     T  =  a'(aa'  +  l)»-»,     ü  =  (oa'+l)«-«, 

Z  =  ^la"»-i— fl(aa'  +  1)«-»  -  a"[(aa'  +  1)«—^«'»]. 

Zu  suchen  sind  wieder  die  Werthe  fiir  e,  /*,  (Jf,  ....,  »,  t,  it,  2. 

Nach  dem  Schema  in  §.  I.   haben  wir  die  Gleichungen: 
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(I) 

«Ma'"-*-fl(ao'  + 1)"-»-  o"((«a'  +  l)«-^a'"]l 
+  f{aa'  + 1)"-*  +J7«'  (aa'  +  1)"-»  + .... 

....+*a'"-»(ao'+l)»+to'"-4(a<j'+l)*+uo'»-»(aa'+l)+ra'»->=0, 

(II) 
e^«'— «+/"t  Aa"-^  -a(aa'  + 1)"-»  -  a"[(aa'  + 1)»  -  i4o'"]  1 
+  g(aa'  +  1)"-«  +  ...  +  ^''-^Caa'  + 1)«  +  to'»-«(aa'  + 1)» 

-f  ««'»-«(«a'  +  !)•  +  »o'»-»(«o'  +  1)  =0, 

(III) 
eAa'«-*  (aa'  +  1)  +  fAa'«-* 
+  .vJ^«'»-'-a(«ia' +  l)»-»-«"[(flo'-l)»-^a'»]l  +  .... 

....  +  ta'*-r(aa'  + 1)»  +  <a"'-«(ao'  +  I)*+««'"-»(ao'  + 1)» 

+  xa"^(aa'  +  I)«  =  0, 


(IV) 
eAa^*iaa'  +  l)»-»  +  A4a'*(oo'  + 1)—»  +  ir^a'»(««'+ 1)»"'  +  •••• 
..  +  t{Aa'*-^  —  a(aa'  +  I)"-»  — o"[(aa'  +  l)»-.4o'»]| 

+  <(oa'  +  l)»-«+Ma'(«a'+  l)»-»+io'"(aa'  +  l)»-*=0, 

(V) 
e.4a'»(a(i'  +  l)"-»+/".4a"(ao'  +  l)"-»+i7^a'*(ao'  +  l)"-«+.... 
....+*-<Ja'«-»+  <t  /4o'»-»-a(ao'+l)»-i-a"[(aa'+I)»-ilo'"]  I 
+  a(oo' +  l)"-«+«i'(ao'+ 1)"-»=0, 

(VI) 
e.4a'(ao'  +  l)"-»+/:4a'*<oa'+l)"-*+^A»'»(«a'+l)"-»  +  .... 
...  +  «.4o'«-»(ao'  + 1)  +  tAa"-* 
+ Ml  ^«'»-»-o(aa'+I)"-»-a''[(ao'+l)"— >4o'»]  j  +  »(aa'+ 1)»-«=0. 
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Aus  diesen  Gleichungen  bilden  wir  durch  Multiplication  und  Sub- 
traction  (nämlich  c'lI-(aaHl)I,  a1ll-(aaHl)II, ....,  a'V--(aa'+l)IV, 
a'VI  — (<ia'-|-])V)  die  folgenden: 

(VII) 

— /'[(««'+1)"-*~^«'M  fla'(aa'+l)"-*  +  fl'ö''(aa'+l)"—^«'''+'«'1 

=  0, 

«[-Jii£i'«-.^a'"a"(aa'  +  I)  +  a((io'  +  l)"  +  a"(aa'  +  l)»+^] 

ct[(«a'+l)a"+a].[(aa'+l)"-^a'"]|-/t(a'a''+l).[(ao'+l)«-i4a'»]! 

=  0, 
e[(aa'  +  l)«"  +  a]  =  /'(a'a"  +  l). 
Ebenso  findet  man: 

/[(aa'+l)«"+a]=f,(a'a"  +  l) ,[(««' +  l)a"  +  a]  =  <(ö'a"+I). 

<[(««'  +  l)a"  +  a]  =  tt(a'a"  +  1). 
Die  GrSssen  e,  f,  g ,  »,  t,  u  bilden  also  wieder   eine  geo- 
metrische Progression,  deren  Exponent  =         V'  -i- 1    ^'      ^''" 
,        setzen  also  e  =  (ö'a"  +  !)"-•.     Uann  ist: 

/  =  («'«"  +  l)»-»[(ao'  + 1)  a"  +  a] , 

ir=(«'ö"+l)"-4[(aa'+l)a"+a]«, *=(a'a"+l)«[(aa'+l)a"+«)— «, 

<  =  (a'o"  +  l)[(aa'  +  1)  «"+«]»-•,    u  =  [(oa'+I)a"+a]«-«. 
Aas  (I)  haben  wir  ferner: 

«o'»-*=-eMa'"-»-a(aa'+l)»-i-a"[(affl'+I)"-^a^]|-/l[aa'+l)"-« 

— ara'  (oa'  + 1)«-  »— ....— »«'"-»(aa'  + 1)»— te'»-*(aa'  + 1)* 

—  «a'«-»(<ia'  + 1). 

»a'— »=  -  (a'a"+l)»-«|  ^a'»-i-a(aa'+l)"-»  -  a"[(aa'+l)«-.<a'»]  t 

-{aa'  +  l)»-»(a'a"  +  l)"-»[(aa'  + 1)«"+«] 

-a'(aa'  +  l)«-»(«'a"  +  l)"-4[(aa'  +  l)a"  +  a]«-  .... 

•  • . .  —  «'»-»(aa'  +  l)»(a'a"  +  l)«[(aa'  +  l)a"  +  a]"-« 

—  a'"-«(aa'  +  l)»(a'a"  +  1)  [(aa'  +  I)a"  +  a]"-» 

-  a'"-»(aa'  +  I)[(aa'  +  l)a"  +  a]»-«. 

Es  ist  aber : 
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folglich : 

ia'»-*=-(a'«"+J)"-«Ma:'— i-a(a«'+l)— »-«"[(aa'+l)"-^o'"]| 
,  (aa'  + 1)«-«  (a'o"  + 1)"-»  [(««'  + 1)  a"  +  o] 

1        -^a'ieu^  +  l)»-»(aV  +  !)"-*[(««'  + 1)«"  +  «]•  +  ... . 

_  I        . . . .  +  el*-'>(tta'  + 1)» (a'o"  + 1)»  [(aa'  +  I)a"  +  «]— « 
i  +  «'— ♦(oa'  +  l)«(a'o"  +  1)  [(W  +  l)a"  +  a]"-» 

[  +  a'»-«  ifla'  +  1)  [(aa''  + 1)  a"  +  a]»-« 

za'— *=— (a'a"+J)"-a|/la'"-»-a(aa'+l)"-i-a"[(aa'+l)"-^a'"]| 

.  <  e!*-*  \{ati  + 1)  a"  +  a]"-^ 
+  ^  a'a"+l 

-{aa'+J)"-*(a'o"+l)»-»[(aa'+l)a"+a]^(aa'+l)(a'a"+l). 

ta'"-*  = — iald' + 1 )"-» I  Aa''-^—a(aa' + I)«-»-a"[(aa'+I)"-^e'"] ) 

+  a'*-^aa'  + 1)  [(aa*  +  I)  a"  +  a]"-» 

-  (aa'  + 1)"-»  (a'a"+l)— «[(aa'+l)a"+a], 

ra'— • = -  Aa!*-^  {,a!ei'  +  !)•-«  -  ^a'-a"  (a'a"  +  I)»-« 

+  a(aa'+l)"-Ka'a''  +  l)"-«+a"(oa'+  l)«(a'a"+  I)»-« 

+  a'—a  (aa'  + 1)  [(aa' + 1)  a" + a]"-> 
—  a"(aa'  +  I)»(a'a"+1)"-«  -  a{,aa'  +  l)»-i(a'a*+ 1)«-2, 

ia'«-*=—  ^a'"-H«'«"+  1)«-«— -4a'"a"(a:«"+  1)»-« 
+  a'"-a(aa'+l)[(aa'+l)a"+a]«-», 

j=-^a'(«'a"+l)"-«— ^a'»a"(a'o"+l)»-H(a«'+l)[(aa'+l)a"+a]»-«, 

I  =  -  i<(a'«a"+a')(a'a"+  l)«-«+(aa'  +  l)  [(aa'  +  l)a"+a]«-' 
=  -^a'  (a'a'^  1)»-»  +  (tu^  + 1)  [{a^  +  J)a"+a]— ». 

Zahler    und    Nenner  des  Bruches    af"    müssen    also    multiplizirt 
werden  mit 


Digitized  by 


Qoo^<2: 


90  Seeling:    Verwandlung  der  irrationalen  Crosse 

(a'ä'  + 1)»-«  V>-»  +  (aV  +  l)"-»[(aa'  +  I)a"+a]  V^-* 

+  («'«•  + l)"-*r(«a'  +  l)a*  +  «]*V-4«-H-..- • 

... +(a'a"  f  l)«[(aa'+l)a"+«]"-*V'4»+(a'«"+ !)[(««' + l)a"+a]"-»  V  J« 

+[(«ia'+1)a"+<i]»-»V'/l+(«a'+l)[(«a'+l)a"+a]"-»--<la'(«'a^+l)"-». 

Dann  ist  der  Zähler  diese  Reihe ,  multiplizirt  mit  (aa'-f-l)" — .^a'". 
Der  Nenner  aber  wird  gebildet  nach  der  letzten  senkrechten  Reihe 
des  Schenia's  in  §.  1.     Diese  Reihe  ist: 

AeV^AfT\AgS\....\AsG\AtF\AuE\iZ 

=.4(öa'+I)"-*(a'a"+l)»-«+^a'(aa'+I)»-»(a'a"+l)"-8[(aa'+l)a"^a] 

+  Aci^  (aa'  +  !)»-♦  (aV  +  1)»-«  [{««'  +  1)  o»  4  a]«  + . . . . 

. . . .  +  /l«'»-«  {aal  +  1 )«  (a'o"  + 1)»  [(««'  + 1) «"+ a]— ♦ 

f  iio'"-»(«ia'+I)(a'a"+ 1)  [(aa'+l)a"+a]"-H.<la^-*((««'+I)«i"+a]»-* 

+  { Aa'«-^  -  a{aal  +  1)»  -> — o"  [(aa'  + 1)«—  ^a'»]  l 

X  I  (aa'  + 1)  \{fui  +  I) a"  +  a]«-»  -  .#a' (aV  + 1)»-» t. 

Dies,   mit  Ausnahme  des  letzten  Gliedes,-  wieder  multiplizirt  mit 

)a'[(aa'  +  l)a"-f  a]        i   ,     /w  J.l^^vv'J.IM 
|(aa'  +  l)(a'a"  +  l)"-M-t-^««+*>(«'^+*>l 

gibt: 

)  ^a"-'[(aa'-|-l)a"  +  a)''-' 
~   I        (aa'  +  l)(aV+l) 

-  ^(aa'  +  D'-sCa*«"  +  1)—«)  (aa'  +  1)  {fiui'  +  I) 

+  ila'»-'  (aa*  + 1)  [(«a'  +  l)a'' +o]«-»— y<«a'"(a'a"+ 1)— » 

-a(aa'  +l)"[(aa'  +  l)a»4a]— 1  +  ^aa'(«a'+l)»-»(a'a'+l)»-» 

— a"(aa'+l)"+»[(aa'  \  l)a»+a]"-»+^a'a»(aa'+l)"(a'a"+l)»-» 

+  ^a'»a"(aa'+l)  [(aa'  +  l)a"  +  a]— »  — ^«a'"+»a»(a'a"+  I)—» 

=-^«[a'"+»a''(a'a"+l)«-»+a'"(a'a"  +  1)«-»J 

a'»-»(a«'+l)r(a«'+l)a"+«]»-*— «'"-*[(««'  +  I)a"+a]«-»  ^ 

+  ^    +a'"«"(«a'+l  )[(aa'+l)a*+a]— >+a«'(<w'+l)"-K«'a"+I)"-' 

+(aa'  +  1)»-H«V+1)— »  +  a'a''(aa'  +  l)«(a'a«'  +  l)»-» 
— a"(aa'+I)"+»[(aa'+l)a''+a]"-»-a(aa'+l)»[(aa'+l)a"+o]^»= 
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=  -  Ä^a'^ia'a"  +  1)",+  A\aa'^  [{aa'  + 1)«''  +  «]«-* 

+  d^ä'ißa'  + 1)  [(äö'  +  !)«''  +  ö]"-* 

+  (ofl'+l)"  (fl  V+l)"-i  +  a'a"  (fla'+  l)«(a'fl"+ 1)»-» } 

-  [(ad  +  1)0^  +  fl].(afl'  + 1)"  [{oa'  +  l)fl"  +  a]— » 

=— il«fl'«(aV+l)»  +  ^|a'»[(fla'  +  l)a"  +  fl]«  +  («ö'  +  l)"(aV  +  l)«l 

~  (aa'  \  I)»  [(öa'  +  l)a"  +  «]" 

=  [(aa'  +  !)•  -  ^fl'«] .  I  -  [(oa'  +  l)a"  +  a]«  +  .4  (aV'  +  I)»  |. 

Werden  nun  noch  Zähler  und  Nenner  von  a^  durch  {aa*\\Y^Ad^ 
dividirt,  so  iM: 

(a'a"+ 1)— «  V^»-i  +  («Vf  l)»-»[(flÄ'+l)a"+Ä]  V.4»-* 

-Ka'ö"  +  I)"-*[(Äa'  +  l)a"  +  örv^"-'+.... 

. . . .  +  (öV  + 1)*  [(aa'  +  1)  ö"  +  «]»-*  V^» 

+  (a'a''+ 1)  [(aa'+l)  ö'' -^öJ"-3 1/i<H[(«a'+ 1)  a''+ a]«-*  V^ 


a:«'  = 


—  [(öa'+l)a"  +  Ä]«  +  /4(a'a"  +  1)» 


§.  3. 

So  weit  die  Berechnung  im  vorigen  Paragraphen  reicht, 
heissen  die  Kettenbruchsneuner 

also  die  Näherungsbruche : 

Aus  der  Vergleichung  der  gefundenen  vollständigen  Quo- 
tieoten  {x\  x*\  a^')  mit  diesen  entsprechenden  Näherungswerthen 
ergibt  sich  folgendes  Gesetz: 

Zieht  man  vermitteist  der  Kettenbrüche  die  nte  Wurzel  aus 

n 

der  Irrationalzahl  Ay   ist  die  grfisste    in    VA   enthaltene   ganze 

a  p^ 

Zahl  =0,   also  t  der  erste  Näherungsbruch,  sind  ferner  ^  und 
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~  zwei  aufeinander  folgende  Näherungswertiie  für  VA,  so  ist  der 
zu    -   gehurige  vollständige  Quotient 


wobei  die  oberen  Zeichen  für  die  Nähernngsbrüche  ungerader 
Ordnung  und  die  unteren  für  die  Näherungsbruche  gerader  Ord- 
nung gelten. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  in  Beziehung  auf  die  drei  ersten 
vollständigen  Quotienten  geht  aus  der  Berechnung  in  §.  1.  und 
§.2.  hervor.  Soll  die  allgemeine  Gültigkeit  desselben  bewiesen 
werden,  so  ist  noch  darzuthun,  dass,  wenn  derselbe  (ur  irgend 
einen  vollständigen  Quotienten  gilt,  dies  auch  fh'r  den  nächst- 
folgenden der  Fall  ist;  mit  andern  Worten:    dass,  wenn  — ,   -,  ~, 

drei  aufeinander  folgende  Näherungswerthe  für  VA  sind,  und 
wenn  der  zu   ^  gehurige  vollständige  Quotient 

^r«)  -  ^-'i'g^''-'^VÄHqp'^'WÄHp^'WÄ±(popn''i^g^qn-iA)) 

pf 
alsdann  der  folgende,   zu   ^   gehörige  vollständige  Quotient: 

_    ....i-g*^p'^'^VA*+q'p'^-WA^^p'^-^VAT(pp'*-^—gg''''^A)\ 

ist. 

§.4. 
Setzen  wir  einstweilen,  ähnlich  wie  oben. 
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^  D  ' 

so  ist  zu  beweisen,  dass 

I.     e  =  7  «-*,    /=  9-- »pS    5^  =  7'«-4p'2,  ....,,  =  ^'«p'«-*. 
II.    2  =  T  (/?;»'»-*— 77'"-M), 

Hl.     Jörs+Cp'«-^'"^). 

I. 

Die  grusste  in  ar("}  steckende  ganze  Zahl  sei  =  m.     Dann  ist 
p*  ^  mp  +  p^,   7'  =  m^  +  9**,   ferner : 

^ T(p"-yM) 

"  a  n  '  • 

±m(p»^gnA)  ) 

Hier  ist  also: 

E  =  7«-*,    F  =  7"-»p,    G  =  9«-*p«,  . . . . ,  Ä  =  yV""*» 

Also  faaben  wir  nach  dem  Schema  in  §.  1.: 

(I) 
+  e(pO/i»-i  —  7«9«-i  ^)  db  em  ip»  -  9»^)  +  //?"-»  +  ^^p»-»  + .... 

....  +  57"-«p»  +  iq^-^f^  +  M9"-«p  +  29«-*  =  0, 

(H) 

....  +  «9*-öp*+ /7"-»p»+  ?/7«-*/i«+  27»»-»p=0, 
(UI) 
e.47»-9p  +/:47«-adb5r(pV"'  —  9V"*^)±.^(P"  — 9M)  +  .... 
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(IV) 

(Vi) 

dt  tt(pV""*  —  9V~*^)  ±  «»»(;>«— g«2l)  +  2p«~«  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  bilden  wir  durch  Multiplication  und 
Subtraction  (nämlich  qll-^pl,  glll— pll, ....  gV— |>IV,  yVI— pV) 
die  folgenden: 

(VII) 

^[^V«-i  ±p(p^p^^-g^qn'iA)  T  m;>(p"|-9M)] 

-  /*[/>"-*  T  g(pV-'  -  ^V^'^  +  mg(p«-9M)]  =0, 

<?[2l7«-i  Tp"(m;>  f  p^)  ip^V"^^  ±  mp9"-4] 

e [i^g«-»  T  p" (mp  +  p«) \±  pqn-iA  (mq  +  9^)] 

=  fiP""-^  T  p^'-^qimp  +  pO)  +  g«^(iiiy  +  9»)J. 

(Vllf) 

e[Aqn-l:fpnp'±pqn-lg^A]  =  /•[p-'Tp— y^i^V^]- 

Nach  Egen's  Handbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  Tbeil  I 
§.  269.  ist  im  vorliegenden  Falle 

p'7— P9'  =  ±l,    also    ±p'9+p7'  =  l, 
ferner 

±P'g  =  ±P9'  +  ^    ön<J    T/?7'=+/>'g  +  I* 
Demnach  verwandelt  sich  die  Gleichung  (VIII)  in  folgende: 
e  (db  pY^  T  p*p')  =  A±  9"^'^  T  p«^') . 

Ebenso   findet   man^  dsiss  fp'=gq\  .,..,  sp'  =  tq' ,  tp'=uq'.    Die 
Grossen  e  bis  u  bilden  also  wieder  eine  geometrische  Progression^ 

P' 
deren  Exponent  =—,.     Demnach  setzen  wir  6=9'"*'^  datin  ist: 
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V  in  elften  h'eltenöruch. 

II. 

Aus  (1)  haben  wir: 

Nun  ist    ^e|^l).(±p9')  =  l,    folglich: 

29«-«  ==  T  9'»-«(/?V*--9'V'"*^)  +  g'^-^mip«  -  9»^) 


x(g"l).(+py'). 


^P7 

s9«-2  ==  ^p  ^it-apc^n-i  j-  9'«-«9  V~*^  +  q'^'-^mp^ 

+  9'"-«m9«/4  db  tt^^^p'p""-^  Ti9'"""^9""V' 

±  q*^-^p'p^-^  =F  p'»->9"~V» 
19»-«  =  =F  9'"-*p«-ij»'  db  9'""*9*"^^  db  9'«-*p'p«-i  T  ^'"-»9«-*/? 
=  Tp'""*^"'"*^  db  9"»-*9'»-»24, 

111. 

Da  der  Werth  fiir  a?("+i)  sich  schliesslich  durch  +(/>"  — 9M) 
rooss  aufbeben  lassen^  so  setzen  wir  die  letzte  senkrechte  Reihe 
des  Schemas  in  §.  1.  =  + (/>«  — 9M)Z>.    Also: 

T(p»— 9M)Z>=^et7+^/!r+.45^Ä  +  ....  +  ^5G  +  ^/F+^Mi;  +  zZ, 

....  +  9'V"~V~V^  +  (^^'""V'V^ 
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Dies,  mit  Ausnahme  des  letzten  Gliedes,  wieder  mit 

multiplizirt,    gibt: 

+pOpn-igg'n^ij  -  q^q^g'^-^A^+mp^qq'«-^A  —  wf^»+»g'»-i^, 

+  (/>"— ^«i4)/>=:  Tp"-*9'"-*-4  ±p''"'^q*-^A  — p"p'»-i  (mp+p^) 

—  q^q'n-^A^imq  +  q^)  +pp'''-^q''-^A(mq  +  q^) 

T  (;>"  —  9*-^) /> = T p""*  V*""*  A±p*^'^  9«-i  i4  - p"p'« — q^q'^A^ 

{p^^q^A)D=z±p^p'n  +  (1  :j:p'y)pn-i^'«-i^ 

•      —  (1  ±pq')p""'^ q^-^A  ±  tf'^A^ 

Nqd  ist  (siehe  oben  unter  I.)  l^p'q==^pq'  und  ]Jrp9'=±/''9* 
folglich :  ^ 

(/>"  —  9«  J)  ^  =  ±  p  V"  T  p"9'M  =F  p'*q*A  ±  q^q*^A^ 

=  ±(p'»-9^M).(p'»— 9M), 


§.  6. 

Nachdem  nun  das  in  §.  3.  aufgestellte  Gesetz  als  allgemein 
gültig  erwiesen  ist,  wir  also  des  Schemas  in  §.  1.  nicht  mehr 
bedürfen,  wollen  wir  im  Folgenden,  um  unsere  Bezeichoungs- 
weise  mit  derjenigen  in  Ggen*s  Handbuch  angenommenen  gänz- 
lich in  Uebereinstimroung  zu  bringen,  den  rationalen  Tbeil  im 
Zähler  des  vollständigen  Quotienten  nicht  mehr  x^  sondern  J  nennen. 

Dass  D  und  J  immer  ganze  Zahlen  sind,  ergibt  sich  unmit- 
telbar  aus  den  für  diese  Grossen  gefundenen  Werthen. 

D  ist  aber  auch  immer  positiv.    Denn: 

Ist  -    ein  Näherungsbrach  ungerader  Ordnung,  so  ist: 
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?<Vil,    folglich   ^<^   und  |?"<9"il.      ' 
I>a  aber  alsdano  />=  — (/»■— ^"il),  so  bt  />  positiv. 

Ist  hingegen  ^  ein  NShernngsbtach  gl^ader  Ordnung,  so  UX 

^>VA,   folglich    ^>i^   nnd   p*>^A' 

f>a  non  hier  I>:=£-f  (p"— 9«J),  so  icrt  />  vrieder  positiv. 
Anders  verhStt  es  sich  mit  J. 

Ist  -  ein  nSheniDgsbrach  ungeradem  Ordnung,  so  ist: 

g>?,  aIso;,o>C2?,   undt^>C 
^9  ^9  P        9 

Dieses,  mnltiplisirt  mit  fi"<9*i4*  f^bi  jpf^p^^  ^  ^^-^A. 

Ist  aber  ~   ein  Nfiherungsbruch  gerader  Ordnung,  so  ist 
9 

t:<?.alsopO<M?,,„jt\2!. 
9"^      9  ^9  P        9 

> 
Dieses,  mnltiplizirt  mit  p*>g*A,  gibt  wieder  />Op«-i  =  ^9"-M. 

< 

l>»  nun  J  =  +  (|i®/»"-^-*-5f*9^*il),  so  kann  J  in  beiden  Fäl- 
fen  positiv,  oder  =sO,  oder  negativ  sein. 

Soll  J  =  0  werden,  so  muss 

pOpi,-i==^^-i^,   also  ^^x^A 

sein.  Da  p^^—p^^^^T'»  so  haben  p^  und  p,  9^  und  q,  p^  und 
^,  p  und  g  icein  geraeinschafUliches  Mass.  Es  mOsste  also  ^ 
ein  TbeUer  von  p*-^  nnd  zugleich  ^-*  ein  Theiler  von  p^  sein. 
Daher  ist  die  Anzahl  der  Fälle,  in  welchen  «/=0,  sehr  beschränkt. 

Der  gewöhnlichste  dieser  Fälle  ist  derjenige  ^  in  welchem  A 
von  der  Form  (r— l)r"-*  und  zugleich  ^  =  (^  =  1  ist.     Dann  sind 

^  und  ^  die  beiden  ersten  NäherungsbrOche ,  und  es  ist  p^=:r— I. 

Theil   XLVI.  7 
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Ist  DOD  »  =  2^  80  liegt  V"(r— l)r  nfiher  bei  r— 1  als  bei  r, 

weil  (r— l)r  <  (r -i)«     Da  aber  Vi<— S  >  ^  —  ^^*  ^  *"»*  ■«* 

diesem  Falle  ^<r;   folglich  kann  p  nicht  =r  and  g  nicht  ssl 

sein.  Bei  der  Aosziehnng  der  Quadratwurzel  kann  also  der  eben 
erwfihnte  Fall  nicht. stattfinden.  Auch  beweist  Egen  §.  291.,  dass 
bei  AnsziehoDg  der  Quadratwurzel  J  Immer  positiir  Ist 

kt  aber  n=:3,  so  liegt  V(r  — l)r«  näher  bei  r  als  bei  r— 1, 

weil  (r— l)r*>  (r— i)'.    Ist  n  >  3,  so  liegt  noch  am  so  mehr 

« 

V*(r— l)r«-i  nfiher  bei  r  als  bei  r  — L  Ist  also  fi>2  und  A 
von  der  Form  (r — l)r«-*,  so  wird  p  =  r  und  ^=1  sein.  Dann 
ist  p'^p^-^zs^q/^-^Af  also  JszO,  und  zwar  im  zweiten  voll- 
stfindigen  Quotienten.    Beispiele:    V4*  Vl8,  V48,  VlOO,  V54. 

Doch  kann  auch  in  Fällen*  wo  A  nicht  von  der  Form  (r— l)f*~^, 
dennoch  JszO  sein,  wie  z.B.  bei  V98  im  vierten  vollständigeD 
Quotienten. 

Meistens  Ist  J  positiv;  denn  auch  solcher  Fälle,  In  welchen 
J  negativ  ist,  sind  nur  wenige,  wie  dies  aus  den  Zahlenbeispie- 
len zu  ersehen  ist 

Im  zweiten  vollständigen  Quotienten  muss  J  negativ  sein, 
wenn  g:=zq/^=I  und  |^p«->  >  J  Ist.  Beispiele:  V98,  V890, 
V41,  Via 

$.  & 

n 

Der  die  6r5sse  VA  ausdrfickende  Kettenbruch  Ist,  ausge- 
nommen, wenn  11=2,  niemals  ein  periodischer.  Denn  da  p^^p» 
p^'^p'»  n*  B.  w.,  und  ^>9,  ^'>^»  n.  s.  w.,  so  kann  nicht  der-' 
selbe  vollständige  Quotient  zweimal  vorkommen.  Auch  können 
nicht  zwei  vollständige  Quotienten  einander  gleich  sein.  Denn 
wenn  etwa 

g^^VA—^i'f'-^VA^''^'i^f''^WA^H.... 


+  (Pi"— Vi*^) 
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sein  sollte,  so  mfisste  letzterer  Brach  sich  so  irerklelnern  lassen, 
dass  &  die  Form  des  ersteren  erhielte.  Da  aber^(Egen'§.*271.) 
Pi  und  qi  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor];haben ,  so  sind  auch 
9i«-*  nnd  pi^  und,  da  qi*Ä  ein  Vielfaches  von  q^  gleichfalls 
ft"-*  and  pi*— ft*^  incommensorabel.  Ist  aber  ^=  (^|  =  l|(im 
ersten  und  zweiten  vollständigen  Quotienten) ,  nnd  der  zweite 
Brach  sollte  dann  verkleinert  werden,  so  w&rde  der  Coefficient 
des  ersten  Gliedes  des  Zählers  ein  Bruch«  Obige  zwei  Brüche 
sind  demnach  nicht'  auf  einerlei  Form  zu  bringen,  können  also 
auch  nicht  einander  gleich  sein. 

Es  gibt  freilich  F&lle,  in  welchen  voUstSndige  Quotienten 
sieh  wirklich  aufheben  lassen»  wenn  nämlich  unter  den  Primfak- 
toren von  A  sich  zwei  oder  mehrere  gleiche  befinden»  und  wenn 
einer  dieser  gleichen  Faktoren  =/i  oder  ein  Theiler  von  p  ist. 

D«in  wenn  A^bc"^  und   ~   eine  ganze  Zahl,   so  sind  die  Coef« 

ficienten  des  zweiten  Gliedes  und  aller  folgenden  Glieder  des 
Zählers,  samrot  J  und  />,  und,  da 

VA^^  =  V  *»-*€*•-•  =  c  V*S^^^^i^i=«, 
anch  das  erste  Glied  des  Zählers  durch  c  theilbar.    80  lässt  z.  B. 
der  dritte  vollständige  Quotient  von  V300  (siehe  die  Zahlenbei- 

spiele),    welcher   jqq ist,    sich    reduciren 

.     3av^90  +  2»V300jM0O     3V90■^2V300^^10     ^  .    3       . 
auf:    ^^ = jg .    Bei  V48  ist 

2  *  II  «  j.  n  *•  ♦  V2304  +  4V48  4V36+8V6 
der  zweite  vollständige  Quotient  = jg = jg — ^ 

=5 j •  Setzt  man  aber  mit  solchen  reducirten  Quotien- 
ten die  Rechnung  weiter  fort,  so  erhält  man  im  Verfolg  wieder 
dieselben  vollständigen  Quotienten  (dem  Werthe  nach),  also  auch 
dieselben  Kettenbruchsnenner,  die  man  ohne  besagte  Reduction 
erhalten  hätte.  Es  kann  auch  nicht  anders  sein.  Denn  ange- 
Dommen,  es  könnte  in  Folge  einer  solchen  Reduction  etwa  ein 
periodischer  Kettenbruch  entstehen  oder  überhaupt  die  Reihe  der 
Kettenbrachsnenner  sich  ändero,  so  müssten  zwei  verschiedene 
Kettenbrfiche  an  Werth  einander  gleich  sein,  welches  unmöglich 

ist.  Grössen,  wie  VO,  V8  u.  dgl.,  können  natürlich  gar  nicht  in 
Betracht  kommen ,  weil  dieselben  =  V3  resp«  =  V2  sind. 
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Aus  diesem  Allen   folgt,  dass  nicht  eine  gewisse  Reihe  von 
Kettenbruchsnennem  periodisch  wiederkehren  kann. 


§.7. 

Bei  der  Aasziehung  der  Quadratwurzel  kommt  nur  Eine  Wor« 
zelgröfise  vor*  nämlich  VA*  Man  mag  diese  nun  als  das  erste 
oder  als  das  letzte  irrationale  Glied  in  dem  Zähler  der  gefunde* 
nen  Formel  ansehen,  so  ist  immer  ^»-^  s p*>— ^  ss  i.  Hier  kann 
also  eine  Reihe  von  Kettenbruchsnennern  periodisch  wiederkeh- 
ren. Egen  weist  aber  in  seinem  Handbuche ,  §.292.,  nach»  dass 
jeder  Kettenbruch,  der  die  irrationale  Grosse  VA  ausdruckt, 
ein  periodischer  sein  muss.  Ueberhaupt  hat  er  in  den  §§.288. 
—•298.  diesen  Gegenstand  erschöpfend  behandelt. 

Die  Formel  für  die  vollständigen  Quotienten  reducirt  sich  fSr 
die  Ausziehung  der  Quadratwurzel  auf  diese : 

^,.,^VAM^^:^^ 

Bei  der  Ausziehung  der  Kubikwurzel  kommen  zwei  Wurzel- 

3  8 

grossen  vor,  nämlich  Vä^  und  VA,  Diese  können  wir  als  das 
erste  und  letzte  irrationale  Glied  im  Zähler  unserer  Formel  an- 
sehen. Diese  Formel  reducirt  sich  also  fär  diesen  Fall  auf  die 
folgende : 

,.     gVA^+pVA±(p^p^-g'>g^A) 

so  dass  die  Goefficienten  der  beiden  Wurzelgrossen  gleich  dem 
Nenner  und  Zähler  des  entsprechenden  Näherungsbruches 
sind.  Dies  habe  ich  schon  früher  in  einem  Aufsatze  nachge- 
wiesen, mitgetheilt  im  Archiv  der  Mathematik  und  Physik. 
Tbl.  Vlll.  S.  69—88. 


§.  8. 

Wad  nun  das  Extrahiren  aus  besonderen  Zahlen  betrifk,  so 
wird  dies,  wenn  man  zugleich  die  Näherungsbrüche  entwickelt, 
durch  Anwendung  unserer  Formel  wesentlich  erleichtert.  Nament- 
lich ist  man  nun  der  Mühe  überhoben,  jedesmal  den  Faktor  za 
suchen,  mit  welchem  der  Nenner  des  vollständigen  Quotienten 
rational  gemacht  werden  muss. 

Die  Berechnung  gestaltet  sich,  wie  folgt: 
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Eine  Hauptschwierigkeit  ist  immer,  die  in  den  irrationalen 
Grossen  enthaltenen  grCsaten  ganzen  Zahlen  zu  finden.  Doch 
werden  die  Unterschiede  zwischen  diesen  Grossen,  abgesehen 
von  den  Zeichen,  immer  kleiner  werden,  also  die  in  denselben 
enthaltenen  grussten  ganzen  Zahlen  bald  einander  gleich  sein, 
wesshalb  man  dann  von  da  an  jedesmal  nnr  Eine  derselben  zn 
suchen  and  dieselbe  n^lmal  zu  nehmen  hat. 


§•  9.    Zahlenbeispiele. 


X      = 

:V2  = 

«.'    _ 

V2+1 

X      — 

x"   = 

■      1 

V2+1 
=      1 

af  = 

V2+1 
1 

x^f'= 

V2+1 
1 

^r  - 

V2+1 

u.  s.  w. 


'4 

0 

1 

2.^ 

1 

1 

^^h 

2 

3 

*+F-r 

5 

7 

^n^ 

12 

17 

2+^ 

29 

41 

70 

99 

34 

0 

1 

^^^ 

1 

3 

a.J. 

1 

4 

1+^. 

7 

27 

«n^ 

8 

31 

J+^i 

55 

213 

63 

244 

X     =V15: 


tt.  s.  w. 
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1       "" 
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1541 
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af     ; 
xtf   ; 
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x^i 
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—  9       ■ 
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*      =v'41  =  i/J=  1+^ 

X      = ^ =  1  +  p 


r"^     — ^  1- 
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VIO  =  Vi<  = 


\     11         11         11  _     11         11         J 
9  ^ 


•^^ 
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§.  10. 

II 

Man  kann  auch  die  irrationale  Grusse  VA  in  einen  Ketten- 
brach Fervrandeln^  ohne  die  Nenner  der  vollständigen  Quotienten 
rational  za  machen ,  und  zwar  in  folgender  Weise: 


5f 
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Q 
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y 


BU  hieher  i.t  Immer  ,,,^^^l^^tt^=^!^r^l.^^^^. 

^P±qVA      Tip—gVA)     qVA—p 
wobei  die  oberen   Zeichen    für   die  NSherongsbruche   ungerader 
Ordnung ,  die  unteren  für  die  Nähernngsbrucbe  gerader  Ordnnng 
gelten.    Diese  Formel  wird  allgemein  gültig  sein,    wenn  der  fol- 

« 

gende  vollständige  Quotient  a^^^)  =  '^^^'''^^    ist 

±p'TrfVA 

Dies  wird  aber  folgendermAssen  bewiesen: 


E^ 

-1 

f 

i 

. 

X 

* 

g_ 

•CS 

H 

^ 

N 

1 

l 

^ 

V 

^ 

: 

V 

i' 

4) 

-f 

1 

c 

9 
0» 

r 

s 

e 

X 

HH 

-1 

4- 

t 

\ 

'^ 

t 

IT 

S 

S 

ei 

1^ 

Ö^ 

1 

15 

i 

4- 

1 

^ 

■^ 

S 

"^ 

m 

« 

c^ 

•> 

t 

^ 

«> 

fr 

f 

'TS 

H- 
"a. 

1 

+ 
7 

1 

1 

H- 

'^ 

H- 

^3 

i 

H- 

«> 

«> 

■€•5 

•f 

\ 

■H 

S 

g-3) 

"^ 

^ 

.a. 

H- 

s  s 

■^» 

«> 

«v 

H- 

'ä 

g§ 

1 

1 

-H 

1 

-H 

.«1 

CS 

H- 

-H 

II 

11 

CO 

O 

-Hl 

a. 
H- 

^ 

j 

*if 

» 

^e 

Digitized  by 


Qoo^Q: 


*  120^ 

V  in  einen  Keitenbmch, 

Die  Reihe  der  irrationalen  Grossen  im  Zähler  dieser  letzteren 
Formel  Ist  aber  eine  geometrische  Progression  Tonn— 1  Gliedern. 

n  n 

Das  erste  Glied  derselben  Ist  ssj*-«^-^»-*,  das  letzte  =p«-*V^. 

und  der  Exponent  =  — ^.    Folglich  ist  die  Summe  der  Glieder 
qVA 

-4--1  -^ 9  p-qVA 

qVA  VA 

mithin : 

pnny^-r-'^  dt  (;>op-  -  9»^-M) 

:r(-)= P-1^^ 


+(«0— o<>V^) 
Dieser  letzte  Ausdruck  muss  nun  =  ==^^- — ^^ —  sein.  Dann  Ut: 

T(p-gVA) 

+  ip'>—qWA)  {p^-  tf^A) 

=  f^-^VA — v"-i J  ±  (p-  yV^)  (p  v*  -  9 V*-^) ' 

±  P V  T  p V-4  Tp"9 Vi!  ±  q'^ifAVA 

=  p»->V^— 9«-M  dbpV Tp?"9"-M TpV'^ffV^db^fl^-^V^. 

^jfiqrAj^pßqWA  =  —  flr"-MTp9 V*-^  +p"-V^TpV'"*«Vi<, 

±(P9"-P*'9)9'-*^-P"-V^  =  —  9*-*-4  ±  (P9'»-p»5')p"-VJ. 

(P9«-p«9)9«-iiJTp^Vil=T?"-*ii  +  (p»»— pVf^-^- 
Diese  letzte  Gleichung  ist  aber  richtig,  weil  pif>—ff>qz=.T\. 
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§.  12. 
ZahlenbeiBpiele,    berechnet    nach   der    Formel: 


X     =  V890  =  9,6190017  = 
1  ] 
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qVA—p 
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2  +  4 


44  + -Ä 


a:     =V60I  =2,494492= 
^> »_ > 

"    _    2— V601       —0.494492 
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I  1 
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X      ^ 


VlOOOO-2 


2  +  ^ 
0030918'=       32+^, 


2— VlOOOO       -0.0:«)9I8 


32V10000-65 


aT  = 


-0,010624" 
0.010624 


2  +  1 


65-32Vl000O_ 

65V10000-132~"'«0967Ö-  '+:./f 


tW  — 


132— 65V10000     -0,009670 


1 


97V10000-197 


-0,000954-^®+^;^ 


§.  18. 


0 

I 

32 

65 

97 
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Die  Formel 


P"  —  ?"  V^ 


1 

2 

65 

132 

197 
2102 


ist  freilich  yiel  einfacher  als  die  Hauptformel  in 


II 

§.  3. ;  auch  ist  die  Berechnung  der  Zahlenbeispiele  nach  derselben  nicht  so 
zeitraubend  wie  das  in  §.  8.  Hngegebene  Verfahren.  Diese  Bcre<!hnung  ist 
aber,  wie  sich  aus  der  Betrachtung  der  Beispiele  in  §.  12.  ergibt,  fast  werth- 
lo8,  und  zwar  ans  folgenden  Gründen : 


I.    Um  nach  der  Forpicl 


pO  — yO^^ 


eine    irrationale  Grösse    in   einen 


qy/^—V 
Kettenbrnch  zu  verwandeln,   mnss  vorher  der  Werth  dieser  Grösse  in  anderer 
Weise  ermittelt  werden,    und  zwar  ziemlich  genau,    weil  sonst  die  Berechnung 
leicht  geradezu  unmöglich  wird ,  indem  sich  negative  Zahlen  als  Kettenbruchs- 
oenncr  ergeben,  wovon  man  durch  einen  Versuch  sich  überzeugen  kann. 

2.  Durch  vorstehende  Berechnung  sind  eigentlich   nicht  die  irrationalen 

Grössen    \/890,    V601    und    >|/10000,    sondern    nur    die    endlichen    Zahlen 
9,6190017,  2,494492  und  2,030918  in  Kettenbrüche  verwandelt  worden. 

3.  Diese  Berechnungsweise  ist  von  dem  gewöhnlichen  Verfahren,  einen 
gemeinen  Bruch  in  einen  Kettonbruch  zu  verwandeln,  gar  nicht  verschieden, 
^e  der  Augenschein  lehrt. 
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120**  Berichtigungen. 

BerlchtigvBgeB  n  dem  Aufsatie  Nr.VIIL  des  lerra  Koutay  In 

Branii  In  diesem  lefte. 

8.  61.   letzte  Zeile:   Hinter  der  letzten  grossen  Klammer  ]  fehlt 

eine  erbobete  2  (Quadrat)  und  ist  also  zu  setzen  p. 
8.  66.   Z.  5.  V.  o.  statt  p  im  Zähler  des  ersten  .Bruchs  s.  m.  p*. 
8.  58.   Z.  23.  V.  o.  statt  », Letzteren*'  s.  m.  ,, letzteren.*' 

8.  59.   Z.  11.  V.  o.  statt     o     a«  s.  m.   -| — rs« 

8.  61.   Z.  5.  V.  u.  statt  »,  Letzteren '*  s.  m.  »Jetzteren.** 

8.62. 


Z.  3.  V.  u.  statt  -T^  6.  m.  -r^^ 


8.  63.  Z.  7.  V.  u.  statt  -,  s.  m.  ^. 

8.65.   Z.  5.  V.  u.     Die  Nummer  (17)  gehurt  zur  vorhergehenden 

Gleichung      ^__  |  =  etc.  in  Z.  7.  v.  u. 

8.  68.   Z,  9.  ▼.  o.  statt  „  — g)*"  s.  m.  ,,  =  9«." 
8.  68.   Z.  8.  V.  u.    Im  Nenner  des  grossen  Bruchs  am  Ende  des- 
selben s.  m.  „a*5a***  *o  <'>©  Stelle  von  „a*fi*  " 
8.  69.  Z.  8.  V.  o.    In  dem  Nenner  des  grossen  Bruchs  zu  Anfange 
desselben  s.m.  „fi^fa*"  statt  „c^fi^e^««;  man  tilge  also  c*. 
8.  74.   Z.  8.  V.  u.  statt  »,dem  Ellipsoide*'  s.  m.  „der  Kugel.*' 
8.  76.   Z.  7.  V.  o.  statt  ^^in  vertikalen  Diametralebeoen "  s.  m.   y,in 

der  vertikalen  Diametralebene." 
8.  76.   Z.  8.  V.  o.  statt  ,,Cy'C"'  s.  m.  „(/'C'." 
8.  76.   Z.  18.  V.  o.  statt  „Radius"  s.  m.  „Durchmesser." 
8.  76.   Z.  20.  V.  o.  statt  „benutzen"  s.  m.  », benützen." 
8.  77.   Z.  15.  V.  o.  statt  „parallel  ysi"  s.  m.  „parallel  zu  y^i." 
8.  78.   Z.  7.  V.  u.  statt  „ebenfalls"  s.  m.  „allenfalls." 
8.  78.   Z.  5.  V.  u.  statt  „Benutzung"  s.  m.  „Benützung." 
8.  78.  Z.  3.  V.  u.  statt  p  s.  m.  P. 
8.  79.   Z.  4.  V.  o.  staft  p  s.  ra.  P. 

Auf  der  Figurentafel  IV.  fehlt  in  der  Figur  auf  der  iiokeo 
8eite  der  unteren  Hälfte  an  den  Durchschnittspunkten  der  Linien 
O'G  und  O'F  mit  der  äassersten  elliptischen  Dmfaogslinie  der 
Buchstabe  r.  

Diese  im  Archiv  sonst  ganz  ungewöhnliche  grossere 
Anzahl  von  Berichtigungen,  welche  übrigens  bei  Weitem  dem 
grossten  Theile  nach  nicht  auf  Rechnung  der  Druckerei  und  des 
Correctors  kommt,  ist  leider  entstanden,  weil  wegen  der  durch 
den  Krieg,  während  welches  der  betreffende  Aufsatz  gedruckt 
wurde,  eine  Zeit  lang  völlig  unterbrochenen  Communication  —  in 
Folge  eingezogener  Nachrichten  —  eine  letzte  Correctur  nach 
Brunn  sicher  zu  senden  ganz  unmöglich  war.  G. 
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Auf  das  Entfernungsorts  -  Dreieck  Bezugliches 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  JET.  Emsmann 

an  der  Realscbule   1.  Ordnung   in   Stettin. 


I.  lo  dem  Programme  der  Kunigl.  Laiidesschule  Pforta  vom 
21.  Mai  1851  behandelt  mein  innig  verehrter  Lehrer,  der  1855  ver- 
storbene Professor  Carl  Friedr.  Andr.  Jacobi,  die  fintfer- 
nungsurter  geradliniger  Dreiecke.  Erst  seit  1858  erhält  unsere 
Anstalt  regelmässig  die  Programme  der  Gymnasien.  Es  war  mir 
daher  das  eben  näher  bezeichnete  Programm  nicht  bekannt,  als 
ich  aaf  den  im  Archiv  Theil  XLV.  S.  353.  abgedruckten  Satz 
kam:  „Schlägt  man  mit  jeder  Dreiecksseite  um  ihre 
Endpunkte  Kreise  und  verbindet  die  Durchschnitts- 
punkte.  In  welchen  die  mit  derselben  Seite  geschla- 
genen Kreise  die  an  dem  jedesmaligen  Centrum  anlie- 
gende Seite  schneiden,  so  laufen  die  drei  Verbin- 
dungsstrecken  unter  sich  parallel.'' 

Dieser  Satz  war  mir  neir,  und  daher  hielt  ich  ihn  der  Mit- 
theilung nicht  unwerth.  Durch  meinen  Bruder,  den  Oberlehrer 
l)r.  G.  £msmann  an  der  Realschule  I.  Ordnung  zu  Frankfurt 
a.  d.  O.,  bin  ich  indessen  darauf  aufmerksam  gemacht  ivorden« 
dass  derselbe  Satz  von  Jacobi  in  dem  bezeichneten  Programme 
bereits  ausgesprochen  sei.  Die  Sache  ist  richtig,  und  bedaure 
ich  nur,  dass  ich  die  schone  Arbeit  des  Mannes,  dem  ich  ge- 
rade soviel  verdanke,  nicht  früher  gekannt  habe. 

Gleichwohl  wage  ich  es  o^>ch   neben  Jacobi *s  Abhandlung 
mit  den  folgenden  Zeilen  aufzutttten.    Der  von  mir   unabhängig 
Theil  XLVI.  9 
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gefundene  Satz  hatte  mein  Interesse  noch  aniferiveitig  in  An- 
spruch genommen  und  mich  zum  Tbeii  zu  Resultaten  gefuhrt, 
welche  ich  in  Jacobi's  Programme  nicht  finde.  Einige  dieser 
Resultate  mitzutheilen,  ist  meine  Absicht. 

2.  £&  scheint  mir  nuthig^  den  von  Jacob i  genommeDeo 
Gang  wenigstens  in  den  Hauptzügen  anzugeben. 

a)  Die  Untersuchung  geht  unter  Nr.  4.  von  dem  Beweise  des 
folgenden  Lehrsatzes  aus: 

.^,Nimmt  man  auf  zwei  Dreiecksseiten  und  zwar 
von  ihren  nicht  gemeinschaftlichen  Endpunkten 
aus  Segmente  von  gleicher  Grösse  mit  der 
dritten  Seite>  so  ist  die  durch  die  beiden  auf 
jenen  ersten  Seiten  erhaltenen  Punkte  be- 
stimmte Gerade  in  ihrer  unbegrenzten  Länge 
der  geometrische  Ort  aller  derjenigen  Punkte» 
für  welche  das  Aggregat  ihrer  Entfernungen 
von  den  Dreiecksseiten  eine  unveränderliche 
Grosse  bildet." 

Eine  solche  Gerade  nennt  Jacob i  einen  Entfernnngsort. 

Ist  Dreieck  ABC  gegeben  und  AE  auf  AC:=zAB,  ebenso 
BD  auf  BC  auch  gleich  AB,  so  ist  die  durch  D  und  E  gelegte 
Gerade  der  Entfernuogsort  für  die  Seite  c.  Fällt  mau  von  irgend 
einem  Punkte  N  dieses  Entfernungsortes  auf  a  die  Normale  NK^ 
ebenso  NL  auf  6  und  NO  auf  c»  so  ist: 

Zweckmässig  unterscheidet  Jacob!  bei  jeder  Dreiecksseite 
eine  innere  und  eine  äussere  Flanke»  von  deren  jene  den 
beiden  anderen  Seiten  zugewendet»  diese  hingegen  ihnen  abge* 
wendet  ist.  Unter  Nr.  5.  wird  dann  die  Regel  aufgestellt»  dass 
jede  Normale  additiv  ist»  deren  zugehörige  (auf  ihr  normal  ste- 
hende) Seite  den  Punkt  iV  auf  ihrer  inneren  Flanke  hat»  sub- 
tractiv  im  entgegengesetzten  Falle. 

b)  Den   obigen  Lehrsatz  a)   verallgemeinert  Jacobi  unter 
Nr.  8.  durch  den  Nachweis  des  folgenden : 

»»Nimmt  man  auf  zwei  Dreiecksseiten  von 
ihren  nicht  gemeinschaftlichen  Endpunkten  aus 
Segmente  von  gleicher  Grosse  mit  der  dritten 
Seite   und  zieht  von   einem   beliebigen  Punkte 
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N  der  durch  diese  beiden  Punkte  bestimmten 
Geraden  nach  den  einzelnen  Seiten  des  Drei- 
ecks Linien  unter  ein  erlei  Win kei,  so  ist  das 
Aggregat  derselben  eine  un  veränderli  che  von 
der  besonderen  Lage  des  Punktes  N  unabhän- 
gige Länge." 

c)  Hierauf  weist  Jacobi  unter  Nr.  9.  nach,  dass,  wenn 
man  die  drei  Entfernungsorter  des  Dreiecks  construirt,  dieselben 
unter  einander  parallel  sind. 

d)  Hiermit  im  Zusammenhange  steht  der  unter  Nr.  27.  er- 
wiesene Lehrsatz: 

»»Verlängert  man  von  drei  äusseren  Winkelhal- 
birenden  eines  ungleichseitigen  Dreiecks  jede 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Gegenseite  der 
Ecke,  durch  welche  sie  hindurchgeht»  so  lie« 
gen  diese  drei  Punkte  in  gerader  Linie  und 
zwar  ist  dieselbe  den  EntfernungsOrtern  des 
Dreiecks  parallel." 

e)  Ohne  weiter  auf  den  Inhalt  des  72  Nummern  auf  50 
Quartseiten  nebst  zwei  —  J6  Figuren  enthaltenden  —  Tafeln  um- 
fassenden Programmes  einzugehen»  erlaube  ich  mir  nur  noch  dieje- 
nigen Leser  des  Archivs»  welchen  Jacobi 's  Abhandlung  zugäng- 
iicb  ist»  besonders  auf  dieselbe  aufmerksam  zu  machen^ 

3.     Der  Jacob  i 'sehe  Satz(2.a))»  wiewohl  schon  verallgemeinert 
(2,  b)),  ist  einer  noch  grosseren  Verallgemeinerung  fähig.   Nämlich: 

»»Nimmt  man  auf  zwei  Dreiecksseiten  von  ihren 
nicht  gemeinschaftlichenEndpunkten  ausSeg- 
mente» welche  einem  beliebigen  —  also  dem 
^ten  —  Theiie  der  dritten  Seite  gleich  sind» 
und  zieht  von  einem  beliebigen  Punkte  2V^  der 
durch  diese  beiden  Punkte  bestimmten  Ge- 
raden nach  den  einzelnen  Seiten  des  Dreiecks 
Linien  unter  einerlei  Winkel;  so  ist  das  Ag- 
gregat aus  der  Strecke  nach  der  Dreieck- 
seite» von  welcher  nicht  abgeschnitten  wurde» 
und  dem  ^ten  Tbeile  derjenigen,  welche  nach 
den  beiden  anderen  Seiten,  aufweichen  abge- 
schnitten wurde»  gezogen  sind,  eine  unverän- 
derliche von-der  besonderen  Lage  des  Punktes 
iV  unabhängige  Länge. 

9« 
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Hierbei  gilt  in  Bezug  auf  das  Rechoungszeichen  die  (unter 
2.  a))  ol)en  angegebene  Regel.  —  Ist  ^  =  1 ,  so  erhält  man  den 
von  Jacobi  unter  seiner  Nr.  8.(s.  o.  2.b))  aufgestellten  Satz,  und  ist 
^  =  1  und  der  Winkel  9)»  unter  welchem  die  Strecken  nach  den 
Seiten  gezogen  sind»  =  90^,  so  ist  das  Resultat  der  Satz,  wel- 
chen Jacobi  als  Ausgangspunkt  fiir  seine  Untersuchung  ge- 
nommen hat. 

Anmerkung.  Ist  in  Taf.  V.  Fig.  1.  im  Dreiecke  ABC  die 
Strecke  AE  =:  BD  ==  q  .  AB^  und  sind  von  dem  beliebigen 
Punkte  iV  auf  der  durch  D  und  E  gelegten  Geraden  die  Strecken 
NK^  nach  a,  NU  nach  6  und  NO*  nach  c  so  gezogen,  dass 
^  NK'C  =  ^  NVA  =  ^  NO'B  =  g>  ist,  so  fötle  man  noch  die 
Normalen  NK  auf  a»  NL  auf  6  und  NO  auf  c.    Es  ist  dann: 

A  BND  =  \BD.KN^\BD.NK'.Bitiq>  =  igcNK'.8m<p, 
ebenso : 

d^ANE  =  iAE.NL  =  iAE.NL'.awip  =  iqcNL'.Bmq,, 
desgleichen : 

^ANB  =  iAB.NO  =  iAB.NO'.Bimp  =  iciVO'.sin^. 
Nun  ist: 

^ANB  +  ^lANE  -^BND  =  Viereck  AEDB  =  F. 
also  stets: 

--^  =  NO'  +  q.NV--q.NK\ 
cs\nq>  ^  ^ 

Zusatz.  Nimmt  man  auf  6  und  c  von  ihren  nicht  gemein- 
schaftlichen Endpunkten  Segmente  =  qa,  auf  a  und  c  Segmente 
=  qb  und  auf  a  und  6  Segmente  =  qc  und  bezeichnet  den  Punkt 
N  auf  den  bezfiglichen  Entfernungsurtern  mit  Na*  Nb,  Nc,  ebenso 
das  bezügliche  Viereck  mit  F«,   F«  und   Fe,  so  ist: 

^  =  (NaK*  +  qNoL'  +  ^iV«O0sing> , 
?p  =  {qNhK'^'NhL'-\-qNhO')B\nfp, 


2Fe 

c 

und  ffir  9  s  90^: 


=  {^qNcK*  +  qNcL'  +  iVcO')sin9^; 
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wobei  in  Betreff  des  Rechnongszeichens  die  unter  2.  a)  angegebene 
Regel  gilt. 

4.  Wfihrend  Jacobi  vorzugesweise  die  Beziehungen  der  Ag- 
gregate dieser  Entfernungen  und  zwar  nur  unter  den  Beschrän- 
kungen,  welche  sein  nur  für  ^  =  1  geltender  Satz  ihm  auferlegt« 
untersucht,  habe  ich  besonders  die  drei  Entfernungsorts- 
strecken (worunter  ich  nicht  die  unbegrenzten  Geraden,  welche 
durch  die  Theilpunkte  gehen,  sondern  nur  die  durch  diese  Theil- 
punkte  bestimmten  Strecken  verstehe)  und  die  Beziehungen  der 
Theilpunkte  selbst  ins  Auge  gefasst.  Das  Folgende  bezieht  sich 
hierauf.  Dass  dabei  sich  allerdings  auch  bereits  von  Jacobi 
für  seinen  speciellen  Fall  Gefundenes  als  Resultat  ergiebt,  ver- 
steht sich  von  selbst. 

5.  Construirt  man  in  einem  ungleichseitigen  Dreiecke  ABC, 
in  welchem  a^b^c  ist,  die  drei  Entfernungsortsstrecken  und 
ist  BJ  auf  c  =  CH  auf  b  =i  qa,  ebenso  CF  auf  a=^  AG  auf 
e  =^  gb,  desgleichen  AE  auf  b  =  BD  auf  a  =:  qc;  so  entstehen 
die  Kreisvierecke  ADCJ,  AHFB  und  CEGB.  (Taf.  V.  Fig.  2. 
für  y  =  I,  und  (Taf.  V.  Fig.  3.  für  q  =  1.). 

Beweis. 
Es  ist: 

9a.c=  7C.a,  also  BJ.AB^BD,BC\ 
qb.ar=iqa.b,  also  CF.BC=  CH.AC; 
qc.b  =  qb.c,  also  AE,AC^sz  AG  »AB. 

Zusatz.  Für  ^  =  1  versteht  sich  dies  sofort,  da  diese 
Vierecke  sich  dann  als  Abschnitte  eines  gleichschenkligen  Drei- 
eckes heraustellen,  in  welchem  die  gleichen  Seiten  parallel  mit 
der  Basis  geschnitten  sind. 

6.  Verbindet  man  die  Durchschnittspunkte  auf  zwei  Seiten, 
weiche  von  ihrem  gemeinschaftlichen  Endpunkte  aus  erhalten 
worden  sind,  so  erhSit  man  drei  unter  sich  congruente  Dreiecke, 
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welche  im  Allgemeinen  dem  Urdreiecke  ähnlich,    aber  fiir  ^=1 
auch  mit  diesem  congruent  sind. 

Es  sind  (Taf.  V.  Fig.  '2.  und  Taf.  V.  Fijj.  3.)  die  betreffenden 
Dreiecke  AEG,  BJD  und  CFH,  Es  ergiebt  sich  dies  aus  den 
Kreisvierecken  (5.),  weil  ^  BDJ  =  ^  CFH=i  A .  ^  C//F=  j^AEG 
z=i  B  und  j^AGEz=,  j^BJlJ  ==  C;  folgt  aber  auch  schon  aus 
dem  gleichen  Verhältnisse,  respective  für  ^  =  1  aus  der  Gleich- 
heit, zweier  Seiten  und  der  Gleichheit  des  eingeschlossenen  Win- 
kels in  Bezug  auf  das  Urdreieek. 

Es  ist  also  allgemein : 

A  AEG  ^  A  BJD  ^  A  CFH,  aber  nur  oo  A  ABC, 
und 

EG  =  ga,    DJ  =  qb  und  FII  =  qc; 
aber  für  ^  =  1 : 

^AEG^  i^BJD^^CFH^  \ABC 
und 

EG  =  «,  DJz=zb  und  FH=z  c. 

7.  Verbindet  man  die  Durchschnittspunkte  auf  zwei  «Sei- 
ten, welche  von  ihrem  gemeinschaftlichen  Endpunkte  aus  er- 
halten worden  sind,  so  entstehen  durch  den  gegenseitigen  Durch- 
schnitt drei  gleichschcukelige  Dreiecke,  von  denen  je  eines  die 
Strecke  zur  Grundseite  hat,  welche  zwischen  den  auf  derselben 
Seite  des  Urdreiecks  abgetragenen  Theilpunkteü  liegt. 

In  Taf.  V.  Fig.  2.  und  Taf.  V.  F*ig.  3.  sind  die  betreffenden 
Durchschnittspunkte  K  von  FH  und  DJ;  L  von  FH  und  GE\ 
M  von  DJ  und  GE.  -  Dass  DK=^  FK,  UL^LE  und  JM^GM 

ist,  folgt  unmittelbar  aus  0. 

8.  Die  Spitzen  der  drei  gleichschenkligen  Drei, 
ecke  (7.)  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  sich  verhalten  wie 
die  Sinus  der  doppelten  Wini^cl  des  Urdreiecks. 

ß  e  w  eis. 

In  den  gleichscbenkeligen  Dreiecken  ist  der  Basiswinkel  ent- 
weder gleich  einem  Winkel  des  Urdreiecks  oder  gleich  dem 
Nebenwinkel  eines  solchen,  folglich  der  Winkel  an  der  Spitze 
entweder  =  180^ -2.1  oder  =  180«-2ß  oder  =  180O-2C,  oder 
=  1800  —  2(180'^-^)  =  2^—1800  oder  =  2iB  -  180«  oder  = 
2C—  180O.  Es  ist  aber  sin  (I80o— 2^)  =  sin 2^  u.  s.  w.,  und  wenn 
2A>  180O  ist,  sin (2^— 180^)  =:-sin2J  u.s.w.,  in  welchem  Falle 
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der  Werth  jedoch  ebenfalls  positiv  wird,  da  sin 2/1  an  sich  ne- 
gativ ist.  Die  Winkel  des  Dreiecks  /^L^  sind  aber  entireder  die 
Winkel  an  der  Spitze  der  gleicbschenkeligen  Dreiecke  selbst 
oder  deren  Nebenwinkel. 

Zusatz  1.  Ist  das  Urdreieck  rechtwinkelige  so  laufen  zwei 
Seiten  des  Dreiecks  KLM  parallel.  Das  Dreieck  ist  also  un- 
endlich lang. 

Zusatz  2.  Ist  das  Urdreieck  gleichschenkelig,  so  ist  es 
auch  ^KLM. 

Zusatz  3.    Ist  das  Urdreieck  gleichseitig»    so    ist   es    auch 

9.  Fällt  man  von  dien  Spitzen  der  gleicbschenkeligen  Drei- 
ecke (7.)  auf  die  zugehörigen  Grundseiterr  die  Normalen  KN^  LO 
und  3IP  (Taf.  V.  Fig.  2.)>  so  werden  die  Grundseiten  bekanntlich 
halbirt  und  es  ergiebt  sich  allgemein: 

a)  KN=-iDF.tg8A, 
L0=  iHEAgsB, 
MP=     iGJAgsC 

Da  nun: 

b)  —DFz=2--a  +  gb+gc, 

HEz=.    qa  —'  h-{-  qc, 
GJ  =    qa-{-  qb  —  c 
ist,  so  folgt  aus  a): 

KN  =  i(-a  +  96  +  qc)ig8A, 
LO  =  i{qa—b  +  qc)  tgsB, 
3t  P  =  i(qa  +  qb--c)tg8C. 

c)  Folglich  i«t  für  9  =  1  (Taf.  V.  Fig.  3.)  : 

K2V  =  iDF.tgs^  =  4(~a  +  6+c)  tgs^, 
L0  =  iHE.tgsß  =  i(a—b  +  c)igsB, 
MP  =  {GJ.tgsC  =r  \{a-{-b'-c) tgsC. 

.d)  Construirt  man  in  das  ^ABC  (Taf.  V.  Fig.  3.)  den  einge- 
schriebenen Kreis  und  bezeichnet  den  Abstand  der  Dreiecksspitze  A 
von  dem  Berührungspunkte  mit  x»  ebenso  den  der  Dreiecksspitze 
B  mit  y  und  den  der  Dreiecksspitze  C  mit  z,  so  ist  bekanntlich: 

— a  +  6  +  c  =  2a:,  also  =  DF, 
a — b  +  c  =:  2i/,  also  =  HE, 
a-|-6— c  =  2i;,  also  =  GJ. 
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Folglich  sind  fiir  q  =^  \  die  Strecken^  welche  zwischen  den 
auf  derselben  Seite  des  Urdreiecks  abgetragenen  Tbeilponkten 
liegen,  doppelt  so  gross  als  der  Abstand  des  Berührungspunktes 
des  in  das  Urdreieck  eingeschriebenen  Kreises  von  der  Dreiecks- 
spitze,  welche  der  betreffenden  Seite  gegenüberliegt* 

e)  Ist  r  der  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises,  so  ist 
bekanntlich : 

a?  =  r.ctgji4,  y  =  r.ctgiÄ,  i  =  r.ctg4C; 
also  ist: 

PF.HE.GJ  =  8r»ctgi^.ctglB.ctgtC 

=  8r»(ctg4^  +  ctgiÄ  +  ctgiO, 

0  Es  ist  aber  auch  für  9=  1  (Taf.V.  Fig.3.)  BN=  BF^  \DF 
=  a— Ä  +  4(— a  +  6  +  c)=ri(a— Ä+c)  und  CiV=  Ka  +  *— c); 
ebenso  AP^AG-^iGJ  =  4(— a  +  6  +c)  und  i?P=  4(a--Ä  +  c); 
desgleichen  CO  =  AE-\HE  =  i(a+6-c)  und  AO  =  i(--a+6+c); 
folglich  treffen  die  Hüben  der  gleichschenkeligen  Dreiecke  (für 
^  =  ])  in  die  Berührungspunkte  des  Kreises,  welcher  in  das  Ur- 
dreieck eingeschrieben  ist. 

g)  Es    ist    also  (nach   c))  für  7  =  1 ,    wie  allerdings  auch 
^chon  aus  d)  folgt: 

KN=2X.igBA, 
LO^fj.igBB, 
^Pzrj.tgsC; 

d.  h.  die  Hüben  der  drei  gleichschenkeligen  Dreiecke  sind,  wenn 
man  die  ganzen  Dreiecksseiten  selbst  abgetragen  hat,  gleich  den 
Normalen,  welche  man  in  den  Berührungspunkten  des  einge- 
schriebenen Kreises  auf  einer  der  beiden  Seiten,  auf  welchen 
die  Gruudseite  des  betreffenden  gleichschenkeligen  Dreiecks  nicht 
liegt,  errichtet  und  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  anderen  Seite 
verlängert.     Es  ist  also  in  Taf.V.  Flg.  3.: 

ß{N  =  PX'  =  OX";  LO  =  TVr  =  PF';  ^P=  OZ'  =  KZ". 

h)  Aus  0  f'>lgtf  dass  für  ^  =  I  die  Hüben  der  gleichschen- 
keligen Dreiecke  sieb  in  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  schneiden, 
welcher  in  das  Urdreieck  eingeschrieben  ist. 

i)  Hieraus  folgt,  dass  man  den  Mittelpunkt  des  in  ein  Drei- 
eck eingeschriebenen  Kreises  finden  kann,  wenn  man  auf  zwei 
Dreiecksseiten  die  beiden  anliegenden  abschneidet,  die  zwischen 
den  beiden  Theilpunkten  liegende  Strecke  haUiirt  und  in  den  so 
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erhaltenen  beiden  Punkten  auf  den  betreffenden  Seiten  Normalen 
errichtet.  Der  Darchschnittspunkt  der  beiden  Normalen  ist  der 
Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises  und  jede  Normale  selbst 
der  Halbmesser  desselben. 

10.  Diese  für  ^  s=  I  so  einfachen  Beziehungen  sind  offenbar 
nor  Specialitäten  der  allgemeinen  Werthe  für  ein  beliebiges  q. 
Es  fragt  sich  nun,  welches  diese  allgemeinen  Werthe  sind  und 
«welche  Bedeutung  dieselben  haben. 

Zunächst  ist  (Taf.  V.  Fig.  2.)  allgemein: 

^P=i(-^a+^6  +  c)  =  4(-a  +  Ä+c)+-^(a-6). 

AO  =  K^qa+b-l-qc)  =  i(~a  +  6  +  c)  +  '-^  (a-c) . 
B2V  =  i{a-^6+^c)=:i(a^6  +c)+^^(6-c), 
BP  =  i(^a-  ^6  +  c)  =  i(o  -  6  +  c)  +  *-=?  (6-a), 
CO  =  i(qa  +  6  -  ^c)  =  4(a  +  6  -  c)  +  ^^  (c-o) . 
CN  ^  i(a  +  qb  ^  qc)  =  lia  ■{■  b  ^  c)+  ^-^  (c-Ä). 

Es  fallen  also  die  Punkte  N,  O  und  P  mit  den  Berührungs- 
punkten des  eingeschriebenen  Kreises  zusammen,  wenn  9=1 
ist,  da  man  dann  die  unter  0  aufgestellten  Werthe  und  AP=  AO, 
BN=  BP,  CO  =  CiV  erhält.  Ausserdem  ist  dies  der  Fall,  wenn 
das  Dreieck  gleichseitig  ist,  fiir  jeden  Werth  von  q.  Bei  dem 
gleichschenkeligen  Dreiecke  gilt  dasselbe  nur  für  den  auf  derGrund- 
seite  liegenden  Punkt.  Im  Allgemeinen  liegen  die  Fusspunkte 
der  Normalen  abweichend  von  den  Berührungspunkten  des  einge- 
schriebenen Kreises    und   zwar   um  -ö~  von    der    Differenz    der 

Seite,  welche  der  Dreiecksspitze  gegenüber  liegt,  von  welcher  aus, 
und  derjenigen,  welche  der  Dreiecksspitze  gegenüber  liegt,  nach 
welcher  hin  der  Abstand  genommen  wird.  Diese  Grosse  ist  ad- 
ditiv zu  nehmen,  wenn  jene  Seite  die  grossere,  aber  subtractiv, 
wenn  sie  die  kleinere  ist. 

11.    Es  ist: 
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\{qa  +  ^6  -  c)  =  4(a  +  6-c)  -  t^(a+6); 

folglich   sind    die   allgemeinen  Werthe,    welche   in    9.  b)   für  die 
Hoben  der  gieicbscbenkeligen  Dreiecke  aufgestellt  sind: 

A^  =  4(-a+^6+^c)tg8^  =  [4(-^o  +  6  +  c)-  ^(Ä  +  c)]tgs/l, 
JLO  =  i(^a-6  +  ^c)tg8ß  =  [4(fl-Ä  +  c) ^(a  +  c)]tg8£f, 

^P=:i(^a+^&-c)tg8C=[4(a  +  6-.c)  -    ^(a  +  6)]tgsC 

Um  also  den  allgemeinen  Ausdruck,  welcher  dem  unter  9.  g) 
für  9=1  gefundenen  entspricht,  zu  erhalten,  muss  man  den 
Abstand    des  Beriihrungspunktes    des    eingeschriebenen  Kreises 

von  der  betreffenden  Dreiecksspitze  um  —^  der  Summe  aus  den 

beiden  die  Winkelspitze  einschliessenden  Seiten  von  der  Berfih- 
rungsstelle  aus  verringern  und  in  diesen  Endpunkten  Normalen 
bis  zum  Durchschnitte  mit  der  anderen  Seite  errichten. 

12.    9.  h)  führt  verallgemeinert  auf  folgendes  Ergebniss: 

Nimmt  man  auf  jeder  Dreiecksseite  zwei  Segmenjc,  von  de- 
nen jedes  gleich  dem  ^ten  Theile  der  anliegenden  Seite  ist  und 
zwar  von  dem  mit  der  anliegenden  Seite  gemeinschaftlichen  End- 
punkte aus,  so  schneiden  sich  die  in  den  Halbirungspunkten  der 
Strecken,  welche  durch  die  auf  derselben  Seite  liegenden  TheiU 
punkte  bestimmt  sind,  errichteten  drei  Normalen  in  einem  Punkte. 

Ist  in  Taf.  V.  Fig. 4.  (q  =1)  BD  =  AE  =  qc;  CF-  AG  =  qb; 
BJ=  CH=qa;  ferner  DN:=F]S,  EÜ=HO,  GPzrzJP;  endlich 
NZr  normal  auf  DF,  ebenso  Z'OÄ"  auf  EH,  desgleichen 
X'PT'  auf  GJi  so  schneiden  sich  diese  letzteren  in  R. 

Beweis. 

Es  schneiden  sich  zunächst  zwei  dieser  Normalen  z.B.  PY" 
und  NZ"  in  R.  Fällt  man  nun  von  diesem  Durchschnittspunkte 
eine  Normale  auf  AC  und   trifft  diese  AC  in  O',  so  ist  —  wenn 
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man  von  O'  eine  Normale  auf  P/2  Tallt,  wegen  ^PßO'  =  180^—^, 
und  ivenn  man  ebenso  von  O'  auf  NR  eine  Normale  fällt, 
ivegen  ^NRO'  ^  C—: 

^^,       AP-AO\cosA      NC-CO\tosC 

KU    =  ; — 3 : — 7t • 

Folglich  ist: 

[AP'-(b'-CO')co8A]s\nC  =  (NC-CO^cosQsinA, 
folglieh : 

CO'.(filn^cosC+co8J8inO  =  iVC«in^— ^P.8inC+Äcos-4sinC 
also:  ^ 

_  iVC.fiin  A'-'AP,6\nC+  öcosAsinC 

Setzt    man    nun    sinrl  =  cyr-  V^(a+6+c)(-a+/>+c)(a-6f  c)(a+6-c) 

und  ebenso  für  sin^  und  sin  C  die  entsprechenden  Werthe,  so 
wird: 

_  2a . NC—^c .AP  +  2bc cos  A 
Li)  -  26  • 

Da  aber  26ccofl /l  r=  6«+ c«—a*  ist,  ferner  JP  =  i(-^a+ ^6  +  c) 
und  CN ^i(a-t-gö^gc),  so  erhält  man: 

CO'  =  ^.^^  =  iiga  +  6-^c). 

Eine  Normale  auf  AC  von  R,  dem  Durchschnittspunlite  der 
Normalen  PY"  und  iVZ",  trifft  also  AC  so,  dass  der  Abstand 
voo  C  =  iC^a  +  6  —  ^c),  also  von  A  =  i(— ^a  +  6  +  ^c)  ist,  folglich 
^eht  eine  im  Punkte  O  auf  AC  errichtete  Normale,  da  für  diese 
nach  der  Annahme  CO=z  ^{ga  +  b-rgc)  und  AO  =^  \{ — ga-\-b-\-gc) 
sein  soll,  in  denselben  Punkt  R,  in  welchem  sich  die  beiden  an- 
deren Normalen,  die  in  N  und  P  errichtet  sind,  schneiden. 

Zusatz  L  Dieser  Punkt /2  wird  für^=l  der  Mittelpunkt  des 
in  das  Urdreieck  eingeschriebenen/Kreises  (s.  9.).  Wurde  man  in 
dem  vorhergehenden  Beweise  9=  1  annehmen,  so  erhielte  man,  da 
^P=:4(— a+6+c)  und  CiV=4(a  +  A-c)  wird,  C0'=i(a+6— c). 
also  =  CN,  und  AO'  z=z  J(— a  +  6  +  c),  also  =  AP,  d.  h.  die  Be- 
rührungspunkte des  eingeschriebenen  Kreises. 

Znsatz  2.    Die  Normalen  KN^  LO  uftd  PM  sind  Transver- 
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salen  des  Dreiecks  KLM,  welche  die  Winkel,  respective  die 
Aussenwinkel  desselben  halbiren,  da  sie  von  den  Spitzen  der 
gleichschenkeligen  Dreiecke  auf  deren  Grundseiten  gefällt  sind. 
Folglich  ist  ihr  gemeinschaftlicher  Durchschnittspunkt  R  der 
Mittelpunkt  eines  Berührungskreises  des  Dreiecks  KLM  und 
zwar  des  inneren,  wenn  R  innerhalb  des  Dreiecks  liegt,  oder  eines 
Süsseren,  wenn  R  ausserhalb  seine  Stelle  hat 

Zusatz  3.  Fiir  ^  =  1  wird  R  Mittelpunkt  1)  des  in  ^ABC 
eingeschriebenen  Kreises;  2)  des  in  ^KLM  eingeschriebenen: 
3)  da  (Taf.  V.  Fig.  3.)  wegen  KNz=:  PX'  =  OX'auch  KR  =  RX'  =Ä  A' 
wird,  des  um  A  KX'X"  beschriebenen ;  ebenso  4)  des  um^LV  V 
und  5)  des  um  i^MZ'Z"  beschriebenen,  da  RL—Rr^RY"  ist 
wegen  LO  =i  NT  =  PF"  und  RM  =  ÄZ'  =  RZ"  wegen 
MP=Or  =  NZ". 

Zusatz  4.  Der  Abstand  des  Punktes  R  von  einer 
Dreiecksseite  ist  gleich  der  Summe  aus  dem  ^ten  Theile  des 
Abstandes  des  Mittelpunktes  des  eingeschriebenen  Kreises  (also 
gr)  und  dem  (1 — q)len  Theile  des  Abstandes  des  Mittelpunkts  des 
umschriebenen  Kreises  von  derselben  Seite. 

Es  ist  nämlich: 

BP— BN,  €08  B       CO-CN.cosC 


Ä0  = 


BxnB 

NC- 

-CO. 

cosC 

sinC 

AO- 

-AP.i 

cos/i 

sin  C 

AP—AO.coeA 
sin  A  ' 


o„       .M^  —  .M,.^»^.M        BN-BP.C08B  ^     ,     ,^ 

RP= -, — j = v— ö (s.  in  12.); 

sin  .4  sin  ff  ^  ^' 

also  mit  Berücksichtigung  von  10.  und  weil  a=:6cosC-f  ccosfPu.s.w. 

^j^  _  (fl  — 6-1- c)(J —cos  ^)— (1—^)6 (cos  ^  +  cos  C—l) 
""  .    2sin^ 

_  (fl  -f  6  — 60(1  —cos  C)  — (l~y) c(co8  B  +  cos  C~  I) 
■"  2sinC 

,,       A.     N*      iD       (I— ^)6(cosÄ  +  cosC— 1) 
=  4(«-6+c.)tgsiÄ--— ^— 2^.-^ -' 

=  i(fl  +  6-c)  tgs  46 2ihrC 

Aehnliche  Werthe  ergeben  sich  für  RO  und  RP;  da  aber 

r=4(-a  +  Ä+c)tgsi^  =  J(a-6  +  c)tgslÄ  =  J(a  +  6— c)tgsJC 
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und  cos  A  4-  cos  B  -f-  cos  C  =  1  -f  jp  ist,  so  erhält  man : 

^Y_         (l-y)(cosl?  +  cosC~l)a_        (!~y)(r— ftco8/l)a 
Ki^^T^  28in/l  ""  2Ä.sin^ 

=  r  —  (1—^)  (r -  Ä .  cos  ^)    (da  2fi  sin  2I  =  a  ist) 

Ebenso : 

RO=zqr  ^^  (1— ^)Ä.co8Ä 
und 

i?P  =:  ^  -h  (1—^)  Ä.COS  C. 

Es  ist  aber  ü^.eosil  der  Abstand  des  Mittelpunktes  des  um- 
schriebenen Kreises  von  a,  ebenso  R.coaB  von  b  und  12. cos C 
ron  c;  bezeichnet  man  diese  mit  Ra*  Rh  und  Rt,  so  ist  also: 

/^iV=^  + (1-^)12«;  Ä0  =  ^+(1-^)Ä»;  ÄP:^^  +  (l-^)Äc. 

Anmerkung.  Wegen  des  Abstandes  des  Punktes  R  von 
den  Seiten  des  A  KLM  vergl.  Zusatz  2. 

13.  Das  Product  aus  den  3  Hohen  der  gleichschen- 
keligen  Dreiecke  9.  b)  ist  im  Allgemeinen: 

KN.LO.MP = \{-a^qb  +^c)(^a-6+^c)(^Ä+  ^6-c)tg8il.  tgsÄ  tgsC 

=  a(-«+^6+^c)(^a-6+^c)(^a+^6-c)(tgSil+tgsi?+tg8C). 

Hieraus  ergeben  sich  fClr  ^  =  l  mehrere  einfache  Formeln : 

a)ÄiV.LO.J|fP==  4(-a+6+c)(a-6+c)(a+6-c)tgs  il.tgs^.tgsC 

=  J(  -a+6+c)(a~6+c)(a+6-c)(tg82l+tgsBf  tgsC). 

Da 

(a  +  6  +  c)(--a+ft  +  c)(a— 6  +  c)(o+6— c)  =  16A* 
ist,  so  folgt: 

a  +  6  +  c  11  +  6  +  C 

Da  2^  =:  r(a  -|-  6  -f  ^)  i«t,  wo  r  den  /Radius  des  eingeschrie- 
beaeo  Kreises  bezeichnet,  und  abc  =  iR^  für  /?  als  Radius  des 
umschriebenen  Kreises»  so  folgt: 

c) KN.LO.mP-  ^T.igMÄAgsB. tgsC  =  A^ (tgs-^  +  tgs  Ä  +  tgs  C) 
=iö6e^tg8i<.tgsi?.^C=ia6c^(tg8i<+tgsB+tgsO. 
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also: 

d)  KN.LO.MPiabc  =  r.tgs^.tg8Ätg8C:4ft 

=:  r.sin^l.sin&.sin  C'AR^cosA.cos  ß.cosC- 

14.     Für  die  gleichen  Seiten  der  gleichschenkeligen 
Dreiecke  (9.  b))  et  hält  man  allgemein: 

KD  =  4(— a;+  gb + qc)  secA  =  [i(— o  +  6 + c)  -  -^  (6 + c)]  secA ; 
IrÄ  =  i(^a— 6  +  qc) secB  =  [i(a-6  +  c)  -  -^(a+c)]8€c»; 

;ilG  =  4fea+^6  — c)8ecC=[4(a  +  6  — c?)  -  -^(a  +  6)]8ecC. 

Also  ist: 

KD.LH.MG 

_       ( — a+qb-i-qc)  (qa—b  -f  ^tp  (^fl +g6— c) 

8cOSi4.COS^.C08  C 

_      (—g  +  qb^qc)  {qa^b^^qc){qa^qb'~c) 
^  2(1  +  cos2/I  +  co82ä+co82C) 

_     (— g  -f  ^6 + gc)  (^g—fe  +  qc)  (qa  -f  g6— c) 

S(s\BA.8iüB.cosC-\-'sinji.9inC.cosB-\-8inß.8mC.co8A—  I) ' 

Also  ßlr  ^  =  1 : 

ticoaA,co8B.co8  C 
u.  s.  w. 

2A* 


(a  -f  6  -f  <?)  cos^l.cos/^.cos  C 


ia6c- 


coi^i^.cos^.cosC       '       ß  '  cos i4. cos  B.cosC 

u.  s.  w. 

Also: 

KD.LB.MGiabc  ^:z  r :iR .cos A ,coa B .co8 C. 

15.    Die   Eotfernungsortsstrecken   ififJ,   FG  und    /)£ 
haben  im  Allgemeinen  folgende  Werthe: 
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^•/»=  AJ*+  AH^-i^2AJ.  AH. cos  A 

=  (^«— c)^+ (6— ^fl)«  +  2(qa-v)  (b-qa)  cos  A 

=  «*—  2^0  ( — qa+b+c)  (1— cos  A)  ' 

=  o*— 4^a(— ^a+6+c)sin»4^ 

=  fl*~f^(-^a+Ä  +  c)(a-6  +  c)(a+Ä-c) 

aH^c^ — gadc( — ^a-f  6-f  c)(a— 6-f  c)(a  +  6 — c) 

n 
=  T-[aÄc— ^(— ^a+6+c)(a— 6  +  c)(a+6— c)] 

(*+y)(a:+i)(y+x)  ^*-^-'*^^- 

Ebenao: 
FG«=  6«— 2^6(a—^ft +<?)(! -cos  Ä) 

—  b*'-^(^-gb  +  c)i-^a+b+c)(a+b'~c) 

oc 

aH^(^^qabc(a^gb+c)  (— a+ 6  {-  c)  (a+ b — e) 

=  —  [a6c— ^(— a+Ä+c)(a-^6+c)(fl+6— c)] 

_  (^  +  g)'[(J?  i-y)  (a?-f  t)(y +0  —  4^  (1  — y)ari(a?-t-  g)— 8^jry»] 

Desgleichen: 

/>£*=:c*--2^c(a+6  — ^c)(l-co80 
=  c«-4^c(a+6— ^c)siii«4C 

=  c«-g(a+6-^c)(-a+6+c)(a-6+c) 

a»6*c*— ygfe€?(— g +6  +c)  (g— 6  -f  c)(o  -f  6— gc) 

—  ä«6« 

=  ^  [a6c— ^  (— a + 6  +  c)(a— 6 + c)  (a  +  6— ^c)  ] 
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Ebenso: 

F&  =  4«-2A  (0-*  +  c)  (1— C08  B). 
—  6«— l«(a-*+c)sln«4B, 

=  **~^  (-a +6+c){a-*  +  c)(a+ 6-c), 
a<6«c«— a6c(— a+fe-fc)(a— 6-t-c)(a+fe— c) 

=  ^  (oAc-D/'.  iSTfi .  GJ). 

..         16ftA« 
"""       oc(a+6+c)' 

2r 
=  *•(»- 2)» 

=  ^(ÄA-2r»ctgM.ctg4Ä.ctgiO, 

=  ^  [ÄA  -  2r»(ctg4^+  ttgiÄ+ ctgiO], 

=  —  (a6c— &ryz), 

(^+y)(y+a^)' 

_  (:r+i)«[(ar+y)(a?+»)(y-f  t)^(&ryt)] 
""  (^+y)(j:+z)(y  +  «) 

Dessgleichen: 

/)£?=  c*— 2c(o+6-c)(l— cosO, 

=  c«— 4c(a  +  6-c)8in«JC, 

a»6«c«— fl&c(— o+6+c)(a--6  +  c)(a+6~c) 

=  ^[a6c-(-a+6+c)(a-6+c)(a+6-c)]. 
=  ^(fl6c-/)F.i?£;.GJ), 

Thail  XLYI.  10 
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Zaaatz  1.    Im  Allgemeinen  ist  also: 
HJ^ :  FG«  =  a^[abc-'q{-'qa  +  6  +  c)  (a— A  -{cjia^  6— c)J 

:6«[a6c— ^(— II  +  6+  c)[(cf— ^6  +  c)(a+  ä— c)] , 

FC« :  />iS«  =  6«[o&c;-^(— a + 6 + c)  (a~^6 + c)(a  +  6-c)] 

:c*[a6c— ^— a+6+c)(a— 6+c)(a  +  6— (^c)], 

DJS«:  ÄJ«  =  c\abc--q{-a  +  6  +  c)(ii— 6  +  c){fl  +  6— ^c)] 

:  fl*[aÄc— ^(— ^a  +  6  +  c)(a  —6  +  #?)(cf + Ä— c)]. 

Zusatz  2.    Far  ^  =  1  ist  daher: 

HJ\FG:DE  =  aibic. 

Zusatz  3.    Speciell  ergeben  sieb,  wenn  ^  =:  1  ist,  folgende 
Werthe: 

HJ^  =  fl«— 2a(-a  +  6  +  c)(l— cosi^), 
=  a«— 4a(— a  +  6  +  c)  sin«  i^l, 

_  a«fe«c«-fl6c(-a+  6  +  c){a'-b  +  c)(a -t-6~c) 


6c  ^ 


=  ^  (abc-DF.HE.GJ)  ....  (s.  9.  d.)) 


=  a». 


Äc(a  +  6  +  c)' 


=  5j(ßA-2r»ctg4.<.ctg4i?.  ctgiO, 
=  1^  [ßA-2r3(ctgi^+ctg4ß  +  ctg4C)J, 

—  9_    8ary2(y+z) 
-^       (ar+y)(a:+2)' 

-  (a;  +  y)(.T  +  2)(y  +  t) 
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Ebenso: 

F&  =  6«-2ft  (0-*  +  e)  (l-cM  B), 
=  6«— l*(a-6+c)«lD«Jfi, 

=  *"- ^  (-«+*+«)(«-*+ c) (a  +  6-c). 
_  a*6«c*— a&c(-a+6+c)fa-6-t.c)(a+fe-c) 

=  -  {abe-DF.  BE .  GJ). 


=  6«- 


ac{a-\^b^ey 

=  -  (ÄA-2r»ctgM.  ctgiB.ctgiO, 
=  -  [ÄA  -  2r»(ctg44+ ctgiÄ+ ctg  JO], 
=  ^  (a*c— arjfi), 

_  (a;+t)«[(g+y)(ar-Ft)(y-f  »)-(&ryt)1 

(a;+y)(x+»)(y+») 
DeMgldchen: 

DE»  =  c«— 2c(o+6-c)(l— cosO, 
=  c"— 4c(a  +  6— c)8ln«JC, 

=  «•-ä(-«+6+c)(a-*+c)(a  +  6— c). 

_  a«6«c»— g&c(— a+6+c)(a-ft-fc)(a-ffe-c) 
-  ^gi  > 

=  ^  (abc-DF.BE.GJ) . 
Tluil  XLVI.  jO 
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=c«- 


ab(a-\-b-^e)  ' 


2r 

=  ^(ÄA-2r«ctgM.ctg4Ä.ctg4C). 
=  ä  [ÄA-2r»(ctgi.4  +  ctgiB  +  ctgiO], 
=  ^  (a6c— 8a:yi), 

-  '^  -  («-|-i)(y+»)  • 

_  (g+y)*[(g+y)(a?-l-»)(y+*)-&gy»l 

~  (ar+y)(«+«)(y+*) 

Zasats  4.    a)  Ist  a  >  A  >  e  nnd   wird   96  +  f c  s  a,   also 

Q  SS  T-. —  t    so  fallen  D  and  F  sosammen  nnd  es  wird: 
'      o-tc 

„_        ,     2a«(a  +  6  +  c)(-ffl  -j-  6  +  cXl-cos  A) 

FG.  «der  DC «  ^_?2*£(£+*±|f=-£fi), 

a.  s.  w.. 


2a6c(a  +  A-»c)(l-cosO 
(6  +  c)« 


a.  8.  w. 


b)  l8t  a >  6>  ü  and  oc  -f  9<t  =  ^»  Also  9  =  — r—  ,    so  fallen 
A  and  £  lasammeD  and  es  wird: 
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«  fi  _  „i_  '^aM«  t  ft-f  c)(l— coa/Q 

"  ^*     a(-ot6  +  c)(«+c)«^' 
fr«  -  h*      ^'^^  +  ft  -t-  c) (a-ft  -f  cKl-coag) 

16A" 


=  *«(! 


2BAc(a  +  64g)(l— coaC) 


(«  +  «)• 

"  ^'     c(a+6— c)(a+c)«'* 

e)  Ist  a>6>c  und  9a -|- 96  =  0,  alao  9=  —r,    so    fallen 
^  and  G  znsammeD  nnd  inaD  erhSIt; 


HJ*=ia* 


2<i6c(a+fe+c)(l-co8i<) 
(«  +  *)• 

"  ^'     a(-o  +  6  +  cXa+6)«'' 
rr*  —  Aa     2a6c(a  +  6  -t-  c)  (1— cos  B) 

-"  V»     6(a-6  +  c)(a  +  6)«'' 

2c«(a  +  fe  -f  c)(a  -f  6— c)(l--cosO 

~o*(a  +  6)«^' 
Es  (ritt  dies  z.  B.  ein  bei  Dreiecken  mit  Tolgenden  Werthen 


a 

6 

c 

a 

0 

e 

'-6+C 

»-a  +  c 

»-a  +  Ä 

T 

T 

•i 

? 

5 

4 

2 

4 

J 

5 

4 

3 

i 

6 

4 

3 

1% 

6 

5 

2 

Ä 

6 

6 

3 

A 

6 

5 

4 

t\ 

10* 
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16.  um  die  Richtung  der  EotfernungsortsstreGken 
Bu  ermitteln  ist  es  wegen  der  Beziehungszeicben  zweckmfiasig 
▼on  dem  Falle  auszugehen,  wo  alle  Theilpunkte  auf  den  Seiten 
selbst  liegen,  also  wo  c'^  ga  Ist,  wenn  a>  A>  ü  angenommen 
wird. 

£3  ^  ^ l|9 

Man  erhält  dann  nach  der  Formel  cos  A  = „r «  und 

weil  a  =  bcosC  -f  ccosB  u.  s.  w.  Ist: 

^  ,-,      acosA — ga(l^eo»A) 
cos  AJU=^ -j^j * 

^  __ ,      a  cos  C  —  ofl(l — cos  A) 
coB  AU J^=, -J^j -» 

^^-  »i^^jc     ^cosi^  — y&(l>-cosg) 
cos  liiMr  =^ fes f 

cos  X>r  fjr  =s  ^Vy^ 9 

^w^wx       ccoSi4  —  flfc(I  — cos  C) 
cos  CED=  -^p , 

^rkwr      ^^^^  B^qc  (1  — cos  Q 
cos  CDE  = jjjt • 

Ferner  ergeben  sich  folgende  Werthe: 

.     ^wn      asinB— MsiUil 
BwAJH=i  öj 9 

«     Ant       asinC  —  oasinA 
sin  AHJ  = Tj4 »  , 

.    n^w^      6sin^— öÄsinÄ 
sm  BGF  = p-^- • 

,i„CED  =  ^^^^^^, 

.    ^wxr-      csinB— flrcsinC 
sm  CDE  = 5^1 

Ist  qe  >  II,  so  erhalten  die  cos.  und  sin.  dieser  Winkel  simrot- 
lieb  den  entgegengesetzten  Werth»  denn  es  liegen  dann  almmt- 
licbe  Theilpunkte  auf  den  Verläogemogen  der  Seiten.    Liegt  der 
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eioe  Endponkt  eioer  EDtfernaiigsortstrecke  aaf  einer  Seite  de8 
Dreiecks  selbst^  der  andere  aber  auf  der  Verlängerung  der  an« 
deren  Seite,  so  bleibt  für  de^  Winkel,  dessen  Scheitelpunkt  auf 
der  Seite  selbst  liegt,  der  Cosinus  unverSndertt  aber  der  Sinus 
erbSit  den  entgegengesetzten  Werth,  während  für  den  Winkel, 
dessen  Scheitelpunkt  auf  der  Verlängerung  liegt,  es  umgekehrt 
ist,  nämlich  der  Sinus  unverändert  bleibt,  aber  der  Cosinus  den 
entgegengesetzten  Werth  erhält. 

Aus  obigen  Werthen  folgt: 

eosAJHicosBGF 
=  a{qQosA  +  cosfi— 9)F6:6(cosil  +  qcosB^q)UJ, 

cobCEDicosAHJ 

=  c(9Cos  C  \-  cos/l  — 9)Ä/;a(cos  C -(-  r/ cos  /l  — - 9)  DE , 

coBBFG'.cfisCDE 

=  6(9'cosÄ  +  co8C— ^)Z>JB:c(cosß  +  ^cosC— 9)/'G; 

und : 

sio  ilJJSr :  sin /?GF  =  n  (sin  B-- ^sin  ^)  F6: 6  (sin  il  —  9sin  ^  £rj, 
sin C£Z>:  sin  AHJ  =  c(sinil— ^sin  C)HJ:a(ß\n  C — qBinA)DE9 
mlnBFG:a\nCDE  =  b(8\nC'--gs\DB)DE:ciBmB^qsmQFG. 

la  Da  nun  fftr  9=1  (15.  Zus.  2.)  BJ:FGtDE:=^  a:  bic 
Ist,  80  wird  in  diesem  Falle: 

coaAJH  =  cos jB6rF,  sm  AJB  =i-- sin BGF; 
cos  CED  =  cos  AHJ,  sin  CED  —  -  sin  AHJ; 
cobBFG  =  cos CDE,  sin  BFG  =—  sin CDE. 

In  diesem  Falle  liegen^  wenn  das  Dreieck  ungleichseitig  und 
zwar  ii>6>c  ist,  die  Theilpunkte  D,  E  und  F  auf  den  Seiten 
selbst«  aber  &,  H  und  J  auf  den  Verlängerungen.  Es  sind  also 
eosAJH  und  cos  A&'F  gleich  und  gleichbezeichnet  ( — );  sin  AJH 
(—)  und  sin BGF  (+)  gleich,  aber  entgegengesetzt  bezeichnet; 
ferner  coaCED  (+)  und  coaAHJ  (— )  gleich,  aber  entgegenge- 
setzt bezeichnet;  sin  CED  (-{-)  und  am  AHJ  ( — 1)  ebenfalls;  end- 
lich coaBFG  (-f )  und  co»  CDE  (-f )  beide  gleich  und  gleich  be- 
zeichnet; ainBFG  (— )  und  sin  CDE  (-f)  gleich,  aber  entgegen- 
gesetzt  bezeichnet     Es  sind  daher  ^AJH  und  ^i3&F  gleiche 
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ionere  Wechselwinkel;  jLBFG  OBd  ^CDE  gleiche  ftiusere 
WeehselffiDkel ;  ^CDE  und  ^AHJ  verschränkte  Winkel,  die 
xnsammen  180^  betragen.  Folglich  laufen  die  drei  Enifemangs« 
ortsstrecken  fiir  9  =:  1  parallel. 

17.    Nach   15.   Zos.  3  ist    fSr    9  =  1   HJ^  =  ^'C'~^)' 


Ist 


FG«=:6«(l  — 5)and  l>lS«  =  c«(l-^Y    Utr  =  iR,    so 

das  Dreieck  gleichseitig.    Dann  sind  die  Entfemangsortsstrecken 

2r        3 
=  (l^g)a.  ""  J«^    »   =  4»    *^®    T^IR,    so    wird    HJ^s^ia, 

FG  =  ib  und  l>£  =  lc. 

Es  fährt  dies  zu  interessanten  Losungen  von  Dreiecksaaf- 
gabeo,  z.  B.  ein  gleichschenkeliges  Dreieck  su  construiren,  io 
weichem  r=lA  ist»  dessgleichen  ein  ungleichseitiges  Dreieck, 
wenn  noch  irgend  eine  Bestimmung  gegeben  bt.  Doch  es  wird 
wohl  Zeit  abzubrechen  und  bebalte  ich  mir  daher  eine  weitere 
Ausffihrung  noch  vor. 
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XI. 

Goniometrischer  Beweis  der  von  Herrn  Dr.  Lindman 

in  Strengnäs    Archiv  Th.  XLY.  Nr.  XVIL  8.  348. 

mitgetheilten  Relationen. 

Von 

Herrn  C.  Thiel  j 
Kaodidateo  der  Mathematik  io   Greif« wald. 


V«ieriBienuig  4ei  lenuugebers. 

Id  BesQg  auf  die  folgenden  Entvrickelangen  des  Herrn  Thiel 
erbiibe  ich  mir  zn  bemerken«  dass  Herr  Doctor  Lindman  in 
Strengnäs  in  einem,  wie  immer«  Oberaas  freundlichen  Briefe» 
fiir  den  ich  ihm  hier  meinen  besten  Dank  ausspreche»  mir  rück- 
sichtlich des  von  mir  in  Tbl.  XLV.  S.  348.  Note  *)  ausge- 
sprochenen Wunsches  u*  A.  aueb  die  folgende  Mittheilung  machte: 

„Dt  Toluntati  tuae  satisfaclam»  ejusmodl  demonstrationem 
mere  gonlometrlcam  dare  propere.    E  formula  notissima 

SlnSu  =  3Sina-4Sin3a 
prodit 

3Sina0o-.4Sin>200  =  Sin60o 
rei 

(3-4SlD«20O)Sin20^  =  SlnöO». 

Onam  vero  sit  Sin^flO^  =  |,  haec  formula  transit  In 


Digitized  by 


Google 


144  Tktet:   6mitamtrt»eker  BemeU  4er  wm  Bern  Or. 

4(SiB4B0»— SiB*300)SiB»*  =  SiaüO*. 

«aie  b— efaio  bräalaeSiD««— SnY  =  8ia(«-f  ASiB(«— A»- 
pcritar 

4SiD90»SiB40oSin80»  =  SnüO» 
Td,  aaltiplicatiMe  per  4Sin60o  faeta. 

16SiB90<>SiD40»Sin60»SiD80>  =  48iD«80*  =  a     q.  e  d. 
Data  a.  d.  IV.  Kai.  Oetobr.  Streagn. 


Selzt  man  io  der  bekaumten  Formel 

8io9>-fsinif>  =  28iDi(9>-t-if')eos|(9>-'^)  (I) 

9>  =  20",  ^  =  40**,  ao  ist: 

aia20O-|-aia4O(>  =:  2aiD30»cos(-  W), 

also,  weil  sinSQo  =  i  cos(— 10°)  =  cos  10»  =  sin80»  ist: 

L sin20»  +  siD40o  =  8iD80<>. 

Setzt  man  ferner  in  der  Formel 

cos9>— eos^  =  — 2sin|(7-f-^)sini(7— ^)  (2) 

4(<»  +  ^)  =40»,  4(9-^)  =  -20»,  so  Ut  9>  =  20»,  ^  =  60»,  alM» 

cos20»-co860»  =  — 2siD40»8iD(— 20»), 

oder,  weil  co860»  =  1,  8iD(— 20»)  =  — 8in20»  kt: 

28iD20»siD40»  =  co820»— i 

Mnltiplieirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  4sin80»,  so  ist: 

Ssio  20»8io  40»8in  80  =  dein  80»  C0820»— 28in  80». 

Setit  man  nun  in  (I)  4(9.  +  tt.)  =  80»,   4(g)— ^)  =  20»,  so  ist 
9)  =  100»,  4»=  60».  also 

8inlOO»  +  8in60»  =  28in80»co820». 

und  demnach: 

8sin20»8in40»8in80»  =s  2sinl00»-|-28in60»— 28ln80». 

oder  endlich,  weil  sin  100»=  ein 80».  sin60»  =  iV3: 

II 8sin20»8ln40»sin80»  =  V3. 
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Molüplicirt  mao  Doch  mit  2sin60<>  =  V3,  so  ergiebt  sich 

111 168iD20O8ia40OsiD60o«io80o=:3. 

Es  war: 

-2sio20Osin40o  =  4— CO8200.  (a) 

Setat  man  ferner  in  (2)  4(g»  +  ^)  =  40»,  i(9>-*)  =  80«,  so  ist 
9>  =  I2O0,  ^  ==  ^40«,  also: 

cos  1200— co8(— 40«)  =  -  28in40O8in80«, 

oder,  weil  cosl20o=:  — cos60o  =  — i,  cos(— 4(K0  =  cos4(K>  Ist: 

2sin4(K>ßin80o  =  4  +  cos4(X>.  (b) 

Setzt  man  endlich  In  (2)  4(g)+*)  =  80ö,  4(g)  — ^)=20ö,  so  ist 
9  r=  1000,  ^  =  6O0,  also 

cos  100«>  -  cos60o=:  — 2sin8008in20«, 
oder,  weil  coslOO«  =  -cosSO^,  cosOO«  =  i  ist: 

28in  8008in20o  ==  4  +  cosSO^.  (c) 

Addirt  man  (a),  (b)  und  (c),  so  ist: 

2(-sin20Osin40o+sio40Osin80o+sin80Osin2»>) 

=  S  +  (— cos20«  +  cos40o+co980«). 
Nach  der  Formel : 

cos  9>  -f  cos  ^  =  2  cos  4(g)  +  ^)  cos  \{q>  — if;)  (3) 

ist  aber: 

cos40o^  cos80<>  =  2cos60<>cos(-  WP), 

oder,  weil  cos60o  =  i,  cos(~20«)  =co820o  ist: 

cos40o  +  cos80»  =  cos20o, 
also: 

IV. . .  -•slo20<>diD40O-|-6in40Osin8V>-h8io80<>8iD20<>  =  j. 


Wie  oben  gefanden  wnrde,  Ist 

.   V cos20o— cos4V>sr  cosSO«, 

welclie  Formel  das  SeilenstOck  za  I.  bildet. 
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Setit  man  in  (3)  i(fp+^)  =  W^^üff-if)  =2(K>.80  M^^OtP. 
i,  =  200,  also: 

2co82(K>cos40o  s=  co8aOo  +  coaftO», 

oder,  weil  coa609ssl  ist: 

2co8a00co8  iXy^  =  eoaW^  -^  i 

MultipUcirt  man  beideraeita  mit  4gos80o,  8o  iatt 

8co820<>co8400co8  80»  =  4co8  20<^co880o+2co880<>. 

Setat  man  nnn  in  (3)  1(9 -|-^)  =80*^*   1(9—^)  =  20^»    ^    •»< 
9  =  1000,  'tif^zefP,  also: 

2co820O€O8  80o  SS  C08  lOO^+cosOO»  =  — coaSQO-l-  i, 

and  demnach: 

VI 8co820Oco840Oco880o  =  I, 

das  Seitenstfick  sa  11. 

Multiplicirt  man  noch  mit  2co860o=rl,  so  ist: 

VII 16co8200cos400co8600go880o=:1. 

Aas  (3)  erhält  man  ferner  analog  dem  Vorigen 

2co820Ocos40o=      cos  60O-|-cos20o, 

-  2  cos  400cos80o  =  —cos  120O-  cos  40^, 

2  cos  80O  cos  200=      cos  OO^-t-coslOO^; 

addirt  man  diese  3  Gleichungen,   so  erhält  man,    weil  co8l20o 
=  -cosOOo,  co8l00o  =  _cos80o  ist: 

2(cos20Oco840O— cos400cos80o  -|-  cos80Ocos20O) 

=  |+(cos20o— cos40O-cos80O), 
also  nach  V.: 

VIII. .  cos200cos40o— cos40Ocos80o  -f  cos80Ocos200  =  {. 

111.  and  VII.  addirt  ergeben: 

IX. 

sin20Osin40Osin60Osin80o  +  cos200cos40Ocos600cos80o  «  i 

Sabtrahirt  naan  VII.  von  III.  so  ist: 

X. 
sin200sin40Osin60Osin80O— cos200cos400cos600cos80  =  ). 
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Darch  Haltiplication  von  I.  and  V.  erhält  mao  wieder  L; 
durch  die  too  II.  und  VI.  wieder  IL;  durch  die  von  111.  und  VII. 
wieder  III.  Addirt  man  IV.  und  VIII.,  so  ergiebt  sich  die  iden« 
tische  Gleichung: 

3cos60o  =  J. 

Das  Product  von  III.  und  VII.  lässt  sich  auch  schreiben« 
wenn  man  mit  8in90^  =  l  multiplicirt: 

XI. 

sin  lO^sin  20»  sin  30<>sin  40<>si  n  50<>sin  60<>  sin  70<>sin  80<>sin  90^ 

=  Gos00cosl0<»cos20<'cosa00cos40Oco850Ocos60Ocos70Oco880o  =  t^b- 


XII« 

Zar  ConstractioD  von  Dreiecken  mit  Benutzung  der 
Eigenthfimlichkeiten  des  Entfernnngsortsdreiecks. 

Von 
Herrn  Professor  Dr.  H.  Emsmann 

an  der  Realschule   1.   Ordnung   in  Stettin. 


In  der  Abhandlung:  Auf  das  Entfernungsortsdreieck 
Bexflgliches  (Nr.  X.  S.  121.)  haben  sich  manche  Eigenthfim- 
licbkeiten  ergeben,  die  eine  Verwerthnng  wünschenswerth  machen. 
Ea  scheint  dies  noch  nicht  hinreichend  beachtet  zu  sein»  und 
danim  erlaube  mir  dazu  einige  Andeutungen  zu  geben. 

Schon  die  von  Jacobi  nachgewiesene  und  auch  von  mir 
(Archiv.  Theil  XLV.  S.  353.)  angegebene  Eigenthfimlichkeit,  dass 
die  EntferonngsDrter  parallel  sind    der  Linie»    auf  welcher  die 
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Darchschnittspiinkte  Her  die  Aussenwinkei  eines  Dreiecks  Halbi- 
renden  mit  den  gegeofiberliegenden  Dreiecksseiten  liegen,  iSsst 
sich  zar  Construction  von  Dreiecken  verwertben,  wenn  nämlich 
eine  Entfernungsortsstrecke  und  ausserdem  Grossen  gegeben  sind, 
durch  welche  die  Gestalt  des  Dreiecks  bestimmt  wird.  Die 
Lösung  derartiger  Aufgaben  ist  leicht  und  es  genüge  daher  hier 
diese  Andeutung.  Es  gehören  hierher  auch  die  Aufgaben  a — c, 
b  —  c,  C;   a  —  c,  o — b,  A  und  a  —  by  b  —  c,  B. 

In  den  folgenden  Zeilen  beabsichtige  ich  auf  einen  anderen 
Fall  hinzuweisen,  um  auf  das  Entfernungsortsdreieck  die  Auf- 
merksamkeit mehr  hinzulenken,  als  dasselbe  bisher  gefunden  za 
haben  scheint. 

In  der    oben    angezogenen  Abhandlung    ist    in    16.  Zus.  3. 

im   Wlle  9  =  1  ist,  d.  h.   die  Seiten  selbst  und   nicht  aliquote 

Theile  derselben  abgeschnitten  werden,  für  die  Entfernungsorts- 
strecken gefunden  worden: 

WO  Ka$  Kb  und  he  die  zu  den  respectiven  Selten  a,  b  und  c  ge- 
hörigen EotfernuDgsortsstrecken ,  r  den  Radius  des  eingeschrle* 
benen  und  R  den  des  umschriebenen  Kreises  bedeuten. 

Bekanntlich  ist  der  Abstand  der  Mittelpunkte  des  ein-  und 
umschriebenen  Kreises  bei  einem  Dreiecke  =  e  s  W  R{R — 2r). 

1      ,^ 1       , 

Istnunr:i2=m:ft,  sowirde=~Ä  Vn(n— 2m)  =  Jj^r Vn(n— 2iii). 

1       ^ 

In  demselben  Falle  wird  aber  auch  Ra  =  '^a  Vn(fi-~2m),    Ar«  = 

-6  Vfi(n— 2m)  und  Kc^-c  V^n(n^2m)»     Hieraus  ersieht  man, 

dass  man  bei  äer  Construction  von  Dreiecken,  bei  welchen  unter 
den  Bestimmungsstiicken  das  Verhältniss  der  Radien  des  einge- 
schriebenen und  umschriebenen  Kreises  sich  befindet,  die  Losung 
sowohl  mit  Benutzung  der  ersteren,  als  der  zweiten  Beziehung 
wird  finden  können.  Dass  man  den  letzteren  Weg  bereits  ver- 
sucht habe,  ist  mir  nicht  bekannt,  und  daher  will  ich  hier  an 
zwei  Beispielen  den  Nachweis  der  Zweckmässigkeit  des  letzteren 
Weges  unternehmen. 

I.  Zur  Construction  eines  gleichschenkeligen 
Dreiecks  sei  das  Verhältniss  der  Radien  des  einge- 
schriebenen und  umschriebenen  Kreises  riR  s=  fii:fi 
und  ausserdem  die  Grundseite  a:=:p  gegeben. 
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A  n  a  I  y  «  i  «. 

1       ^ ^ 

Da  Ka  =  ±«a  V^«r«— 2m)  ist,  so  ist  *f.:a  =  ±\^n(n-2m):ii, 

also  Ka  bestimmt,  ßei  dem  gleichschenlceligeo  Dreiecke  wird 
Km  darch  die  Hube  balbirt  und  ausserdem  ist  Km  parallel  der 
Seite  a,  folglich  ist  ein  Ort  fflr  den  auf  dem  Schenkel  des  Drei- 
ecks liegenden  Endpunkt  der  Entfern ungsortsstrecke  Km  efne 
Parallele  mit  der  Hohe  in  einem  Abstände  von  derselben  gleich 
der  Hälfte  der  bestimmten  Entferijungsortsstrecke;  ein  zweiter 
Ort  Ist  aber  ein  Kreis,  welcher  mit  der  Basis  um  einen  End- 
punkt derselben  geschlagen  wird.  Folglich  ist  die  Richtung  des 
Schenkels  durch  den  Durchschnitt  beider  Oerter  bestimmt;  folg- 

I       . 

lieh  wire  das  Dreieck  bestimmt.    Da  A^a  =  db^o  Vn(it— 2m)  ist, 

so  ist  die  Purallele  mit  der  Hube  sowohl  auf  der  einen,  als  auf 
der  anderen  Seite  von  dein  Fusspunkte  der  Höhe  In  einem  Ab« 
Stande  gleich  der  Hälfte  der  Entfernungsortsstrecke  zu  ziehen, 
und  da  der  Kreis,  welchen  man  mit  der  Basis  um  einen  End* 
punkt  derselben  zu  schlagen  hat,  jede  dieser  Parallelen  schnei- 
det, 80  erhält  man  zwei  verschiedene  Stellen  lur  den  auf  dem 
Schenkel  liegenden  Endpunkt  der  Entfernungsortsstrecke  und 
mitbin  zwei  verschiedene  Dreiecke,  welche  den  Anforderungen 
entsprechen, 

ConstruGtion.    (Taf.  V.  Fig.  5.) 

Man  lege  BNz=NO  c=  it  an  einander;  schneide  von  dem 
einem  Endpunkte,  z.B.  von  O  aus,  0P=:  PM=zm  ab;  schlage 
Aber  BAf  einen  Halbkreis;  errichte  in  N  die  Normale  SN  auf 
BJIt  bis  zum  Dutchschnitte  mit  dem  Kreise;  verbinde  B  mit  S; 
schlage  um  B  mit  p  einen  Kreis,  welcher  BO  in  C  schneidet; 
halbire  BC  in  D,  also  BD  =  DC;  errichte  auf  BC  in  D  die 
Normale  DL  bis  zum  Durchschnitte  mit  BS;  schlage  mit  DL 
am  D  einen  Kreis,  welcher  BC  in  E  und  E'  schneidet;  errichte 
in  E  und  E'  Normalen  auf  BC  (Parallelen  mit  DL)  bis  zum 
Dorchschnitte  mit  dem  um  B  mit  p  geschlagenen  Kreise  in  G 
oDcl  G'i  ziehe  BG  und  BG',  welche  DL  in  A  und  A'  treffen; 
verbinde  A  und  A'  mit  C:  so  sind  ABC  und  A'BC  die  ver- 
langten Dreiecke. 

Beweis. 

1)  Die  Dreiecke  haben  die  Basis  BC^p,  da  sie  gleich  p 
gemacht  Ist 
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2)  Die  Dreiecke  sind  gleicbschenkelig,  da  BD  =  DC  ist  ond 
A  and  A'  auf  der  io  D  auf  BC  erricbteteo  Normalen  liegen. 

3)  Zieht  man  GF  und  G'F'  parallel  BC,  so  sind  GF  und 
G'F'  Hälften  der  Entfernungsortsstrecken  für  a,  well  BG-B&  = 
fiC  ist.    Nun  ist  FG=iDE=  DL,  ebenso  FG'  =  DE'  =  />!.; 

1        1  ^ 

aber  DL:BD=NS:BN;  folglich  2*«:2«=  V  »(«-2w):«»d.h. 

ifa=  ^o  V^n(n-.2m)  =  a\\~'  Da  jedoch  auch  1?«==«^  1-^ 

.     2r       2m       .    .         « 
ist,  so  ist  "o  =  — ,    d.  b.  r:B=:m:n. 
it        ft 


IL  Zur  Construction  eines  gleicbschenkeligen 
Dreiecks  sei  das  Verbältniss  der  Radien  des  einge- 
schriebenen und  umschriebenen  Kreises  r:/2  =  m:n  and 
ausserdem  dieLänge  der  gleicbeu  Seite  6  =  9gegeben. 


A  n  a  1  y  s  i  s. 

1       , ^ 

Da  Kh  =  ±^ÄVn(n— 2m)  ist,  so  ist  Ky.b  =  V^ii(?i— 2m)  :  n, 

also  Kh  bestimmt.  Es  liegt  aber  bei  dem  gleichschenkeligeo 
Dreiecke  die  Entfernungsortsstrecke  Kh  auf  der  Basis  und  es  ist 
a^=:.b±:Kh*  also  erhält  man  zwei  Werthe  für  a.  Durch  Basis 
und  Schenkel  ist  das  gieichschenkelige  Dreieck  bestimmt,  also 
erhält  man  durch  die  gegebenen  Bestimmungsstiicke  zwei  den 
Anforderungen  entsprechende  Dreiecke. 


Construction. 

Construire  zunächst  wie  im  ersten  Beispiele,  nämlich  (Taf. 
V.  Flg.  6.)  BIS -NO  =71-,  OP^PM^m;  Halbkreis  Ober 
BM;  NS  normal  auf  BM;  ziehe  BS;  darauf  schlage  mit  9  um 
B  einen  Kreis,  welcher  BM  in  G  schneidet;  errichte  GL  nor* 
mal  in  G  auf  BM  bis  zum  Durchschnitt  mit  BS;  schlage  mit 
GL  um  G  einen  Kreis,  welcher  BM  in  C  und  C  trifft;  halbire 
BC  in  D  und  BC  in  D' ,  also  BD  =  DC  und  BD'  =  D'C; 
errichte  in  D  und  D'  Normalen  auf  BC  (Parallelen  mit  GL), 
welche  den  Kreis  mit  9  um  £  in  il  und  A'  schneiden;  ziehe  ^C 
und  A'C:  so  sind  ABC  und  ABC  die  verlangten  Dreiecke. 
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B  e  w  e  i  a. 

1)  Die  Dreiecke  siod  gleichscbeoicelig,  weil  BD=iDC  and 
Biy  =^iyC'  ist  and  A  und  A'  auf  den  in  D  and  IV  errichteten 
Normalen  liegen. 

2)  Die  gleiche  Seite  hat  die  Länge  9,  vreil  BA  und  BA'  = 
BG^q  sind. 

3)  GC-BC'-BG-  BC-^BA^a  —  bs:  +K^;  ebenso 
GC  =^  BG-BC  =  BA-^BC  =:  b-a=  -^Kb.  Nun  ist 
GL:GB  =  NSiBN,  d.  h.  GC  oder  GCxb=  Vn  (n  -  2iii):ii; 

also  ±Kh—±nf^  V^n(ii— 2m)  =:  J:  6  y  1-  ^*  Da  jedoch  auch 
i:  i^*  =  ±y  1—^  i«t,  80  ist  riR^m.n. 


Fär  r:i2  =  3:8  ergiebt  sich  sofort  mit  Benutsung  der  Ent- 
femnogsortsstrecke,  dass  der  Schenkel  den  gleichschenkeligen 
Dreiecks  doppelt  so  gross  Ist  als  die  Basis,  oder  die  Basis  am 

2 
den  halben  Schenkel  länger»  d.  h.  der  Schenkel  gleich  ^  der  Ba- 

SIS.    Im  ersteren  Falle  ist  die  Höhe  des  Dreiecks  h  =  -g-i2»  im 

7 
swelten  A  s:  g  A. 

Dies  Beispiel  genfige  fttr  die  Fälle,  wo  das  Verhältniss  r:R 
In  bestimmten  Zahlen  gegeben  ist,  z.  B.  r:A  =  4:0;  =  15:32; 
12:25  u.  s.  w. 
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XIII. 

Neue  analytische  Entwickelang  der  allgemeinsten 
Gesetze  der  Statik. 

Von 
dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Die  Lehren  der  Statik  werden  ^  insoferD  man  nicht  von  dem 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigiceiten  ausgeht,  meistens  so 
entwickelt»  dass  man  sich  von  der  Betrachtung  der  besondereo 
Fälle  der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte«  der  parallelen 
Kräfte  und  der  in  einer  und  derselben  Ebene  wirkenden  Kräfte 
nach  und  nach  zu  dem  allgemeinsten  Falle  beliebig  Im  Räume 
wirkender  Kräfte  und  den  sechs  allgemeinen  Bedlngungsglelchnn- 
gen  des  Gleichgewichts  solcher  Kräfte,  die  gewissermaassen  die 
ganze  Statik  in  einem  einzigen  einfachen  analytischen  Ausdrucke 
enthalten»  erhebt.  So  viele  Vortheile  ein  solcher  Gang  in  mehre- 
ren Beziehungen  namentlich  für  den  ersten  Unterricht  darbietet: 
so  hat  es  mir  doch  auf  der  anderen  Seite  immer  wissenschaft- 
licher geschienen»  den  umgekehrten  Weg  zu  verfolgen»  also  zu- 
erst ganz  im  Allgemeinen  die  in  Rede  stehenden  sechs  Bedin- 
'  gungsgleichungen  fSr  das  Gleichgewicht  beliebiger  Kräfte  Im 
Räume  zu  entwickeln»  und  aus  denselben  dann  alles  Uebrige  als 
besondere  Fälle  abzuleiten.  Auf  einem  solchen  Wege  habe  ich 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  die  ganze  Statik  in  ihren  allge-  - 
flleipsteu  Resultaten  zu  entwickeln  versucht»  wobei  nichts  weiter 
als  der  Satz  von  dem  Parallelogramme  der  Kräfte  vorausgesetzt 
und  zu    Grunde    gelegt    worden   ist.    Ausserdem    unterscheiden 
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sich  die  folgenden  Ent^^ickelungen  von  der  gewohnlichen  Dar- 
fttellangsireise  noch  in  einer  anderen  Beziehung.  Bei  dieser 
letzteren  Darsteilungs weise  pflegt  man  nämlich  nur  bei  parallelen 
Kräften  zwischen  positiven  und  negativen  Kräften  zu  unterschei- 
den« in  allen  anderen  Fällen  aber  stets  alle  Kräfte  nur  als  positiv 
oder  absolut  zu  betrachten,  ein  Gesichtspunkt^  der  mir  immer  zu 
eingeschränkt  geschienen  hat.  Ich  habe  deshalb  die  Dnterschei- 
dnog  zwischen  positiven  und  negativen  Kräften  ganz  allgemein 
durchgeführt«  was  namentlich  bei  der  Zerlegung  der  Kräfte  nach 
gewissen  gegebenen  Richtungslinien  mir  manche  Vortheile  dar« 
zubieten  scheint.  Für  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten in  dem  Falle  unveränderlicher  Systeme  ist  ein  ganz  allge- 
meiner analytischer»  von  der  Betrachtung  des  unendlich  Kleinen 
ganz  unabhängiger  Beweis  gegeben  worden,  neben  welchem  man, 
wie  ich  glaube  und  hoffe,  in  dieser  Abhandlung  auch  noch  man- 
ches andere  Neue,  was  der  Beachtung  nicht  unwerth  sein  durfte, 
finden  wird. 


§.  I. 

Allgemeine    Bestimmungen. 

Allen  unseren  Betrachtungen  legen  wir  im  Allgemeinen  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xyz  zu  Grunde,  auf  welches 
wir  die  Lage  aller  Punkte  und  geraden  Linien  im  Räume  be- 
ziehen. 

Die. gerade  Linie,  in  welcher  eine  Kraft  wirkt,  soll  die  Rieh- 
tongsünie  dieser  Kraft  genannt  werden.  Jeder  in  der  Rieh- 
tangslinie  beliebig  angenommene  Punkt  kann  als  Angriffspunkt 
der  Kraft  betrachtet  werden,  und  theilt  die  Richtnngslinie  in  zwei 
Theile,  welche  von  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  an  nach 
direct  entgegengesetzten  Richtungen  hin  gehen  und  in  der  Rich- 
tnngslinie zwei  Richtungen  bestimmen,  von  denen  die  eine 
jederzeit  die  positive  Richtung,  die  andere  die  negative 
Richtung  genannt  werden  soll ;  eine  feste  Bestimmung  oder  Ceber- 
einkunft  hierüber  ist  jederzeit  unbedingt  erforderlich,  wenn  es  auch 
an  sich  völlig  gleichgültig  ist,  welche  der  beiden  Richtungen  als 
die  positive  und  welche  als  die  negative  angenommen  werden  soll. 
Jede  Kraft  aber,  welche  in  ihrer  Richtungslinie  nach  der  positiven 
oder  negativen  Richtung  hin  wirkt,  soll  seihst  beziehungsweise 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden. 

Die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  der  positive 
Theil  der  ^  Richtnngslinie  einer  Kraft  mit  den  positiven   Tbeilen 
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der  Axen  der  x,  y,  t  einschtiesst,  sollen  die  Bestlmintin^g- 
Winkel  der  Richtungslinie  genannt  werden;  bezeicboet  man  die- 
selben beziehungsweise  durch  a,ß,y:  so  hat  man  zwischen  diesen 
Winkeln  bekanntlich  die  Gleichung: 

1) cosa*  +  cosß*  +  cosy*  =  1, 

und  wenn  a,  b,  c  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in 
der  Richtungslinie  bezeichnen,  so  sind  bekanntlich: 

' cos«       cosjS        cosy 

die  Gleichungen  der  Richtungslinie  in  Bezug  auf  das  zu  Grunde 
gelegte  rechtwinklige  Coordinatensystem  der  x^  y,  i.  Da  nach 
der  obigen  Bestimmung  die  Winkel  a,  ß,  y  immer  der  positiven 
Richtung  der  Richtungslinie  entsprechen,  die  in  der  Richtungs- 
linie wirkende  Kraft  aber  nach  dem. Obigen  als  positiv  oder 
negativ  betrachtet  wird»  jenachdem  dieselbe  nach  der  positiven 
oder  negativen  Richtung  hin  wirkt,  so  ist  klar,  dass  die  Kraft 
immer  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  wird,  jenachdem 
sie  nach  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Richtung  der 
Richtungslinie  oder  nach  der  entgegengesetzten,  durch  die  Winkel 
180^ -a,  180O— /?,  1800— y  bestimmten  Richtung  der  Richtungs- 
ünie  hin  wirkt.  Wenn  daher  im  Folgenden  gesagt  wird,  dass 
die  Gleichungen  2)  die  Gleichungen  der  Richtungslinie  einer  Kraft 
P  seien,  so  wird  dabei  immer  stillschweigend  vorausgesetzt, 
dass  die  Kraft  P  positiv  oder  negativ  oder  als  positiv  oder  negativ 
zu  betrachten  sei,  jenachdem  sie  nach  der  durch  die  Winkel  a, 
/},  y  bestimmten  Richtung  oder  nach  der  entgegengesetzten,  durch 
die  Winkel  ISO^-^o,  180"» -/3,  180o—/ bestimmten  Richtung  der 
Richtungslinie  hin  wirkt 

Wenn  wir  uns  die  positive  und  negative  Richtung  der  Rich- 
tungslinie von  dem  in  der  Richtungslinie  liegenden  beliebigen 
Punkte  (abc)  ausgehend  denken,  und  (xyz)  einen  anderen  betie- 
bigen,  aber  bestimmten  Punkt  der  Richtungslinie  bezeichnet;  so 
soll,  jenachdem  der  Punkt  (xyi)  in  der  positiven  oder  negativen 
Richtung  liegt,  seine  Entfernung  von  dem  Punkte  (abc)  selbst 
beziehungsweise  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  und  mit  Be- 
ziehung hierauf  im  Allgemeinen  durch  r  bezeichnet  werden. 
Liegt  nun  der  Punkt  (xyz)  in  der  positiven  Richtung,  so  ist  r 
positiv,  sein  absoluter  Werth  ist  r,  und  folglich,  da  die  Winkel 
«>  ßf  7  jederzeit  der  positiven  Richtung,  in  welcher  (xyi)  liegt, 
entsprechen,  nach  den  bekanntesten  Formeln  der  Lehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordinaten: 
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X  =  a-f  rcosa» 

Liegt  dagegen  der  Punkt  {xyz)  in  der  negativen  Richtung»  so  ist 
r  negativ,  sein  absoluter  Werth  ist  — r,  und  da  nun  der  nega- 
tiven Richtung,  in  welcher  {xyz)  liegt,  die  Winkel  180^ — a,  180^—/?, 
180^ — y  entsprechen;  so  ist  nach  den  bekanntesten  Formeln  der 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 

X  =  a  +  (— r)co8(180»>-a), 

y  =  6  +  (-r)cos(l80«-i5), 

2  =  c  +  (— r)co8(180*»— y) 
oder: 

X  =  a-f-rcosa, 

y  •=z  b  +  rcosßy 

2   =1  C  +  l*C08y. 

Daher  ist  in  beiden  Fällen,  und  folglich  in  völliger  Allgemeinheit: 

ix  =±  a+rcoaet, 
y  =  6+rco8i5, 
1  =  c  +  rcosy; 
oder: 

' cos«         cosj5        oosy        ^ 

folglich  auch: 

^                        X — a             a       y  — 6                       1  — c 
9)  . . .  cosft  ^   »     cos/J  =i  ^  '^     5     co«y  =s 

Liegt,  indem  wir  alle  Richtungen  von  {abc)  an  rechnen,  der 
Punkt  (xyz)  in  der  positiven  Richtung  und  ist  also  r  positiv,  so 
wirkt  die  Kraft,  jenachdem  sie  positiv  oder  negativ  ist,  von  {abc) 
nach  {xyz)  oder  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin;  liegt 
dagegen  der  Punkt  {xyz)  in  der  negativen  Richtung  und  ist  also 
r  negativ,  so  wirkt  die  Kraft,  jenachdem  sie  negativ  oder  positiv 
isl,  von  {übe)  nach  {xyz)  oder  nach  der  entgegengesetssten  Rich- 
tung hin. 

WenA  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Richtungslinie 
einer  Kraft  aus  auf  der  Richtung  dieser  Kraft  eine  Gerade  oder 

11* 
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Strecke  abschneiden,  welche  sich  zu  der  immer  als  positiv  zu 
betrachtenden  Längeneinheit  eben  so  verhält  wie  die  Kraft  zu 
der  gleichfalls  stets  als  positiv  zu  betrachtenden  Kralteinheit;  so 
heisst  diese  Strecke  die  geometrische  Darstellung  der 
Kraft,  und  aus  dem  Vorhergehenden  geht  ganz  von  selbst  hervor, 
dass  die  geometrische  Darstellung  einer  Kraft  mit  dieser  letzteren 
jederzeit  gleiches  Vorzeichen  hat;  ist  die  Kraft  etwa  durch  P 
bezeichnet 9  so  kann  man  im  Folgenden  der  Einfachheit  wegen 
ihre  geometrische  Darstellung  immerhin  auch  durch  P  be- 
zeichnen,  weil  es  ja  bei  allen  diesen  Betrachtungen  und  Unter- 
suchungen durchaus  nur  auf  Verhältnisse  oder  Verhältnisszahlen 
ankommt. 


§.2. 
Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  Kräfte. 
Die  Gleichungen  der  Richtungslinie  der  Krallt  P  seien : 
a  ^  y— 6 z  —  c 


1) 


poscr        cos^       cos/' 


wo  wir  uns 9  da  der  Punkt  {ahc)  in  der  Richtungsiinie  liegt,  die 
Kraft  P  in  diesem  Punkte  wirkend  denken  können.  Die  Gleich- 
ungen zweier  anderen  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden 
seien : 

X  —  g y  —  b  _^  2  —  c 

cosoq        co8/3o  ""  cos  Vo  ' 

2) { 

x  —  a y  —  b  _  X  —  c 

COSOfi         COS/^i  "^  cos/i* 

Wir  nehmen  an,  dass  die  drei,  durch  die  Gleichungen  1)  und  2) 
charakterisirten  Geraden  in  einer  Ebene  liegen,  was  bekanntlich 
durch  die  Gleichung: 

3)  .   .   .    .         cos a  (cos  /?o cos  y^  •—  cos y^  cos ßi)      \ 

-f  cos  j?  (cos  yo  cos  «i  —  cos  o^  cos  yi )      1  =  0 

+  cos  y  (cos  «0  cos  ft  —  cos  ß^  cos  «i )      ) 

bedingt  wird.  Unter  diesen  Voraussetzungen  sollen  wir  nun  die 
Kraft  P  in  zwei  Kräfte  Pq»  Pi  zerlegen,  deren  Richtungslinien 
die  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten  Geraden  sind,  in 
welchen  also  die  beiden  gesuchten  Kräfte  wirken. 

Stellen  wir  zu  dem  Ende  fuir  (abc)  als  Anfangspunkt  die  ge- 
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gebene  Kraft  P  geometrisch  dar«  so  sind  nach  §.  I.  3)  die  Coor» 
dioaten  des  Endpunkts  dieser  geometrischen  Darstellung: 

a-f /'cosa,    6-|-^cos^,     c  +  Pcosy; 

and  die  Gleichungen  der  durch  diesen  Punkt  gelegten,  mit  der 
zweiten  der  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten  Geraden 
parallelen  Geraden  sind  folglich  : 

X — a — Pcosa  ^  y  —  6  —  Pcos ß z  —  c  —  Pco8  y 

coso|  cosj^i  cosyi 

Bezeichnen  wir  den  Durchschnittspuukt  dieser  Geraden  mit  der 
ersten  der  beiden  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten  Ge- 
raden mit  (^o^o^)»  so  haben  H-ir  zwischen  den  Coordinaten  Xq, 
yoj  2()  die  folgenden  Gleichungen : 

^0— q_  yojii_  ^o— g  _  p 

coso^         cos/^o         cosyo  ^' 

Oji — g — Pcos« yo  —  b  —  Pcosß Xp — c  —  Pcos  y , 

costti  cos/3i  cosyi 

wobei  §.  ].  4)  zu  vergleichen  ist.  Hieraus  ergeben  sich  unmittel- 
bar die  folgenden  Gleichungen: 

Pq cos gp  — Pcos«  _  Pq cos /?o — Pcosff Ppcosyo — Pcosy 

cos«!  ""  cos^i  "^  cosyi 

und  hieraus  ferner  die  Gleichungen: 

4) 

Po(C08  0oCOSft — COS/?o<^0^<>^l)  =  P(C08aC08/3i — COS^COSCTi), 

Po  (cos  ßo  cos  Yi  —  cos  yo  cos  ft )  =  P(cos  ß  cos  y^  —  cos  y  cos  ßi ) , 
^0  (cos  Yo  cos  «1  —  cos  cr^)  cos  yi )  =  P  (cos  y  cos  «^  —  cos  a  cos  yi). 

Auf  ganz  ähnliche  Art  erhält  m%n  die  Gleichungen: 

Pi  (cos  ttx  cos  j3o  —  cos  ßi  cos  tfo)  =  P  (cos  a  cos  ^o — cos  ß  cos  o^), 

Pi  (cos  ßi  cos  yo  —  cos  yi  cos  ßo)  =  P (cos  ß  cos  yo  —  cos  y  cos  /5o), 

Pi  (cos  yi  cos  «0 — CO«  «x  cos  yo)  =  P(cos  y  cos  Oo  —  cos  «  cos  y©) 
oder: 

5) 
'*i(cosoocosft— cos/JoCos«|)  =  —  P(cos«cos/Jo— C0S/?C0SÖ^), 

Pi(co8j5oCosyi  —cosyocosft)  =  —  P(cos/?cosyo  — cosycos^o)» 
Pi(cosyocosai  — cos«oCOsyi)  =  —  P(cosycosao— cosacosyo). 
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Aus  den  Systemen  4)  und  5)  erbfilt  man»  irenn  man  dieselben 
beziehangsweise  mit  coso^  und  cosai  multiplicirt»  und  dann  die 
beiden  ersten»  die  beiden  zweiten»  die  beiden  dritten  Gleichaogen 
zu  einander  addirt»  sehr  leicht  die  folgenden  Gleichungen: 

(Pocosoo  -f  P\  co6€r|)(cos«oCe8/9|  — eos  J^ocosoi) 
=     P{cosa(cosooC08/?|  ->cos/?oC08a|)— cos/?(coso5cosai  — cosa^^cosoi )), 

(Pocosoo  -f  /\  cos  «i)  {üosßf^cosyi  — cos  y©  cosft) 

=~Pt€OS/3(GOSyoCOSOi-— C0805COS7|)-|-COS/(cOSO(oC06ßi — cos^ocosai)}« 

iPi^coBo^-^  PieoB€ii){eoByQC9%ai^cwa^t09yi) 
=    P|cos7(cosoocosa| — cos(«ocosoi)-f  coso(co8yocosa| — cosoocosy^  )) ; 

folglich,  weil  nach  3): 

cos/3(oosyoCOsa|  — eosoocos/i)  +  cosy(coso^cos/}j  — cos/^ocosai) 

=  —  cos  a  (cos  /?Q  cos  y^  —  cos  y^  cos  ft ) 
ist: 

(Po^oscto+^i  cosai)(co8«oCOS/?i  — cos/^o^osai) 
=:  Pcos a  (cos  oq  cos  ßi  —  eos  ß^  cos  a^)» 

(PqCOso^  +  P|  cosoiXcosJ^oCOsyi  — cosyocos/^i) 
=   Pcosa(cos/?oCosyi  ^cosyoCos|3|)» 

(Pq  cos  ck;o  +  ^1  cos  a^)  (cos  y©  cos  «i  —  cos  1%  cos  yi ) 
SS  Pcos  o (cos  y0  cos  «i  —  cos  o^  cos  y^). 

Ware  nun  «u  gleicher  Z^lt: 

€osaoCOS/9|— cos/$ocoso|  =0» 
€os/?()Cosyi  —  cosyocos/?!  :=  0, 
cosyooosoi-^cosii^cosyi  =  0; 


50  wäre: 


(cos  Oq  cos  ßi  —  cos  /?o  cos  CKi  )* 

+  (cos  ßo  cos  yi  —  cos  y©  cosft  )* 
+  (cos  yo  cos  «1  —  cos  «o  cos  yi)* 
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—  (cos  oq  cos  Ol  +  cos  /Jo  cöß  ft  +  cos  yo  co«  yi  )* 

=  l  —  (cos  «0  cos  «i  +  cos  ß^  cos  /3]  -f  cos  yo  cos  yj  )*  =:  Or 

und  Dach  bekannten  Formeln  worden  also  die  Sinus  der  von  den 
durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten  Geraden  eingeschlosse- 
nen Winkel  verschwinden,  daher  diese  beiden  Geraden  zusam- 
menfallen; es  wäre  folglich  in  der  That  fiir  die  Zerlegung  der 
Kraft  P  nur  eine  Gerade  als  Richtungslinie  gegeben,  da  ja  doch 
nothwendig  zwei  Richtungslinien  gegeben  sein  müssen,  wenn 
überhaupt  von  der  Zerlegung  der  Kraft  P  in  zwei  Kräfte  soll  die 
Rede  sein  können.    Daher  können  die  Grössen 

cos  0^0  cos  ßi  —  cos  /3q  cos  «i  , 

cos  j^qCOS  yi  —  cos  y^  cos  ßi , 

cos  yo  cos  «1  —  cos  «o  cos  yi 

nicht  zu  gleicher  Zeit  verschwinden,  und  es  wird  also  immer 
mindestens  eine  dieser  Grössen  nicht  verschwinden.  Deshalb 
ergiebt  sich  aus  den  drei  oben  gefundenen  Gleichungen  durch 
Division  immer  die  Gleichung: 

Pocosoo-f  ^iCOStti  =:  Pcoso. 

Ueberhaupt  aber  erhält  man  auf  ganz  ähnliche  Welse  wie  vorher 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

i  Pcoso  =  PoCOSOo  +  PiCOSO], 
Pcos/J  =  PoCOS/?o  +  Pi  cosft , 
Pcosy  =  PoCosyo  +  Pi  cosyi. 

Wenn  man  diese  drei  Gleichungen  quadrirt  und  dann  zu  ein- 
ander addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

7) 

P«=(PoC08öo+PiCOS04)H(PoCOS/Jo+PlC08ft)H(PoC08yo+PlCOSyi)« 

oder: 

8) 

P*  =  Po*+Pi*+2PoPi  (coso^cosoi  +cos/JoC08ft  +  cosyocosy,), 

wo  bekanntlich 

coso^cosoi  -|-co8/?oCos/?j  -I-  cosyocosyi 

der  Cosinus  des  von  de»  positiveo  Richtungen  der  beiden  durch 
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die  Gleicbungeii  2)  cbarakterisirten  Richtuiigsliiiieo  eingeschlosse- 
nen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkels  ist. 

Die  Kräfte  P^,  P^  erbält  man  mittelst  der  folgenden,  aus  4) 
und  5)  sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln: 

p    __   cosa  cosPi  —  cos^  co8C| 
' *^  ""   cosa^cos/^i — QOiißQCO&ai 

—   CQ^P  cosyi— cosy  cosft    ^ 
~"   cos  Pq  cos  yi  —  cos  y^  cos  ft 


_  <^o^  y  cos  cg|  —  cos  tf  cos  yi 
"~   cos  yo  cos  «1  —  cos  a^  cosyi 


und: 


10)  P   =  _^^^^  cos/3o-cos/3  cosop  ^ 

^     '     *     *     *       *  COSOoCOS/3| — COS/?oCOSft| 

cos  ff  cosyo — cosy  cos^p  ^ 

cos  ffo  cos  yi  —  cos  yo  cosft 

cosy  cos  «o  —  cos  a^  cos yp    -^ 

cosypcos«!  —  cosopcosy^ 

Wenn  man,  wie  es  verstattet  ist: 

11) 

cos  et  ==  cos  6  cos  0> ,     cos  CKp  =  cos  Bq  cos  OOp  >     cos  0|  =  cos  Bi  cos  (Dj  , 

cos  ff  =  sin  6  cos  a> ,    cos  ffp  =  sin  Bq  cos  Op ,    cos  ffi  =  sin  6i  cos  o^, 
cosy  =  sin  od;  cosyp  =  sinoop;  cosyi  =  sinoi 

setzt,  so  ist: 

cosa  cos  ffp  — cos  ff  cos  Op  =  —  cosco  cos  »p  sin  (0  — dp), 
cosa  cos  ffi —cos  ff  cos  Ol  = —  cos»  cosQ>|Sin(d — Bx), 
cos  «o  cos  ff  I  —  cos  ffp  cos  «i  =  —  cos  »p  cos  «1  sin  (Öp  —  Ö| ) ; 

also  nach  9)  und  10): 

_  coso  sin(Ö  —  ^i)  r> 

^«  -  cos«pSin(Öp-d|)^' 

^^) ^ 

p    _  coso)  sin(ö  — dp)^ 

*  coso>isin(dp — öl) 
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Nehnien  wir  in  den  durch  die  Gleichungen  2)  charaicterisir.ten 
Ricbtungslioien  der  heiden  gesuchten  Kräfte  Po>  A  beziehungs- 
weise die  beliebigen  Punkte  (flo^o^o)»  (^i^i^i)  ^^*  und  bezeich- 
nen deren  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Entfernun- 
gen von  dem  Punkte  {übe)  beziehungsweise  durch  ro»  r^;  so  ist 
nach  §.  1.  5.): 

cosao  =  -T;:^ — ♦     cos/So  =  -— — ,     cosyo=--i; — ' 
~o  '^o  '^o 

cos«i  = »     cospi  =  -— — »     cosyi  =  — ; —  » 

•"i  ~i  M 

also  nach  6): 

13)  ....  ;       /»cos,3  =Po-^  +  /'i^  .    ' 

1  "o  "l 

Ueber  die  Richtungen  der  positiven  oder  negativen  Kräfte  Pq 
und  P|  mit  Rucksicht  auf  die  Lage  der  Pjunkte  {abc)^  (ao^o^o) 
und  {abc)f  (MibxCx)  ist  schon  in  §.  l.  das  Nothige  im  Allge- 
meinen bemerkt  worden. 


§.3. 
Zerlegung  einer  Kraft  in  drei  Kräfte. 

Die  Gleichungen  der  Richtungslinie  der  Kraft  P  seien: 

' cos«        cos/3       cosy' 

wo  wir  uns 9  da  der  Punkt  {abc)  in  der  Richtungslinie  liegt,  die 
Kraft  P  in  diesem  Punkte  wirkend  denken  können.  Die  Gleichun- 
gen dreier  anderen  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden 
seien : 

X'^a y  —  b  __  2 — c 

cosoo       cos^o  ""  cosyo  * 
2)  .   .  ^      x  —  a  __  y— 6  _  % — c 

cos«!  ""  QOBßi  "~  cosyi ' 
j?—  g  _  y  — 6  _  t — c 
cosoj  ~~  C08/52  "^  cosy^  * 
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von  deneo  wir  ^tmebmeD»  daas  sie  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
Unter  diesen  Voraassetznngen  sollen  wir  nun  die  Kraft  P  in  drei 
KrSfte  Pq»  Pif  P%  zerlegen«  deren  Richtnogslinien  die  dercb  die 
Gieicbsngen  2)  charakterisirten  Geraden  sind»  in  welchen  also  die 
drei  gesqcbteo  Krüfte  wirken. 

Die  Gleichung  der  durch  die  zweite  und  dritte  der  drei  ge- 
gebenen Riqbtungslinien  2)  bestimmten  Ebene  ist: 

3)  .   .    .    .   (cosftcosyj— cosyiC08/5g)(ar— a)  V 

-hCcosyiCosos — cos«iCosyt)(^— 6)(  =0. 

-|-(cosaiCos/?a — cos/JiCosOs)  (z — c)  ) 

Stellen  wir  für  {abc)  als  Anfangspunkt  die  gegebene  Kraft  P 
geometrisch  dar,  so  sind  nach  §.  1.  3.)  die  Coordinaten  des  End- 
punkts dieser  geometrischen  Darstellung: 

*   a'\rPcosUi    b+PcQSß,    e  +  Peoay; 

und  die  Gleichung  der  durch  diesen  Punkt  gelegten,  mit  der  durch 
die  Gleichung  3)  charakterisirten  Ebene  parallelen  Ebene  ist  also : 

(cos  ßi  cos  ya — cos  y^  cos  ß*^(:v — a  —  Pcos  dc)     i 

+(cosyi  cosos— eos«!  cos  Y2)  (& — *  "^  Peottß)    ?  =  0. 

-|'(cosofiCos^2~~cosj3|Cosas)  («  — c — Pcosy)     ' 

ist  nun  (oroyo'o)  ^^^  Durchschnittspunkt  dieser  Ebene  mit  der 
ersten  der  drei  gegebenen  Ricbtnngslinien,  so  haben  wir  zwischen 
den  Coordinaten  o^o*  ^o>  ^  ^^^  folgenden  Gleichungen: 

^0— g_.yo""^.^go7-g^P 

cosoo  "^  cos/9o  "^  co«yo  ^* 

(cos  ßi  cos  ya — cos  yi  cos  ß^)  (xq — a — Pcosa)  \ 

+  (cosyiCosa35  — cosajcosya)(yo~'* — Pooaß)  >  =0; 

+  (cos«icos^--*-casAoosat)(«o^c****Pcosy)  J 

wobei  §.  1.  4)  zu  vergleichen  ist;  woraus  sich  die  Gleichung: 

(cosftcosya— cos  yi  cos  ft>)(PoCOSö^— Pcosa) 
-|-(cosyiCOS02-^co«aiCosya)(PoCosi3<)— Pcos^)    J  =0 
+  (cosfifi  cos/?2 — cosft  cos  02)  (Po  cos  Yo — Pcosy) 
oder: 
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-f  co8/3o(co8)rj'cosas  — costficosy^    ^  Po 
4-  cos  7o  (cos  «1  cos  ß^  —  cos  /}|  cos  Os) 

cos  a  (cos  /}|  cos  y, — cos  yj  cos  ^j) 
-f  cos  ß  (cos  yi  cos  a^ — cos  otj  cos  y^ 
-f-icos  y  (cos  »1  cos  /S^  ~~  cos  ßx  cos  o^ 

ergiebt. 

Setzen  wir  nnn  der  Kürze  wegen: 
4).    .    .    .  iV=      cosiio(cos/)|COsys — cosyi  cosßt) 
-f  cos  ßo  (cos  yi  cos  of^ — cos  «i  cos  y^) 
-f  cos  yo  (cos  «1  cos  ß^ — •  cos  ßi  eos  o^) 

=  cos  tfi  (cos  ß%  cos  yo — cos  y^  cos  /?o) 
-l-cosA  (cosytCosfl^-^cosiTsCosyo) 
+  CO»  yi  (coa  «ico«  ft> — cos  /?t  CO»  «o) 

^      cosa2(co8/?oC08yi — cosyocosft) 

•f-  cos  ^s  (cos  yo  cos  «i  —  cos  tfo  cos  yi ) 

4-  cos  y%  (cos  cxo  cos  ft  —» cos  j9o  cos  0|) 
ond: 

5)  .    .    .   . /Voi  si:      cosii(€OS/?oCMyi— coByoCos/Ji) 

+  cos  jJ  (cos  yo  cos  of|  —  cosui^  cos  yi ) 

-f  cos  y  (cos  cxo  cos /3|  —  cos  1^0  cos  fti ) , 

Ni^  =5:  cosix(cos/3|Cosya— cosyiCos/Sa) 
-f  cos  ß  (cos  yi  cos  «2 — cos  «i  coa  y«) 
4-  cos  y  (cos  «1  cos  ß^  —  cos  ßi  cos  ct^, 

N^  SS  eoj9ik(oo9j7t<^Q«)^*<-<Qsyseo8A)) 
+  G09^(cos|i^  co«ffo —  cos  »acos  yo) 
+  cos  y  (eos  «9CQII  ßo-^eoBßt  cos  «o) ; 
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80  haben  wir   nach  dem   Vorhergehenden    zur    Bestimmung   der 
Kräfte  P^,  Pu  P^  überhaupt  die  drei  folgeuden  Gleichungen: 


1     JSPo  =  N,^P, 
6) j      iV/>i  =  2V,oP, 


]SP^  =  No^P; 

wobei  man  zu  bemerken  hat,  dass  die  Grosse  N  uicht  ver- 
schwindet, weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  die  drei  gegebenen 
Richtungslinien  in  einer  Ebene  Jiegen  würden,  was  gegen  die 
Voraussetzung  streitet: 

Nach  6)  ist: 

^(PQCOBCtQ-\-PiCOsai-i'P^cosa^=(Ni2C08aQ+N2o^oacii+NoiCosa^)P, 
iV(/Vos/?o+^iCosft+/Vos/3^=(^iaCosi3o+2VjoCosft+iVoiC08iS^/^, 
iV(PoC08yo+/\cosyi+PftCosya)  =  (Ni^cosyQ+N^oCoayi-i-NoiCOsy^)  P; 
aber,  wie  man  leicht  aus  4)  und  5)  schliesst: 

iV|2  cos  ofo -1-^20  cos  tf]  +2VoiC08a2  =  jYcoso, 
Ni^coßßo  +  N^cosßi+Noi  cos/?2  =  Ncosß, 
iVi^cosyo+^aoCosyi  +  -^oi  cosy»  =  Ncosy; 
also: 

iV(/^„cosoo+  iPiCos«!  +  Pacosoj)  =  NPcosa, 
NiPoCosßo  +/»iCosft  i-P^cosß^)  =  NPcosß, 
N(PoCosyo  +  Pi  cosy,  +  P^coay^  =  NPcosy; 

und  folglich,  weil  N  nicht  verschwindet: 

IPcoaa  =  PoC08ttQ  +  Pi  cos  Ui  +  P^^cos  a^ , 
Pcoa  ß  =  P^y  cos  ßo  +  /\  cos  ft  +  P^oos  ß^, 
Pcosy  =  Pocosyo  +^iCosyi  -{-P^cosy^; 
woraus  sich: 
8)  .   .   .    .P»=      (PoCOStto  +  ^iCosai  +  PaCosoa)« 
+  (PoCos/5o  +  Pt  cosft  +  PaCosPa)« 
+  (Po  cosyo  +  ^i  cos  yi  +  P^cos  y^)« 
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oder,  wie  man  leicht  findet,  n-enn  man  die  Quadrate  entwickelt: 

+ 2  Po  Pj  (cos  clq  cos  «1  |-  cos  ß^  cos  ßi  +  cos  yo  cos  yi ) 
+  2  P|  Pj  (cos  «1  cos  O)  +  cos  ßi  cos  ^4  +  cos  yi  cos  y^) 
+  2  Pg  P4)  (cos  «2  cos  «o  +  cos  ß^  cos  ft,  +  cos  yj  cos  y^) 

ergiebt     Die  Grossen: 

cosoocoscfi  -|-co6/?qCOS/?|  +cosyoCosyi, 
cos  «i  COS  cr^  +  cos  ßi  cos  ß^  +  cos  fx  cosy29 
cos  oEg  cos  otq  -f-  cos  ^s  cos  j3o  -l*  cos  y^  cos  y^ 

sind  die  Cosinus  der  von  den  positiven  Theilen  der  drei  gegebe- 
oen  Richtungslinien  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel. 

Nehmen  wir  in  den  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten 
Richtungslinien  der  drei  gesuchten  Kräfte  Pq»  Pi,  P^  bezieh ungs- 
neise  die  beliebigen  Punkte  (oq^o^o)^  (^i^iCi)»  (ß^b^c^  an,  und 
bezeichnen  deren  gehurig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete 
Entfernungen  von  dem  Punkte  {abc)  beziehungsweise  durch  r^^ 
Ty,  r^;  80  ist  nach  §.  I.  5.): 


cosoo=  -^ — . 

^0 

Co  — c 

co,y„=      ^^     ; 

Ai  — a 
COSOfi  =  -~ — » 

Ci— c. 
cosyi  =      ^^      ; 

a^ — a 

c«— c. 
co8y.=     ^^     ; 

also  nach  7): 

PcOB«=.Po^^  +  P,5lZZ£^.^,?. 


''o  n  »"a 


10)... {    Pco,^=n\^+P.^+P«^> 
Pcosy  =  P„  ^%  p.  £i-:i£  +  p.^^. 
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U^ber  die  Richtungen  der  positiven  oder  negativen  Kräfte 
Po»  ^if  ^9  °>it  Rücksicht  auf  die  Lage  der  Punkte  {abc),  (ßfjb^c^) ; 
(cf6c),  (at6|C|);  (a6c),  {a^/b^c^  ist  schon  in  §.  L  das  Nothige  lie- 
merkt  worden. 

§.4. 

Bedingungsgleichungen    für  das  Gleichgewicht 
zwischen   zwei  Kräften. 

Wenn»  wie  wir  jetzt  annehmen  wollen»  zwei  Kräfte  P^»  Pi 
mit  einander  im  Gleichgewichte  sind»  so  müssen  ihre  Richtungs- 
linien  in  eine  Gerade  zusammenfallen.  Fielen  nämlich  die  Rich- 
tungslinien nicht  in  eine  Gerade  zusammen»  so  würden  sich  in 
denselben  offenbar  immer  zwei  Punkte  Jq,  ^|  so  annehmen  lassen, 
dassdie  Gerade  AqAi  wenigstens  mit  dereinen  der  beiden  Rich- 
tungslinien nicht  zusammenföllt,  weshalb  wir  jetzt  annehmen 
wollen  f  dass  A^^  Ai  mit  der  Richtangslinie  der  Kraft  Pq  nicht 
zosammenftitt.  Weil  nach  der  Voraussetzung  die  Kräfte  P^,  Py 
im  Gleichgewichte  sind»  so  wird  das  System  auch  dann  noch  in 
Ruhe  bleiben»  wenn  man  sich  den  Punkt  Ai  als  fest  denkt  Die 
Kraft  Po*  d^ren  Richtung  mit  AqAi  nicht  zusammenfällt»  kann 
man  in  dem  Punkte  Aq  in  zwei  Kräfte  zerlegen»  von  denen  die 
eine»  w^elche  auch  verschwinden  kann»  im  Allgemeineit  in  die 
Gerade  A^^Ai  flllt»  und  also  jedenfalls  von  dem  festen  Punkte  A^ 
vollständig  aufgehoben  wird»  die  andere»  welche  nie  verschwinden 
kann»  auf  AqAi  senkrecht  steht;  diese  letztere  allein  übrig  blei- 
bende» nie  verschwindende  Kraft  muss  also  noth wendig  eine 
Drehung  des  Systems  um  den  Punkt  A^  hervorbringen»  was  gegen 
das  Obige  streitet.  Daher  fallen  die  Richtungslinien  der  beiden 
sich  im  Gleichgewichte  befindenden  Kräfte  Po»  Pi  in  eine  Ge- 
rade zusammen»  wie  behauptet  wurde.  Dass  nun  aber  ferner  im 
Falle  des  Gleichgewichts  die  Kräfte  Po»  P]  einander  absolut 
gleich  sein  und  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  wirken 
müssen»  fallt  auf  der  Stelle  in  die  Aagen»  weil»  wenn  dies  nicht 
der  Fall  wäre»  die  beiden  Kräfte  sich  offenbar  auf  eine  nicht  ver- 
schwindende Resultirende  zurückführen  lassen  würden»  also  nicht 
im  Gleichgewichte  sein  konnten»  wie  doch  vorausgesetzt  wurde. 

Um  nun   Dieses  analytisch    auszudrücken»    sollen    wir    an- 
nehmen» dass 

^  COSCTo  COS/3o  cos/o 

cosofi         cos/3|        cosyi 
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die  GleichoDgen  'der  Richtungslinieo  der  beiden  Kräfte  Pq*  A 
seien.  Weil  oach  der  Voraussetzung  diese  beiden  Kräfte  im 
Gleichgewichte  sind,  so  fallen  nach  dem  Obigen  die  Richtungs- 
linien  in  eine  Gerade  tasammen.  Nehmen  wir  in  den  Richtungs- 
linien zwei  beliebige  Punkte  (£o%£o)  und  iiifliii)  an,  so  ist  nach  1): 

2)       .    .   .   .     )       cos«6         cos/3o        cosyo  ' 

^       costfi         cos/}|         cosyi 

Beseichnen  wir  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete 
Entfernung  des  Punktes  (i\riiit)  von  dem  Punkte  (So^o£b)«  indem 
wir  diese  Punkte  In  der  Richtungslinie  der  Kraft  Po  Hegend  an- 
nehmen,  durch  Tq;  die  gehurig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete 
Entfernung  des  Punktes  (lo%ib)  ^^^  ^^^  Punkte  (Sii/it^i)«  indem 
wir  diese  Punkte  in  der  Richtungslinie  der  Kraft* P|  liegend  an- 
nehmen» durch  ri\  so  ist  nach  §.  1.  4): 


3)  .    . 
folglich : 


COSO^  C08/3o  cos/o         ^^* 

C0SO|  cosft  COS/i  *' 


und: 


^i-"^o  =  »'oCos/Jo, 
Si— £b  =  n.cosyo 

&j— li  =nco8a, , 
%— 'yi  =r,  cosft, 
&)— Ci  =riCOsy, ; 
also>  wenn  man  addirt: 

rocos  otq  -I-  ^\  <^os  »1  =  0, 
foCosjSo  +  a^iCosft  =0, 

roC08yo  +  n«osyi  =0; 
oder: 
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T  ' 

COS  «0  +  ~  COS  tf|   =:  0, 

''o 

CO«j8o  +  ~C08ft  =0, 
■0 

cosyo+^cosyi  =0. 

Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen  die  Krftfte  Po>  A  absolut  gleich 
sind  und  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  wirken,  so  i$t. 
wie  leicht  erhellet,  in  völliger  Atigemeinheit: 

ro~">P«' 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

p 

COSffo  +  öTCOSWi   =  0, 
M) 

p 

coe/5o  +  ;^cosj8i  =0, 

p 

cos/o+^cosyi  =0; 
folglich: 

IPoCOSOQ-f-i'tCOSOi  =  0, 
/»,cos/?o  +  Acosft  =0, 
PoC08yo  + Acosyi  =  0. 
Ferner  ist  nach  3): 

»^0  '^o  '^o 

und: 

coa«i  =  ^^=1^,     cosA  =  5^-^' ,     cosy»  =  ^^^\ 
^\  ^i  ^\ 


also: 


p 

Po(&)COs/3o  — ^/ocosoö)  =  -rtloC^  -^o)l— ^o(li  -lo)!^ 

p 

Po(i?oco»yo  — &)Cos/5o)  =  ~{»?o(ti— £>)  — Jo(»?i  — %)  i« 

Po(&,co8«„-loCORyo)  =  ?t£i)(li-lo)-lo«|-5))  I 

'0 
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und: 

l\(l|CO«A-ihco»«i)=  Jjfi(i7o-i?,)-ih(lo-&)N 

Pi  (Vi  eoBYi  -  tt  cosft)  =  ^|i7,  (6>-6)  -  6  (no-m)U 

folglicbt  weon  man  addirt,  weil 

ro       ri 
ist: 

io(So«««ft  -  ito«>««o)  + ''i  (5i  cos  A  —  ^  co««j)  s=  0. 
Fo(i?oco«ro— IoCO«Po)  +  ^i('/i  cosyi  —  fjcosft)  =  0, 
Po&cosöb— fecos  yo)  +  Atti  cos«i  — li  cosyt)  =  0- 
Nach  2)  ist  aber: 

^coaßo'-fioCOBaQ  =  ^^^«os/^o-— ^o^oso^, 
i7o«osyo— £bco»/^o  =yoCOsyo— «oCo»Po» 
iocos  «6  — locosyo  =  «ocoso^  —  jroco»yo 
und: 

4|  cos  /3|  —  i7i  cos  «1  =  Xi  cos  ^1  —  ^1/1  cos  Ol  , 
Vi  cosyi  — fi  cos A  =  yi  cos  yi  —  Xj  cos/^t , 
ii  cos  «1  — li  cos  yi  =  Zi  cos  Of  —  jti  cosyi ; 

also  nach  dem  Obigen: 

Po(arocos/}o— yocosfl^o)  +  Pj  (^i  cos  ft  — y,  cosaj)  =s  0, 
ioCyoCOsyo— zocosi^o)  +Pi  (yi cos  yi  —  ti cos ft)  =:  0, 
PoC^o^^^—^oCOsyo)  +Pi(2iCos«t  — j-|Cosyi)  =sO. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  der  folgende  Satx: 

Wenn    die    Krftfte    Pq,    P^,    deren    Ricbtnngslinien 
durch  die  Gleichungen: 

Tkall  XLVI.  12 
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coboq        co8/3o       cosyo' 

cosofi         cosft        cosyi 
charakterUirt  werden,  im  Gleichgewichte  sind,  »eist: 

/oC08ao  +  i\co8«i  =0» 

i\)C0S/?0  +  AC08ft  =0, 

Pocosyo  +  Acoayi  =0; 

Po(^oCOs/Jo— »ocosoo)  +  Pi  (ari  cosft  — yi  cos«,)  =  0, 

Po  (yocos  yo  — »ocos  /3o)  +  A  (yi  cos  yi  —  «i  cos  ft)  =  0, 

Po(«o  cos«o— a?ocosyo)  +  Pi  (a^i  cosai  — a:i  cos  y,)  =  0; 

oder  In  abkfirzender  Schreibweise: 

i:Pcos  «  =  0,    -SPcos  (5  =  0,    2:Pcos  y  =  0; 

^P(a?cos|J— ycosop)  =  0, 
^P(y  cosy  —  «  cos|5)  =  0, 
^P(zco8«— orcosy)  =  0.- 

Wir  wollen  jetzt  untersachen,  ob  sich  dieser  Satz  aoch  omkeh- 
ren  iSsst,  nämlich:  ob,  wenn  die  vorstehenden  sechs  Gleichungen 
erfüllt  sind,  sich  behaupten  lässt,  dass  die  Kräfte  Po>  Px  im 
Gleichgewichte  sind« 

Aus  den  Gleichungen: 

Pocoso^-I-Picosat  =0, 
PoCos/^o-l-PiCos/Si  =0, 

Pocosyo  +  Picosy,  =0 
folgt: 

PqOOS  »0  =  — Pi  cos  ai , 

PoCos/So  =  — fllCOS/Ji, 

PoCosyo  =  — A«osyi; 

also«  wenn  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  dann  zu  einander 
addirt: 
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Po*  =  Pi*. 


foigüch : 

und  daher  nach  VorsteheDÜem : 


alao: 


<  180 


18(M>-yo 


immer  mit  Besiehuog  der  oberen  uod  junteren  Zeichen  auf  ein- 
ander. Hieraus  ergiebt  sich  niitteUt  einer  sehr  einfachen  Be- 
trachtuDg  aogteicfa,  dass  die  Krftfte  P^,  P|  absolut  gleich  und  dass 
ihre  Richtungslinien  einander  parallel  sind,  dass  sie  aber  nach 
entgegengesetzten  Seiten  hin  wirken. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen: 

/oC^o^JO'B/'o— yoCOS«o)  +  Pi  (xi  cos/?i«-3ri  COSOfi)  =  0, 

io(yoCO«yo  -  *o«o«/?o)  +  A  (yi «»»  Yi  -  h  cosft)  =  0, 

Po(«o«o»«o  — ^oCosyo)  +  /'i(«iCOsai  — aricosyj)  =  0 

mittelst  des  Vorhergehenden«  wenn  man  nämlich  für 

Pi  und  cos«|,    cos/3|»    cosyi 
respective 

±Po  und  Tcosoo,  Tcos/?o,    Tcos/o 
setzt: 

.roCos/Jo  — yo<^<>»«o  —  (^i  cos|5o  —  yi  ««sök))  =  0> 
jfocosyo  —  J^qCos  ^0  —  (yi  cosyo  —  2^1  cos  jJ©)  =  0, 
xocosoo  — a?oCOsyo  — («1  coso^o  —  :riCOSyo)  =  0; 
und  wenn  man  ffir 

12* 
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Pq  aod  coboq,    coaßo,    cosyo 
respective 

dbPi  und  Tcos«!,    ^coBßi,    ^cosYii 
setit: 

—  (XoCOB ßi  — yocos «0  +  (Xi cosft  — yi  cos «i)  Ä  0, 
— (yo coByi--' XoCOB ßi)  +  (yi  cosyi—  «iCO«ft)  =  0, 
— (2oCO«a|  — jro<:osri)  -|-(^  cosa,  —  ar|CO»y,)  =  0. 
Daher  haben  wir  die  Gleichaogen: 

XoCOBßo^-yoCOBaQ  =  ari  co8/3o*~yi<^o«^» 
yocosyo  — «oCOs/?o  =  yi  coayo  — «i«>»Ä)» 

tocosoo  —  ^o^o^yo  =  'i  cosoo— ort  cosy^ 
und: 

aroCosj9|  -«yo^os^i^i  =  ^i  coaft  — yi  eo««|  ^ 
»ocoayi— ioCo»A  =  yicos/i  — XjCoaA, 
2oC08«i— j;o<!os7i  =  XiC08«i— ^Ticoayij 

alao  die  Gleichungen: 

(ari  —  «o)  cos/?o  =  (^i  — Jfo)«©««^ , 
(yi^tfo)  co«yo  =  («1  —  *o)c«»/'o» 

(«1  — «o)  cöSöb  =  (^i— ^o)cö«yo 
und: 

Jyo— yi)cosyi  =  («0—  «i)cosA. 
(^  — «i)coaa,  =(a?o--a?i)coayt; 
oder  die  Gleichungen: 

cos  Oq         cos  j?o        <^<»  yo  ' 

COaiTi  COBßi  COBYi  ' 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gieichnngea  1),    ap 
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aberseugt  man  sich  auf  der  Steile,  dasa  der  in  der  Riclitangalinie 
der  Kraft  P|  liegende  Punkt  {^xyi^i)  in  der  Richtungslinie  der 
Kraft  Pq  ond  der  in  der  Richtungslinie  der  Kraft  Pq  fliegende 
Punkt  (^oVo^o)  >>^  ^^^  Richtungslinie  der  Kraft  P|  liegt,  so  dass 
also  die  Richtongslinien  der  Kräfte  Pq»  A  n^>^  einander  zusammen* 
fallen. 

Aus  allem  Bisherigen  ergiebt  sich  ganz  unzweideutig,  dass 
unter  den  geraachten  Voraussetzungen  die  Kriifte  Po»  Pi  ab- 
solut gleich  sind  und  nach  direct  entgegengesetzten  Richtungen 
hin  wirken»  sich  also  im  Gleichgewichte  befinden;  daher  haben 
wir  den  folgenden  Satz: 

Wenn 


^r—aro 

COS«o 

coaßo 

cosyo 

cosai 

cosft 

cosyi 

die  Glelchongen  der  Richtungsilnien  der  Kräfte  Po>  A 
sind,  and  die  Gleichungen: 

^Pcos a  =  0,    ^Pcos  /?  =  0 ,    £Peoay  s  0 ; 

2y(a?cos/5— ycosa)  =  0, 
£P(yco8y-^xcosß)  =  0, 
^P(zcosa — ancoay)  =  0 

Statt  finden;  so  sind  die  beiden  KräftePo,  Pi  im  Gleich- 
gewichte. 

Ans  den  beiden  vorhergehenden  Sätzen  ergiebt  sich  nun  aber 
der  folgende  Satz: 

Wenn    die    Gleichungen  der    Richtungsilnien  der 
zwei  Kräfte  Po,  Pgi 

cos^o        cosj^o        cosyo' 

cosai         cos/^i        cosyi 
sind,  so  sind: 

£PcoBa  =  0,    £Pcosi3=:0,    ZPcosyssO; 
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2JP(i/  cos  y —  z  cos  /3)  =  0 , 
2P(z  cos  a — arcos  y)  =  0 

die     notliwendlipen    Bedingungsgleichniigen    fGr    das 
G  lei  ob  gewicht  dieser  zwei  Kräfte. 

§.  6. 

Bedinguiigsgleichungeo  für  das  Gleichglewicht 
zwischen    drei  Kräften. 

Wenn  drei  Kräfte  P«  >  Pi»  P*  '"*  Gleichgewichte  sind ,  so 
müssen  ihre  Richtungslinien  immer  in  einer  Ebene  liegen.  Wir 
wollen  einmal  annehmen,  die  Richtungen  der  drei  sich  im  Gleich- 
gewichte befindenden  Kräfte  Pq,  P|  ,  P^  lägen  nicht  in  einer 
Ebene.  Nehmen  wir  dann  in  den  Richtungslinien  drei  Punkte 
Aq,  Ai,  A^  an,  so  liegen  diese  drei  Punkte  entweder  nicht  in 
einer  geraden  Linie,  oder  dieselben  liegen  in  einer  geraden 
Linie.  Wäre  das  Letztere  der  Fall,  so  würde  immer  mindestens 
eine  der  drei  Richtungslinicn  nicht  mit  dieser  Geraden  zusam- 
menfallen, weil,  wenn  mit  dieser  Geraden  alle  drei  Richtungslinien 
zusammenfielen,  die  drei  Richtungslinien  in  einer  Ebene  liegen 
würden,  was  gegen  die  Annahme  ist.  Fällt  nun  etwa  die  Rich- 
tungslinie der  Kraft  P^  nicht  mit  der  in  Rede  stehenden  Geraden 
zusammen,  so  nehme  man  in  dieser  Richtungslinie  einen  von  A^ 
verschiedenen  Punkt  A^^  an;  dann  sind  A^^,  A^,  At^  drei  Punkte 
in  den  Richtungslinien  der  drei  Kräfte,  die  nicht  in  einer  Ge- 
raden liegen,  so  dass  man  also  in  den  Richtungslinien  der  drei 
Kräfte  immer  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende,  also  ein  Drei- 
eck bildende  Punkte  aimrlimcn  kann,  welche  wir  von  jetzt  an 
durch  2^0,  Ay ,  Ai^  bezeichnen  wollen.  Nun  muss  es  unter  den 
Richtungslinien  immer  mindestens  eine  geben,  welche  nicht  in 
der  Ebene  des  Dreiecks  A^^A^  A^  li^gt,  weil  im  entgegengesetzten 
Falle  alle  drei  Richtungslinien  in  einer  Ebene  liegen  wurden, 
Tias  gegen  die  Annahme  ist.  Diese  Kraft,  deren  Richtungslinie 
nicht  in  der  Ebene  des  IDreiecks  A^AyA^  liegt,  sei  etwa  P^. 
Weil  nach  der  Veraussetzung  die  Kräfte  Po»  A>  P%  '™  Gleich- 
gewichte sind,  so  muss  das  System  auch  dann  noch  in  Ruhe 
sein,  wenn  man  sich  A^Ax  als  eine  feste  Axe  denkt.  Die  Kraft 
P2  aber,  deren  Richtungslinie  nicht  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
A^AxA^  liegt,  kann  man  Im  Punkte  A^  in  zwei  Kräfte  zerlegen, 
von   denen    die   eine  In  der   Ebene  A^AxA^  wirkt,    die    andere 
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jedeofalk  oicbt  verschwindende  Kraft  auf  dieser  Ebene  senkrecht 
steht;  da  nnn  die  erstere  Kraft  von  der  festen  Axe  A^Ai  ganz  aofge- 
hoben  wird,  so  bleibt  bloss  die  letztere  auf  der  Ebene  AqAiA^ 
senkrecht  stehende  nicht  verschwindende  Kraft  übrig»  welche 
offenbar  nothwendig  eine  Drehung  des  Systems  um  die  feste  Axe 
Af^Ai  hervorbringen  muss,  so  dass  dasselbe  also  nicht  in  Ruhe 
seiD  kann,  was  es  nach  dem  Obigen  doch  sein  miisste*  Es  ist 
also  falsch,  dass  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kräfte  Po>  ''i' 
Ps  sich  im  Gleichgewichte  befinden,  deren  Richtungslinien  nicht 
in  einer  Ebene  liegen  konnten,  und  diese  Richtungslinien  mfissen 
also  unter  der  in  Rede  stehenden  Voraussetzung  jederzeit  in 
einer  Ebene  liegen,  wie  behauptet  wurde. 

Wir  wollen  jetzt  wieder  annehmen,  dass  die  KrSfte  Pq*  Pi^Pt 
sich  Im  Gleichgewichte  befinden,  und  dass  also  ihre  drei  Rich- 
tuiigslinien  nach  dem  so  eben  Bewiesenen  in  einer  Ebene  liegen. 
Unter  der  Voraussetzung  nun,  dass  in  den  Richtuogslinien  der 
drei  Kräfte  sich  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende,  also  eiA 
Dreieck  bestimmende  Punkte  Aq,  Aip  A^  annehmen  lassen,  kann 
man  die  Kraft  P©  i"  ^em  Punkte  Ao  in  zwei  in  den  Richtungs- 
linien  A^A^,  A^A^;  die  Kraft Pj  indem  Punkte  Ai  in  zwei  in  den 
Richtungslinien  A^A^,  AqAi  ;  die  Kraft  P«  in  dem  Punkte  A^  In  zwei 
in  den  Richtungslinien  A^A^,  AiA^  wirkende  Kräfte  zerlegen ;  und 
es  lässtsich  nun  leicht  übersehen,  dass  jede  der  zwei  in  den  Rich- 
tungslinien AoAi,  AiA^,  A^Ao  wirkenden  Kräfte  einander  gleich 
und  dircct  entgegengesetzt  sein  müssen.  Weil  nämlich  die  Kräfte 
''o^Pif  P«  nac*>  d«r  Voraussetzung  im  Gleichgewichte  sind,  so 
sind  auch  die  sämmtlichen  in  den  Richtungslinien  AqAi,  AxA^. 
Ä^A^  wirkenden  Kräfte  im  Gleichgewichte,  und  das  System  muss 
also  auch  dann  noch  in  Ruhe  bleiben,  wenn  man  sich  einen  der 
drei  Punkte  Aq,  ^,,  A^  als  fest  denkt.  Denken  wir  uns  aber 
etwa  den  Punkt  A^  als  fest,  so  werden  von  diesem  festen  Punkte 
die  in  den  Richtungslinien  A^  A^,  A^Aq  wirkenden  Kräfte  ganz 
aufgehoben,  und  es  bleiben  bloss  die  beiden  in  der  Richtungs- 
linie A^Ai  wirkenden  Kräfte  übrig;  wären  nun  diese  beiden 
Kräfte  nicht  einander  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  so  wur- 
den sie  sich  jederzeit  auf  eine  in  der  Richtungslinie  Ao  ^i  ^'r- 
kende  nicht  verschwindende  Kraft  reduciren,  welche  noth%vendig 
eine  Drehung  des  Systems  um  den  festen  Punkt  A^  hervorbrin- 
gen nifisste,  was  mit  dem  Obigen,  wonach  das  System  sich  in 
Ruhe  befindet,  im  Widerspruch  steht.  Also  sind  die  in  der  Rich- 
langslinie  AqA^  wirkenden  Kräfte  einander  gleich  und  direct 
entgegengesetzt,  was  in  ganz  gleicherweise  auch  von  den  in  den 
Richtungslinien  AiA^  und  A^Ao  wirkenden  Kräften  gezeigt  wer- 
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den  kann«  so  dasA  also  hierdurch  unsere  obige  Bebanplang  foll- 
ständig  bewiesen  ist 

Die  Gleichungen  der  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  P^t  A« 
P^  seien  bexiehungsweise: 

€08  Oq  €08 /?o  COS/o' 

1) j  X'-xx  _y—vx  _»-»i^ 

COSai  €08^1         cos/i' 

cos  «2  cos  j?2  C^^  y» 

wobei  wir  annehmen  wollen,  dass  diese  Richtungslinien  nicht 
sämmtlich  unter  einander  zusammenfallen »  unter  welcher 
Voraussetzung  sich  in  denselben  offenbar  immer  drei  nicht 
in  gerader  Linie  liegende,  also  ein  Dreieck  bestimmende  Punkte 
i^o»  •^19  -^9  annehmen  lassen,  deren  Coordinaten  wir  durch  ^, 
^o»  {bi  lif  ^19  t\ ;  l2>  ^29  £2  bezeichnen  wollen,  und  in  die  wir  uns 
die  Kräfte  Pq*  A*  ^2  versetzt  denken  können. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  drei  Kräfte  Pq,  i\,  P, 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  müssen  nach  dem  Ohigeo 
ihre  Richtungslinien  in  einer  Ebene  liegen,  und  diese  Ebene 
muss  also  mit  der  Ebene  des  Dreiecks  AqAiA^  susamroenfallen. 

Die  als  positiv  betrachteten  Seiten 

des  Dreiecks  AqAi  A^  bezeichnen  wir  beziehungsweise  durch 

'"oi»    ^\^*    '■20* 

Die  in  dem  Punkte  A^  wirkende  Kraft  Pq  zerlegen  wir  in 
zwei  Kräfte  nach  den  Richtungslinien  AqAi  und  ^^i^o,  und  be- 
zeichnen dieselben,  indem  vrir  sie  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachten ,  jenachdem  sie  von  Aq  nach  A^  und  A^  oder  nach  den 
entgegengesetzten  Seiten  hin  wirken,  durch  P^i  «nd  Po-;  dann 
ist  nach  $.  2.  13): 

PoCoscro==Pot^^+Po2^^, 

2)    ....    ^          P  muß    —  P     3lJZ5<>    ■    p     ^2  —  ^0 
*'•'••     1  /'oCOSPo — ^01       Z  +M)2~~Z » 

Pocosyo  =  Pol  V^  +^^02^'. 
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Die  in  dem  Punkte  Ax  wirkende  Kraft  Pi  seriegen  wir  in  zwei 
Krille  nach  den  Riclitongslinien  Ai  A^  und  A^Ai ,  und  bezeichnen 
dieselbe,  indem  wir  sie  als  positiv  oder  negativ  betrachten»  je« 
nachdem  sie  von  A^  nach  A^  und  ^o  oder  nach  den  entgegengeseta- 
ten  Seiten  hinwirken,  dorch  P|s  und  i\o;  dann  ist  nach  $.2.  13): 

p,  cos  «»=  fl.-j:^  +  Fio --;-;- . 

*»/••••   S      /|  cos Pi  = /»if  — -rrio---       » 

n    ^^.  ..      P      t^"^&     .    P      til fit 

Ml  "^01 

Die  in  dem  Punkte  A^  wirkende  Kraft  P^  seriegen  wir  in 
swei  Kräfte  nach  den  Riehtungslinien  A^A^  und  AiA^,  und  be- 
zeichnen dieselben,  indem  wir  sie  als  positiv  oder  negativ  be* 
trachten,  jenachdem  sie  von  A^  nach  Aq  und  Ai  oder  naeh  den 
entgegengesetzten  Seiten  hin  wirken,  durch  Pgo  und  P^;  dann 
iat  nach-$.  2.  13): 

Durch  Addition  der  vorhergehenden  Gleichungen  erhSIt  man: 
PqCob  flb  +  ^1  cos  «1  +  P^  cos  «a 

=  (P«.-P.«)^  +  (P..-P«)  ^ +('*«»-'*o.)  ^' 

PoCO»|J„  +  Pi  eoBßi  +  P^COBh 
=:(P«-P.o)^H(P..-P..)^*+  (P«-P<«)3^. 

Pocwyo  +  Pi  «««yi + P««<wy» 

= (P1  -Pf)  ^ + (Pl.-P«)  ^  +  (P..-P««)  ^- 
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Weil  nun  aber  nach  der  Voraassetziing  die  Krftfte  Pq»  ^i*  ^% 
im  Gleichgewichte  sind»  so  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  mit 
Ruckflicht  auf  die  vorher  gegebenen  Bestimmungen: 

also  nach  vorstehenden  Gleichungen: 

IPqCos «0  +  Pi  cos «i  +  /\cos  Os  =  0 , 
Pq  cos  yo  +  Pi  cos  yi  +  Pjcos  y.2  =:  0. 
Ferner  erhftit  man  aus  den  Gleichungen  2),  3)«  4): 

/©(socospo  — »^ocos^o)  ~      n)i^        ^; ^r ^ 

/>.(f.COS^-,.COS«,)=:         ,,,5!.(^.)^5^^ 

also,  wenn  man  adilirt,  »eil: 

Pol   =  ^^10»       "l2  =  '«l  »      ^^20  ==   Po« 

ist: 

Po(£oC08/^o  —  «7oCOsao) 
+  Pi(£iCosft  —  i/icos«,)     [=0; 
+  P^ih^osß^  —  i;»  cos  Ufa) 

weil  nun  aber  nach  1): 
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coscTq  cos/?(,         cosyo  ' 

coß«,  cosf?!  cosyi   ' 

cos  «2         cos/S«         cos/2 
und  folglich: 

{ocos/?o-i?ocosao  =  ^oC<>s/5o— yocosofo, 
fi  CO»  ßi  — rii  cos  tf|  =  a:i  cos  ^|  — y,  cos  a| , 
Iscos/?,  — ly^cosöfg  =  .r2Cos)52— yacosa^ 
ist,  so  ist  nach  dem  Obigen : 

i\  {xq  cos  /?o — yo  cos  «o)     ) 
+  ^1  C^i  ^osft  -  yi  costti)     >    =  0 , 
+  P^  {x^  cos  /?2  — .Va  cos  oj)     / 

und  «lir  haben  daher  jetzt  überhaupt  die  folgenden  Gleichungen  : 

6) 
Py  (aro  cos  ßo  —  ^o  cos  «b) 

+  P,(a:,  cosft  —  yi  cos«,)      ^    =  0, 

+  /^(^tCOS/?^  — T/jCOSCf^) 

Po(yoCosyo  — loCosjSo) 
+  /^i  (2^1  cosy,  -  Si^cosft)       )    =  0, 
+  ^2  (y«  cos  y^  —  zj  cos  /3i) 

P(>  (jo  cos  «0 — ^0  cos  yo) 
+  P,  (zicosßi— oTiCOsyi)      ^    =  0. 
+  ^2  (^  cos  cfa  —  .Tj  cos  y^ 

Aus  den  Gleichungen  5}  und  6)  ergiebt  sich  jetzt  also  der 
folgende  Satz: 

Wenn  die  drei  Kräfte  Po»  '^i»  '^a»  deren  nicht 
sämtntllch  zusammenfallende  Richtungslinien  durch 
die  Gleichungen: 
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COfl 

= 

y-yo 

CO»  Po 

= 

cosyo' 

COfl 

= 

y-yi 

cosft 

=s 

co»yi 

a?- 

-*t 

9z 

-y« 

*-H 

COSOji  COSPt  COS]ft 

Gbarakeriflirt    werden,   unter   eiDander   im    Gleichge- 
wichte sind;  so  ist  immer:. 

PQC08a^+  Pi  coaai  +  P^eosa^  =:  0, 

Pocosyo  +  Pi  coa/i  +  f^,co8}^  =  0 
and: 

PoisoCoaßo-'yoCOBao) 

+  /\  (xi  cos  ft  — yi  cos  «i)     }   =  0, 

+  /^«(ar,  cos  Ps  — yscosoi) 

/^©(yocosyo  — i^cosPo> 

+  ^1  (yi  co«yi  —»1  cosft)    J  =  0, 

+  ^i(ytCosy»— Ijcos/Jt) 

Po  (lo  cos  Oq^Xo  cos  yo) 
H-Pi(ziCosa,— o^icosyi)     }    =0; 
+  P^  (j,  cos  «a — OTsCos  y^ 

oder  10  abkürzender  Schreibweise: 

£Pcoaa  =  0,    ZPcosß  =s  0,    SPcosy  =0; 

4SP(arcosp-ycosa)  ==  0, 
2?P(ycosy— xcos/S)  =0. 
£P(zcos  u  — a;cos  y)  =  0. 

Wir  wollen  nun  untersuchen »  ob  sich  dieser  Satz  auch  am- 
kehren  lässt,  nimlich:  ob,  wenn  diese  sechs  Gleichungen  erftilit 
sind,  sich  immer  schliessen  ISsst,  dass  dann  die  Kräfte  Po»  Pi  $  ^%» 
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s 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  wobei  alle  GrSssen  die 
ihnen  im  Vorhergehenden  beigelegten  Bedeutungen  behalten  aollen. 

Zuerst  bemerken  wir,  das8>  wenn  die  sechs  obigen  Gleichun- 
gen erfüllt  sind,  dann  immer  auch  die  sechs  Gleichungen: 

7) 
£Peosa  =  Q,    ÜPcosß^^O,    JSPeoayzrzO; 

JPPdcosß  -  17COS  «)  =  0, 
i5P(ijcosy— fcos/J)  =?:0, 
HP^coBa  -  Jcosy)  =  0 

erfallt  sind,    was  aus  dem  Vorhergehenden  ohne  Weiteres  und 
gana  von  selbst  hervorgeht. 

Wenn  wir  die  Gleichungen: 

P^eoBOQ-t-Pi coaoi -|-  Pjicoso^  =  0, 
^oCosiJo+  Pi  cosft  +  Ptcoaß^  =  ü, 
PoCOByo  +  Pi^oaYi  +  P^eoaf^^O 
»ach  der  Reihe  mit: 

cos  ^1  cos  y^ — cos  yi  cos  ß^ , 
cosyi  cos  «t — cos  Ol  cos  y^ , 

cos  Ol  cos  ß^  —  cos  ßi  cos  «2 ; 
oder  mit: 

cos  j^t  <^0B  70  "  c^0  7%  ^OB  ßo , 
cosyscoso^ — coso^cos  y^,        * 

COBO^COBßo-^COBß^COBOo; 

oder  mit: 

cos  ßoCOB  yi  ^  cos  yo  cos ßx , 
cos^r^coa«!  —cosi^cos/i, 

cos  0^  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  0| 

maltipliciren .  und  dann  zu  einander  addireo;  so  erhalten  wir  die 
Gleichungen : 

/VV  =  0.    PiN  =  0,    Pt/V=0; 


Digitized  by 


Google 


182  Grüner t:    Neue  analytische  Enlmickelung  der 

wo  N  die  aQ8  §.  3.  bekannte  Bedeutung  bat ;  aus  denen, 
wenn  nur  nicht«  wie  wir  natiirlich  anzunebmen  berechtigt  sind, 
alle  drei  Kräfte  rerschwinden,  jedenfalls 

/V=  0 

folgt,  woraus  sieb  ergiebt,  dass  die  Richtungslinien  der  drei 
Kräfte  in  einer  Ebene  liegen. 

Nehmen  wir  nun  ganz  dieselben  Kräftezerlegungen  vor  wie 
frfiher,  so  erhalten  wir  die  Ausdrücke: 

HoCOBßo  =  /'oi  ■— +  /(«—;; • 

P,cosa,=P,,^  +  Ao^. 
^icospi  —  Z'i»-—        +/'io— » 

'^la  r'oi 


welche,  flir 


Pocosao,  PoC08/^o»  '^icosy©;    /^cosaj,  Picoaßi,  PiCos/i ; 

P2<^0C^<%'  ^«COsft,   /'2<^0A79 

in  die   GleichuDgen  7)  gesetzt,    zu  den   folgenden   Gieichungeo 
fBhren: 
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'^oi  n«  »^lO 

^Q\  n«  *^tO 

und: 

v^oi  —  'lia; z h  (^it— ^iJ Z 


+  (/*«,- P«)  ^*^T=^^^  =  0  • 


»•«> 


Ans  drei  Gleicbangeo  Ton  der  Form: 

ergeben  sich  bekanDtiicb  immer  die  drei  Gleicbungen: 

I  «0  (*i  c«  -^  <?i  fr.)  +  «1  (*•  ^0  -  <?•  *o)  +  ««  (*oA  —  Co  bi)\y  =  0, 
Verbinden  wir  nun  die  drei  GleichongeD: 


Digitized  by 


Google 


184  ßrunert:   Neue  anatpUiche  BnMckehmi  der 

Vqi  Tii  riü 

Toi  ria  T^o 

mit  einander,  und  bemerken,  dase: 

(60— &){(ni— ^2)(S«i7o— «?*fo)  — ('/i-Wdi^«--*^«)! 
+  ('lo-i?i)l(fi^.-'hW(5.-£o)-(S.i?o-'?.fo)(5i-f.)l 
+  (Soi?i-^oti)lffi-W(i?.-W-tf«-W('7i-i2.)« 
==     (fo«?i  — «?o{i)l(fi— 5«)(^«  — W— (6*  — W(«?i— i?«)l 
+  (fli?«-i?iWl«a-£o)(i?o-i?i)-(Eo-*i)(i?.-"i?o)l 
+  (f.i7o-i?.£o)l(£o— ti)(i7i-«?.)-(£i-f.)(i?o-i7i)J 

iat;  ao  erhalten  wir  die  folgenden  Gleichungen : 

(Pi.-/'.i)tEo(i?i-i?.)+fi(';«-W  +  6.(i?o-%)l*  =  0, 
(P.0  -^o.)l  Eo  (i?i  - 1?«)  +  li  (^2  -  Vo)  +  f.  (i?ü  -  %) )«  =  0. 

Durch  ganx  fthnllche  Verbindungen  dreier  Gleichongen,  wie 
80  eben,  erhalten  wir  aber,  wenn  der  Kürze  wegen: 

[in]  =  Mvi —«?.)  +  ii  (»/•  -  vo)  +  £•  (tte  -  m)» 
M]  =  i7o(ti  -  W  +  V.  it.  -  &>)  +  ^^sCfc-Ji), 
[tt]  =  &(5i-W  +  ti «.  -  £0)  +  f.  «6-£i) 

geaetst  wird,  fiberhaopt  die  folgenden  Gleichangen: 
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('*..-/*.„)hf]«=  (/»..-/».OM»  =  (P,o-Po,nvtr=o. 

Die  absoluten  Werthe  der  Grossen 

[ivh  [vS],  im 

sind   bekanntlich  die  Projectionen  des  Dreiecks  AqAiA^  auf  den 
Ebenen  der 

ory,    fft,    tx\ 

and   weil  nun  nach  einem  bekannten  Satze 

^Mr3;'=[i'»]*+M*+[ft? 

ist«  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  A^A^A^  aber,  insofero  wir 
wieder  annehmen,  dass  die  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  nicht 
zosaininenfaUen^  nicht  verschwindet,  so  können  offenbar  die  Grossen 

[£»?].   M.   Kl] 

nicht  zugleich  verschwinden,  es  muss  wenigstens  eine  nicht  ver- 
sehenden ;  daher  muss  in  Folge  der  obigen  Gleichungen  jederzeit 

Pol  ~  Ao  =  0>    '^a — ^^\  =  0»    ^20  *"  ^^02  =  0 
oder 

»^oi  =*=  ^10»     "la  =  ^21»     -MED  =  ^oa 

sein,  i^oraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Kräfte 

^01  >    '^Oj      ^12»    ^M»      ^20 >    ^^02 

absolat  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  folglich  die  Kräfte  Pq» 
/^i  9  ^s  ^™  Gleichgewichte  sind.  Daher  haben  wir  den  folgen- 
den Sats: 

^l^enil: 


x  — 
cos 

^0. 
«0  ' 

cos/3o 

= 

cosyo 

X — 0?! 
COStfi 

cosft 

= 

2— Zj 

cosyi 

:c- 

-^2 

^Vl 

Z^i 

2  — z. 

cos  o^         cos  /?2        cos  ya 

die  Gleichungen  der  nicht  sämmtlich  zusammenfallen- 
den Richtnngslinien  der  drei  Kräfte  Po>  ^i>  ^9  sind, 
and  die  Gleichungen: 

O^heil  XLVI.  18 
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2:Pcosa  =  0,     2;Pco8/3  =  0,     2;Pcosy=0; 

2?/^(ircosj3-- ycoso)  =  0, 
£P(ycosy  —  2Cos|5)=0, 
I!P(zcos€t  —  xcosy)  =i) 

Statt  finden;  so  sind    die   drei  Kräfte  Po»  A»  ^2  unter 
einander  im  Gleichgewichte. 

In  Folge  der  beiden  vorher  bewiesenen  Sätze  läast  sich  nao 
aber  der  folgende  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Gleichungen  der  nicht  sämmtlich  zusam- 
menfallenden Richtungslinien  der  drei  Kräfte  Pq,  P|,  P«: 

cos  Oq         cos  ßf^        cos  Yq  * 

cos  tti  cos  /9|         cos^i ' 

1^_  y— 3^a  _   »~-^a 


COSttg  COS/?s  C0Sy2 

sin  d;  so  sind: 

2:Pco8a  =  0,     £Pco6ß  —  0,    £Pcosy  =  0; 

2'P  (a;  cos /3—y  cos«)  =  0, 
^P  (y  cos  y  —  r  cos /5)  =0, 
-^P(z  cos«  —  orcosy)  =  0 

die     notliwendlyen     Bedingungsgleichungen      für     das 
Gleichgewicht  dieser  drei   Kräfte. 

Wir  haben  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  die  Richtungs- 
linien  der  drei  Kräfte  Pq,  P|  ,  P2  mit  einander  zusammenfallen, 
in  welchem  das  Gleichgewicht  der  drei  Kräfte  offenbar  dadurch 
vollständig  bedingt  wird,  dass  zwei  dieser  Kräfte  in  der  gemein- 
schaftlichen Richtungslinie  nach  einer  Seite  hin  wirken»  die 
dritte  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin  wirkt,  und  dass  die 
Summe  der  beiden  ersten  absolut  genommenen  Kräfte  der  dritten 
absolut  genommenen  Kraft  gleich  ist.  Nehmen  wir  nun,  um  die 
Begriffe  zu  fixiren«  an,  dass  die  beiden  Kräfte  Po»  Pi  nach 
einer  Seite  hin  wirken,  die  dritte  Kraft  P«  nach  der  entgegeo- 
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gesetiteu  Seite  bin  wirkt,  und  unterscheiden  die  folgenden«  rflck- 
sichtlich  der  Vorzeichen  der  Kräfte  möglichen  Fälle : 


Po 


Pl 


p. 


positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

negativ 
positiv 

positiv 
negativ 

negativ 
positiv 

positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

negativ 
positiv 

negativ 
positiv 

80   ist  die  Bedingnngsgleichung  für  den  Zustand  des  Gleichge- 
wichts der  drei  Kräfte  offenbar  beziehungsweise: 

Po-A  +  Z'.  =0; 

und  zwischen  den  Winkeln 

«0»  Po»  yoJ   «i>  ftt  yr»   ««> /J«.  y. 

finden  die  folgenden  Beziehungen  Statt: 

oo  =  0|  =  180<>— Cj, 
/Jo  =  ft  =  180«~P., 
yo  =yi  ==  180<>— y«; 

Ofo  =  «1  =  ««  » 

fo  =  ft  =  Pa  , 

yo  =  yi  =y«; 

«0=1800—«,  =1800— «2, 

'j3o  =  180O-.ft=:180O-/?., 

yo  =  180O-yi  =  180O-y.; 

13* 
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y^  =  180o-n  =  y,; 

folglich  zwischen    den  Cosinussen  dieser  Winkel  die    folgeoden 
Beziehangen: 

'  cos  «0  =  cos  «1  =  — cos  a« , 
cos  /3(>  =  cos  ft  =  —  cos  ß% , 
.  cos/o  =  cosyi  =  —  cosyi; 
cos  Oo  =      cos  a|  =:      cos  «2  f 
cos/?o  =      cos/9i  =      cos/3,, 
cosyo  =      cosyi  =     cosy^; 

f  cos «0  =  —  costti  =  —  cos «1 , 

cos/?o  =  — cos/3i  =  —cos /5a, 

cosyo  =  — cosyi  =  —  cosy» ; 

costt^  =  — cosci  =  cosa«  , 
cos/?o  =  —  cos/3i  =  '  cos/?», 
cos  yo  =  —  cos  fi  =      cosy^ . 

Werden  nun   in  den  einzelnen  hier  betrachteten  F&llen  die  Glei- 
chungen: 

Po- A  -^2  =  0, 

als  erfüllt  vorausgesetzt,    so  folgen  daraus  durch  Multiplicatioo 
mit  den  obigen  Cosinussen  in  allen  Fällen  die  Gleichungen: 

JPoCos  «0  +  ^i  cosaj  -f  PaCosfl%  =  0, 
Pocos/Jo  +  Pi  cos/?!  +P,cos/J,  =  0, 
Pocosyo  +  Picosyi  +  Pacosyt  =  0. 
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Werden  umgekehrt  die  GleichoDgen: 

Pq  cos  tfo  +  Pl  cos  CV|  -|-  ^2^^^^  ==^  ^ * 

Pocoaßo  +  Pi  cosßi+P^  cos/?2  =  0, 
Pocosyo  +  Picosyi  +  P^coay^^izO 

als  erfüllt  vorausgesetzt;  so  bat  man  vor  allen  Dingen  zu  be- 
achten,  dass  wegen  der  Gleichung 

cos  Oq» + cos  /5o*  +  cos  Yo*  =  1 

jedenralls  mindestens  in  einer  der  drei  folgenden  Reiben: 

costto»  cos«!,  COSOs* 
cosj?oi  cos/9j,  COS/?«; 
cosyo»  cosyi»  cosy, 

«lie  absolut  gleichen  Grössen  nicht  verschwinden ,  und  dass  also 
ans  den  als  erfüllt  vorausgesetzten  drei  Gleichunsjen  mit  Ruck- 
sicht auf  die  obigen  zwischen  den  Cosinussen  Statt  findenden 
Relationen  jederzeit  durch  Division  respective  die  Gleichungen: 

Po-Pi+P.^0 

folgen. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  im  vorliegenden  Falle  das  Gleich- 
gewicht zwischen  den  drei  Kräften  P«,  Pi ,  Pt  vollständig  durch 
die  drei  Gleichungen: 

PoCOStfo+^lCOS«!  +/^«cosö»  =0, 
PoCOsi?o  +  /^icosft  +  P«  cos /Ja  =  0, 
Pocosyo  +  '^cosy,  +  Pscosy»  =  0 
bedingt  wird. 

Setzen  wir  nun  aber  diese  GIsichungen  als  erfüllt  voraus, 
so  ist: 
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Po  (^o  C08  ßo  —  yo  cos  «o) 

+  A  (^1  cos  ft  — y,  cos  «i) 

+  Pa  (a:,  cos  /3.— y,  cos  o«) 

=  +Po(^ocos/3o  — yocosoo) 

+  Pi  (.Ti  cos  j5|  — yi  cos  «i) 

—  (Pocos  j5o  f  Pi  co8/?i)ar,  +  (Pocosoo  +  Pi  cosa^y, 
=      /oK^o  — ^«)co8^o-(yo— yÄ)co8ao) 

+  Pi  { (ari  —  ar^)  cos  ft  —  (yi  — y^)  cos  «i  I , 

Po(yoC08yo— 2t)CO«/5o) 

+  Pi(yiCOsyi— 2,cos/?,) 

+  P«  (yj  cos  ya — 2«  cos  jSj) 

=      /o  (^0  cos  yo  —  «0  cos  ßo) 

+  Pi  (yi  cos  Yx  —  2i  cos ft) 

—  (PoCosyo  +  PiCosyi)y2  +  {PoCos/3o+PiC08ft)ia 
-      ^oKyo  — y2)cosyo— («o— 2;a)co8/Jol 

+  At(yi-y2)C0Syi  — (l,— 2a)C08ftl. 

Po(roCOsao  — arocosyo) 

+  A  (^1  cosa,  — Xi  cosyi) 

+  A  (^  cos  «a  —  ^2  cos  ya) 

==      Po  (to  cos  «0 — ^0  cos  yo) 

+  Pi  {h  cosa,  — arj  cosyi) 

—  (PoCosao  +  PiCosa,)2a  +  (PoC08yo  +  PiCOSyi)a:, 
=      PoK^o— ^)cosofo  —  (aro— a:2)cosyo} 

+  ''i  t  («i  —  H)  cos  «1  -  (o?!  —  a^a)  COS  yi }. 

Weil  aber  die  Richtungsliiiien  der  drei  Kräfte  nach  der  Voraus- 
setzung mit  einander  zusammenfallen ,  so  ist  wegen  deren  Glei- 
chungen : 

(^0  —  •'^a)  cos  /Jo  =  (yo  —  y«)  cos  Äo  I 

(yo--ya)cos  yo  =  (zo  -  2»)cosl3o, 

(«0  —  ^)  cos  ofo  =  {Xq  —  ara)  cos  yo 
und: 

{xi  —  OTa)  cos  ßi  =  (y,  — ya)  cos  a^ , 

(.Vi  — .Va)  cosyi  =  (^i  —  2a)  cosft  , 
(«i  —  z^ cos«!  =  (a?!  — a?a) cosyi ; 
a|so  nach  dem  Obigen: 

Po(a:oCOs/Jo— yocostto)  j 
+  P,  (a:iCosft— yicosdfj)  >    =  0, 

+  P«(^«cos/Ja  — yacosoa)  ' 
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+  ^i(3^iC08yi— ^icosft)  I   =0, 
+  ^«(yaCosy4-ZaC08|32)  ' 

Po  («o  cos  «0  —  ^0  cos  yo)  \ 
+  P,  (zi  cos  ofi  — OTi  cos  /i)  I    =  0 ; 
+  P«  («2  cos  «a  —  ar,  cos  y^) 

woraus  man  sieht,  dass  Im  vorliegenden  Falle  diese  letzteren 
Gleichangen  jederzeit  von  selbst  erfüllt  sind,  wenn  die  Glei- 
chungen : 

Pocosofo  +  Picosai+Pacoso,  =  0. 

PoCOSft>+  ^1  cos  ft  +  PftCOS  ß^  =  0, 

PüCosyo+  Pi  cosyi  +P«cosy2  =  0 

erfüllt  sind,  oder  dass  im  vorliegenden  Falle  jederzeit  Jene 
fileichungen  aus  diesen  Gleichungen  folgen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  früheren  Sätze  kann   man  nun  ohne 
alle  Einschränkung  den  folgenden  Satz  aussprechen : 

Wenn    die    Gleichungen    der    Ri  chtnngslinien    der 
drei  beliebigen  Kräfte  P»,  P|.  P« 

x^Xq  _  y-yo  _  »— 3;o^ 
cosffo        cos^o       cosyo' 

?:iL^ -- S[zi?L  =2  ins. , 

cosai         cosft       cosyi' 


-^»  _y—y^^ 


i-H 


costta        coaß^        cosy^ 
sind,  so  sind: 

^Pcosa=:0,  -SPco8/3  =  0,   2?PcosyÄ:0; 

2?P(a?co8l3— ycos«)  ==  0, 
^P(ycosy— «cos(5)  =0, 
^P(zcosa— arcosy)  =  0 

die  notbwendlffen  Bedingungsgleichungen  für  den 
Zustand  des  Gleichgewichts  zwischen  diesen  drei 
Kr&ften. 


Digitized  by 


Google 


1Ö2  Grüner t:    Seite  analytische  Eniwickelung  der 

§.  ^ 

Bediiigongsgleichungen    für  das  Gleichgeiricbt 

zwischen   beliebig   vieleo   Kräften. 

Bevor  wir  zur  EnJViickelang  der  gesuchten  Bedingung»- 
gleichungen  selbst  übergehen,  wollen  wir  zeigen,  wie  sich  für 
auf  einen  Punkt  wirkende  Kräfte  die  Resultirende  bestiinnien 
lässt 

Die  gegebenen,  sänimtlich  auf  den  Punkt  {abc)  wirkenden 
Kräfte  seien: 


und: 


^0*   Pl  »   ^*>   ^z* 

....«» 

I) 

jp— o       yb 

2  —  C 

COSffo        cos/?o 

cosyo 

x—a       y^b 

2— C 

COSffi           C0S/3| 

COS/i 

x^a       y  —  b 
cosoa       co^h  "^ 

X — c 
cosy«' 

'    u.  s.  w. 

a:  —  a         y  -^b 

2  — C 

cos  an         cos/^n  ~ 

cosyj, 

seien    die  Gleichungen    ihrer    Richtungslmien ;    die    Resultirende 
dieser  Kräfte  sei  /^  und 

X  —  fl  ^  y  —  ^ 2~'C 


cos<p        COSt/f        cosx 
seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinie. 

Die  Resultirende  der  Kräfte  Pq,  Pi  sei  Hi  und 
X  —  a        y — b        2 — c 

COBtpi    "~*  cos  t^i   "~  COSXi 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Ricbtungslinie ;    so  ist  nach  §.2.  0): 

i^l  COS  9>i  =:  Pq  cos  «0  +  P|  COS  0|  , 
Äj  COS^j  =r  PqCOS/So  +  Pj  COfift  , 

Äi  cosxi  =  PoCOSYo  +  ^i  cosyi- 
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Di#  Resultireode   der  Kräfte  Ä,,   P,,  also  die  Kesultirende 
der  i^räfte  />>,  />, ,  P„  sei  Ä«,  und 

^  — g  y — 6  __  t  —  c 

cosg^jt       cos '^2       c^Za 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinie;   so  ist  nach  g.  2.  6): 

li^QOs  g>a  =  Ri  cos  9?!  -f-PsCOSOs* 
/2aC0ST|;a  =  ßicos^i  -^-P^cosß^, 
R^QQs  Za  =  Äj  cos  xi  +  Pacosy,; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

R^  cos  ^2  =  P^^  cos  ÖQ  +  Pj  cos  «i  +  Pa  COS  Of^  . 

Ä2 cos  1^2  =  Pocos/3o-f  Pi  cosft +  P2Cosj3»a, 
ß»  cos  X»  =  Po  cos  yo  -1-  ^1  cos  y,  +  P,  cos  y». 

Die  Resultirende   der  Kräfte  R^y  Pg,  also    die  Resultirende 
der  Kräfte  Po,  P| ,  Pfc,  Pa,  sei  Äg,  und 

JT  —  «  _  y  —  6  *  —  c 

coHq>^  ~"  cosi^3         cos  3(8 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinie;  so  ist  nach  {.2.  6): 

/?3  cos  9>3  =  ßa  COS  «p«  +  P3  COS  «3 , 
R^COSl\f^  =  ßftCOStp«  +  P3COS^8, 
ß,  COS  X3    =  ßa  COS  5[«  +  Pg  COS  yg ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

ß3C06  g}3  =  PoCOSOo+PlCOS«,  -f-PaG08a9-|-P3C0S03, 
/?8C081^3  =  PoCOS/?o+  PlCOSft  -f-^aCOS^a  +  P^COSß^^ 

ßscosxs  =  PqCOs  yo  +  Picosyi  +  Pacosy^ -fP^cosy^. 

Wie  man  ^uf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterUc»gt  keinem 
Zweifel,  und  es  ist  also  nach  dem  sich  hier  kund  gebenden  Ge- 
setBn  und  in  analoger  Beseichnung-  fär  eine  beliebige.  Anzahl  von: 
Kräften: 
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RnCOSllßn=^  PoCOSPo+l^lCOsft  +  P,  COS  |3a +....  + P«C08/5,  , 

iZflCos^n  =  Pocosyo  +P|COsyi  +P.^co8ya  +  ....  +  PiiC08y«; 

oder,  wenn  man  jetzt  für  Rn,  (pm  ^n»  Xa  beziehungsweise  H, 
fp,  "fff,  %  schreibt: 

2) 

i2c08^  =  PoCOSOo  +  PjCOSa, +  PjC08aa  +  ....  -f  PnCOSCCai, 
Rc06llf=  PoC08/Jo  +  Ac08/?|  +  P,C08/J,+....  +  P|»C08/5«, 

iZcos^  =  PoCOBYo  +  PiCoayi  +  P,C08y;  +  ....  + PnCosy«;. 

oder  in  abkfirzender  Schreibweise: 

3) 
Rcostp  =  SPcosa,   Rcosrff  =  HPcosß,  Rcos%  =  HPcosy; 

aas  welchen  Gleichungen  R,  tp,  ^,  %  bestimmt  werden  müssen, 
wobei  wir  uns  jetzt  nicht  aufhalten»  weil  diese  Bestimmung  für 
unseren  nächsten  Zweck  nicht  erforderlich  ist. 

Wenn  man  in  den  durch   die  Gleichungen  1)  charakterisirten 
Rtchtungslinien  der  KrSfte 

'^Of   "if  P» »  P3  *  •  •  •  •  P« 

beliebige  Punkte 

(^0^0*0).  (^iyi«i)»  (^«y«*«)»  ....,  (^«ynin) 

annimmt,  deren  als  positiv  betrachtete  Entfernungen  von  dem 
Punkte  (abc)  beziehungsweise  durch 

•"o  ^19  •■«»  ^9f  ••••  **« 

bezeichnet,  und  die  KrSfte 

Po »  Pi »  P% »  Pz »  •  •  •  •  Pfi 

als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  sie  von  dem  Pankte 
(abc)  nach  den  Punkten 

(^0»0«o)»  (^l.Vl*l)»  (««.Vs*«)»  ""A^nynU) 

hin,  oderfnach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  gerichtet  sind ; 
so  ist  nach  §.1.  5): 
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«o=-V~'     co8/?o=^V~*     €08/0=  -V"' 

•^0  Tq  Tq 


€080|  =   ,       COSft   =r   ^ ,  COSVi  ^  — f 

Ti  Vi                                          fi 

Xs  —  a  _         «- — 6                       2,  —  c 

COSa«  =   ,      C08/Ja  =  ^^ ,  COSVa  =  — > 


a.  8.  w. 
xu—a  ^       y%—b  xw  —  c. 


alao  nach  2): 

4) 


~0  M  »^a 


Tq  Ti  r,  r« 

Wir  woUen  non  annehmen,  da88 

«0»  '^x*  '^**  *  •  >  •  •  •  •  ft 
beliebig  viele  Krfifte  und  die  Gleichangen  ihrer  RichtungalinieD : 

5) 

costfo         coaßo        cosYo* 

x-xi  _y-yi  __2-'h  ^ 
€08«!  cos/3|        cosyi  ' 

X'-Xt  __  y— ya  __  X— g« 

C08a2  C08/3a         008  ya* 

O.   8.  W. 

a^— gn  _  y— -y«  __  ^  — g« 

COSO»  008 /Sil  •""   008  y« 

seien.  Dm  die  nothwendigen  Bediogangegleichungen  für  da8 
Gleicbgewicht  dieser  Krfifte  so  Gnden,  nehmen  wir  drei  beliebige 
Punkte 
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{a'b'c')y  (a''6V'),  (fl^'Ä'VO 
nii,  und  ziehen  von  jedem  dieser  Punkte  darch  alle  Punkte 

Gerade.  Nach  diesen  Geraden  als  Richtungslinien  zerlegen  wir 
jede  der  Kräfte 

«O  f    ^l  f  *^*9   ^5  »  •  •  •  •  ^" 

In  drei  KrSfte,  welche  nir  heziehungsvreise  durch 

Df    n  ff    DUf,      Uf    Uff    pm,     pf    pjf    pm.         .   pj    pjf    pjf 

t 

hezeichneu,  und  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem 
sie  nach  den  von  den  Punkten 

(a'6'c'),    (a"6V'),    {i^b'^e") 
nach  den  Punkten 

(^oyo^o)»  (^lVi^i)»  (^.ya^a)*  ••••»  (^nyiil«) 

)iio  genommenen  Richtungen ,  oder  nach  den  entgegengesetzten 
Richtungen  hin»gerichtetsind.  Bezeichnen  wir  dann  die  als  positiv 
betrachteten  Entfernungen  der  Punkte 

(^oyo«o)»     (^lyin).     {pc^y^%^),....,{pcnyn^^ 

von  den  Punkten 

(a'6'c'),    (.n^'b^'d'),  (a'"6'V'0 

beziehungsweise  durch 
so  ist  nach  §.3. 10): 

/'oCOSOo  —  #0        ri        r ^O        ,.  rf        Y  ^0         riff       * 

/>-.««/?      pfyo—^\pffy^-^"  ,  p^iryo— ^''^ 

^oCOSPo=^0  ^  ^        T^O  ,f-  -f  ^0  .  «f        » 

•^0  '^o  "o 

/'ocosyo— ^0       -.  / — r'o       « '^      t^o       «  /v — • 
'^o  »^o  "o 

p  n/*««    -  P  /  ^«  ""^'  I  n  ^^^'  "^^'^  I  p  i»^»  ""^"' 

«.«-Ä      n^y»"-"*'  ■  pffyi-^"  I  pmyi-^'^ 

/-', COS pi  = /'i  *— 7     T'ni      1%^'    "*"    *   — y  w    » 
Pjcosyiss/'i   -77~  +  ^i       yj"     +^1     "  ,.^«r     » 
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#^,€080«  =  /'j  -—7 Y^%       ri}     -r'^%       -  m      * 

r,  »"a  »^a 

T%  T%  T% 

r«  Tg  r« 

u.  8.  w. 

1^»  *^fi  Tn 

P.ro«ft.=  P.'  ^+P,"^^+P.-'2=^. 
r«  rp  r« 

Bezeichnen   wir  nun  die  Reaultirenden  aller  in  den  Punkten 

{a'b'c'),    («"ÄV).    (a'-'Ä'VO 
wirkenden  Kr&fte  durch 

n\   m,    W 

TiDd    die   Gleichungen  der  Richtungelinien    dieser    Resultirenden 
durch : 

x^a!  _  y  —  ^^  _  1  — c^ 
C08(p'       cos  i(;'        cos  %'  ' 

a?"^a         a?  —  o        z  —  c 

cos  qp"        cos  1^"  "■  cos3("  ' 

a?— -g^  _^  y  — 6^  _  LZfü« 
cosq)*'  ^  cos'Vf*'  ""  cosx*' 


so  ist  nach  4): 

fq  r|  ra 

'0  '  l  '2  »I» 


>  — T"^      » 
Tn 
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-6". 


iT'co«*"  =  Po"^^  +A"  ^F^.-  +  P."^^+..-.+A'*l 


rr' #»«««''  —  p  "  ^o ""  ^ '  4.  p  "  ^»  ""^^  4.  p  "  ^  4.    •-!.  p  *»!;Z^  : 

ii    C08X    —  M)         „  ff       +  M  .  w         +*»         I^f         r— •T*«       ^  w  » 

To  r\  Tg  r» 

IP-cos^-  =  Po'^^  +  A-^  +  />.-^V^  + .... 
To  Tj  r^ 

•  •  •  •  T  ^11  «  «r       * 

n<v^Afl«<v p  «r5*Zl£_  4.  p.«'!lZ11L.  4.  PJ'*^      ^    4. 
coajp  —  »o       -  «r      T  ^1       ^  tu    ^ *^%       ZTITi     r  •••  • 
» o  n  ■  1 

.... -f-i'ii         Z^tf 
Tn 

Stellen  wir  jetzt  die  nothweDdigeo  BedinguDgsgleichuDgen  ffirdas 
Gleicbgewicbt  der  drei  Kräfte  TV,  ir\  IV"  &uf,  so  erhalten  wir 
offenbar  onmittelbar  die  gesuchten  notbwendigen  Bedingungs* 
gleicbnngen  für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte 

'^o»  ^u  f^%»  ^a»  ....,  Pm- 

Nach  §.  6.  sind  aber  die  in  Rede  stehenden  Bedingangsglelchnngeo : 

n'cos9'  +  ir'co89"  +  77'*cosg>*  =  0, 

n'cosy  +  U^cos  V  +  U'^cos^*  =  0, 

JI'cos  x'  +  ff '  cos  f  +  n'»  cos  x**  =  0; 

W(a'   cosV  —  Ä'cos^O 
+  ir'(a"  costf;"  -b"  cos 9")  ^  =  0, 
+  TL''  (a  ''cos  ^'^ — ft^^cos  ^'^) 

TV    {b'  cos  x^  —&  cos  ^') 
+n"(6"cosi"-c"co8^")  \   =0, 
+  n'''(6*'cosx*'— c'^cosip'^) 
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TV  (c'  co»<p'— ö'cofix')     j 
+  Jr'(c"co8  9)"-a"co«x'0   !    =0; 
+  W  (c"  coa  ^^  —  o*^  cos  f)  ) 

und  diese  Gleichangen  müssen  nuu  mittelst  des  Vorhergehenden 
weiter  entwickelt  werden. 

Zunächst  erhält  man  mittelst  der  oben  gefundenen   Formeln 
auf  der  Stelle: 

TV  cos  9)'  +  TV*  cos  fp"  +  TV" cos  9"' 

=  PoCOSCKoH-Z^lCOSa]  +  P2C0Sa2+-.'  +F«C08flfn, 

JZ'cos  1/;'  +  TV'  cos  ^"  +  TV"  coa^'' 
=  FoCos/3o  +  Acosft+F4Cos/?2  +  ....+F„cosP„, 

U'  cos  x'  +  il"  cos  f  +  n"'  cos  x"* 
=  PoCosyo+P|C08y, +  f\cosy2  +  ....  +  P„co8yn. 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen; 

il'  (11'  cosi(;'  — 6'  cos  9)') 
+  jr'(a"  cosV'  -^"  cos  9") 
+ JI'"  (a"'  cos^l;*^  —  b'"  cos  9)"') 

=  •'(^»'^+'*''^+^»'^-'+—+'"'^'-) 
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2(K)  firnnerf:    Neue  anaipäsche  Enttuiekeiung  der 


U,    8.   W. 


r,"  r," 

U.   8.    W. 


n.  8.  w. 


4- P  «'( „i»y*~^"'     kl» Xu—a"'\ 
^rPn   \a       ^^,„    -b    —pTfi-) 
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U.      8.       W. 


"V    "      V     ^'^       V     +'^»        ro'"    J 
+  X.  (/>.'^»^'+  P."?^'+  P."'^) 

+  -«(A'^'+ P."S!^+  '*."'^'-) 

-y.(p.'^Vp,«^^--+P.'«^) 

u.     s.     w. 
Theil  XLVI.  14 
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=      PoC^oCos/Jo— S^ocosoo) 
+  A  (^i  cos  ft  — y,  cos  «,) 

+  Pa(^aCO«Pa— ^««<^*«») 

u.     s.    w« 
+  Pn  {xn  cos  /?«  -  yn  cos  ««). 

Weil  sich  nun  die  öbrigen  obigen  Bedingungsgleicbungen  de« 
Gleichgewichts  der  Kräfte  JT',  J7",  i/"'  ganz  eben  so  behandeln 
lassen,  so  erhalten  wir  als  Bedingungsgleichungen  des  Gleichge- 
wichts der  Kräfte 

Po.  ^1.  «»>  /'s.        .^« 

die  folgenden  Gleichungen: 

PoCosao  +  PiCos«i  +  ^aCOSCfa+-...  +  PiiCOS€ri,  =  0, 
PoCosi^o  +  ^i<^o»ft+'^«^<*«/^«+----+^«^^®'^*~®' 

Po  (oTo  COS  /5o  — yo  cos  «o) 
+  Pi  (^1  cosft  - yi cos a,) 
+  Pa(^iC0S/3t— f/acosoa)    ^   =  0, 
u.  s.  w. 

+  Pn  (^11  cos  /?«  — y«  cos  O«)      / 

Podfocosyo— «ocosj^o) 
+  Pi  (yi  cosy,  —  Z|  cos  ft ) 
+  Pa(»sCosya  — ««cos/Ja)    ^   =  0, 

U.   8.   W. 
+  P»  (y«COS  y»  —  In  cos  /7fi) 
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Po(^cosa^— OToCOS  yo) 
+  Pi  (i,  coiHXi  — ari  cosyi) 

U.  B.    W. 
+  Pn(xnGOSan — XnCOS/n) 

und  haben  daher  jetzt  den  folgenden  Hauptsatz  der  ganzen  Statik: 
FOr  beliebige  Krftfte 

deren  Richtongalinien  darch  die  Gleichungen: 

cose^o         cos^o       co8yo* 

^-^ari  _  y  —  f/t        2j--Xt 
coscfj  coöft  ""  C08yj ' 

cos  og        C08  ^       cos  ya ' 
n.    8«    w. 

^  — ^»  _y—yn        Z  —  Zn 

cos  «M        cos  /3n       cos  y« 

cbarakterisirtsindySind  die  notliwendlyen  Bedingungs- 
gleicbangen  des  Gleichgewichts: 

2;Pcos«=:0,     £PcoBß  =  0,     SPcosy=^0; 
^P^sccoaß'-ycoaa)  =  0, 

2?P(yC08y— 2C08j3)  =  0, 

£P(z  cos  «  —  a:  cos  y)  =  0. 

8-7. 
Resultirende  beliebig  vieler  KrSfte. 

Die  gegebenen  Kr&fte  seien  wieder: 

■0  *  ■  1 »  P%  f  P%  9  .  • . .  >  Ph 


and: 


14  * 
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Cruneri:    Neue  anaiy tische  Entwickelung  lier 

1) 

X'-X^ 

__y-.yo  _ 

^  — ^0 

«           cos  CTo 

cosßo 

cosyo 

x-x^ 
cosa, 

cosyi 

x  —  x^ 
cosa. 

C0Sj?2 
U.       8.       W. 

cosya' 

X—Xn 

y^yn  _ 

2  — In 

COHCTn 

COSßn 

cosyn 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinien. 

Die  Resultirende  dieser  Kräfte,  insofern  es  eine  solche  «ielif, 
was  durch  die  folgenden  Untersuchungen  selbst  erst  weiter  er- 
mittelt und  entschieden  werden  soll,  sei  R,  und 

' '      cos  9         cosi(/         cosx 

seien   die  Gleichungen   der  Richtungslinie    dieser    Resultirenden. 

Zuerst  gehen  wir  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  es  fOr 
die  gegebenen  Kräfte  eine  Resultirende  R  wirklich  giebt.  Dann 
giebt  es  für  die  gegebenen  Kräfte  auch  eine  Aequipollente,  welche 
der  Resultirenden  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  und  daher 
—  R  isty  insofern  wir  die  Gleichungen  2)  auch  als  GleichuogeD 
der  Richtungslinie  der  Aequipollenten  betrachten.  Da  nuo  die 
Aequipollente  mit  den  gegebenen  Kräften  im  Gleichgewichte  ist, 
80  dass  also  zwischen  den  Kräften 

^0»    '^l  »     ^2»    P^t  "-•    i\»    — R 

deren  Richtungslinien  durch  die  Gleichungen  l)  und  2)  charakteri- 
sirt  sind,  Gleichgewicht  Statt  flndet,  so  haben  wir  nach  §.  6.  die 
folgenden  Gleichungen: 

üPcoa a—  R cos 9  =z  0 , 

üPcosß-^RcoR^  =  0, 

ÜPcosy — ßcos  ;^   =0; 

£P(xcosß--ycosa)  —  R{Xcosilf^  Fcosfp)  =  0, 
£P(if  cos  y —XC08  ß)  —  R{ Fcos  x  —  Z  cos^)  =  0, 
-5P(zcosa— j:cosy)— jK(Zcosg)— Jlcos  %)  =0; 
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0 

oder: 

3) 

Rcim^  =  UPcoBo,    RcoBip  =  2Pcosß,     Rcoax  =  HPcosy; 

ßCJfcofftf—  Fcosg?)  r=  2:P(a:co8j5— ycosa), 
/^(  Fcos  X— Z cos  t/;)  =  £P(^ cos  y  —  z  cos ß), 
R(Z  cos  g>^X  cos  x)  =i  2P(zcoaa — jrcosy); 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  im  Folgenden  immer: 

4) 
L  =  2;Pco8«,     iff  =  ZPcosß,    N  =  -SPcosy; 

*  iVi  =  £P(xcosß'~  ycosa), 

Li  =  -2?P(y  cos  y  —  2  cos  /3) , 
yl/|  =s  -2?P(icosa — ^rcosy) 

5) 
Rcosip=:L'9     ßcosi// =  ^,     /ifcosx  =  iV; 

R{ÄcoBtp —  Fcos^)  =  ^1, 
R^Ycos  3j— Zcost/;)  =  L, , 
l2(Zco8  9>  —  Acos  5()  =  il/j ; 

6) 
Rcosq>  ^  L,     /?cos^=i!f,     ßco8x  =  iV; 


setzen: 


oder: 


L,  ~iVF+ÜIZ  =  0, 

ifcfi— xz4^iV2:  =  o. 

WeDD  wir  die  drei  letzten  Gleichangen  nach  der  Reihe  mit 
iV,  L,  M  muUipüciren  und  dann  zu  einander  addiren,  so  erhalten 
wir  die  Gleichung: 

7) jtXi+il/^i  +  iV2V|  =  0, 

welche  Elemente,    die  sich   auf  die   Resultirende  beziehen,    gar 
nicht  mehr  enthalt;  und  wir  haben  daher  den  folgenden  Satz: 
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Wenn  es  für  die  Kräfte 

^O»    ^19    "«»    Ps»  ••••»  " 

eine  Res.ultirende  giebt,  so  ist  immer: 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  aber  ferner  unmittelbar   der 
folgende  Satz: 

Wenn  die  Gleichung: 
nicht  erfüllt  ist,  so  giebt  es  für  die  Kräfte 

Po.   Pi.   P%9   Pz .Pn 

keine  Resultirende. 

Wenn  wir  aus  den  drei  ersten  der  Gleichungen  6),  naturlich 
in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

cos  q>^  +  cos  il>*  +  cos  %*  =  1, 

die  Grossen  R  und  q>,  ^,  %  bestimmen ;  so  erhalten  wir  die  Aus- 
drücke : 

und  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

M       .  M 

Pf       .  N 

cos  1  =  «  .=  +    .  ; 

woraus  sich  ergiebt,  dass   man  für  cos^),   cos^,  cosj  nur  end- 
liche bestimmte  Werthe  erhält,  wenn  die  Grösse 

nicht  .verschwindet,  wenn  also  nicht  zugleich 

L  -  0,    M  =  0,    N  xbO 

ist,  oder  wenn  wenigstens  eine  der  drei  GrSssen  L,  Sl,  N  nicht 
verschwindet. 
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Aus  allem  Bisherigen  erhellet  nun,  dass^  wenn  wir  uns  über- 
haupt die  Aufgabe  stellen:  die  Resultirende  der  Kräfte 

"o»  "i  f  Ml»  's» .. ..,  A 

zu  bestimmen,  wir  jedenfalls  von  den  beiden  Voraussetsungen 
ausgehen  roössen,  dass  die  Gleichung: 

LL^  +  MM^  \  NNi  =  0 

erfüllt  ist,  und  dass  die  drei  Grossen  L,  M,  N  nicht  sämmtlich 
Terschwinden. 

Um  nun  unter  diesen  noth\Tendigen  Voraussetzungen  die 
Gleichungen  6)  aufzulösen,  bestimmen  wir  zuerst  aus  den  drei 
ersten  dieser  Gleichungea  die  Grossen  R  und  g>,  tif ,  %;  und  er- 
halten ffir  dieselben  wie  vorher  die  folgenden  Ausdrücke: 

8) 

_N_  N     

cos  X  -  ^  ^  i  ^_____^^  . 

in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  be« 
ziehen,  und  welche  fiir  die  gesuchten  Grössen  unter  den  gemach- 
ten Voraussetzungen  jedenfalls  endliche  bestimmte  Werthe  liefern. 
Zugleich  erhellet,  dass  R  nicht  verschwindet. 

Was  die  doppelten  Vorzeichen  betrifft,  so  ist  darüber  zu  be- 
merken^ dass  es  ganz  gleichgültig  ist,  welche  Vorzeichen  man 
nimmt.  Nimmt  man  nämlich  die  oberen  Zeichen,  und  setzt  also, 
indem  man  R  positiv  nimmt: 

so  heisst  dies,  dass  die  Richtung  der  Richtangslinie  der  Kraft 
Ri  welche  den  durch  die  Formeln« 
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L  L 

_N N_ 

bestimmten  Winkeln  <p,  ip,  %  entspricht,  die  Richtung  der  Kraft 
R  ist;  nimmt  man  dagegen  die  unteren  Zeichen,  und  setzt  also, 
indem  man  R  negativ  nimmt: 

Ä  =  — VL«+ilf*  +  iV«; 

so  heisst  dies,  dass  die  der  Richtung  der  Richtungslinie  der 
Kraft  R,  welche  den  durch  die  Formeln : 


L 

L 

V^L«  +  .ii»+iv«' 

JU 

COS^  =    ß  = 

M 

V^L«+ AI«+iV»' 

N 

N 

cos  3(  —  ll~  ' 

V^L«  f  ilf «  +  iV» 

bestiromten  Winkeln  q>,  t/;,  x  entspricht,  entgegengesetzte  Rich- 
tung die  Richtung  der  Kraft  R  i^t;  und  da  nun  diese  Richtung 
offenbar  mit  der  identisch  ist,  welche  den  durch  die  Formein: 


cos9>  = 


M 

cost/;  :=     , ■ » 


bestimmten  Winkeln  <p,  ^,  %  entspricht,  so  sieht  man,  dass,  wie 
schon  erinnert ,  beide  Bestimmungen  der  Kraft  R  ganz  aaf  Das- 
selbe hinauslaufen,  und  dass  es  also  der  Einfachheit  wegen  ver- 
stattet isfj  im  Folgenden  bloss: 
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cos  O)  =   j;  =        -.^ « 

^  M 

''**  =  Ä  =  ^LH^SMT^*' 

zu  setzen 9  vro  also  die  nicht  verschwindende  Kraft  R  positiv  ist 
und  nach  der  durch  die  Winkel  (p,  fif,  %  bestimmten  Richtung 
ihrer  Richtungslinie  hin  wirkt.  Diese  letzteren  Formeln  werden 
wir  dem  Folgenden  meistens  zu  Grunde  legen. 

Dm  die  Kraft  iß  vollkommen  zu  bestimmen«  Ist  es  nun  aber 
noch  notbigy  den  Punkt  (XVZ)  ihrer  Richtungslinie  zu  kennen, 
worunter  jeder  Punkt  der  Richtungslinie  verstanden  werden  kann. 
Es  wird  daher  darauf  ankommen ,  zu  zeigen ,  dass  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  X,  T,  Z  in  endlichen  völlig  bestimm- 
ten Ausdräcken  immer  so  bestimmt  werden  können,  dass  den 
drei  letzten  der  Gleichungen  6),  nämlich  den  Gleichungen: 

10) j  Li—Ny+MZ  =  0, 

'  lUi-^LZ  +  NX-O 

vollständig  genügt  wird.  Wenn  man  aus  der  Isten  und  2ten, 
2ten  und  3ten,  3ten  und  Isten  dieser  Gleichungen  beziehungs- 
weise V,  Z,  X  eliroinirt,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen : 

NNi  +  LLi  +  nULZ-^NX)  =  0, 

LLi  +  MX!i^N(MX--Lr)  =  0, 

Mßti  +  NN^  i-L(NT^MZ)z=0; 


oder: 


LL^  +  IUM^  +  /V^l-^  (iVi  -üfA+LF)  =0, 
LIt  +  ^f^f, +iWVi -£  (Li -iVF+ilfZ)  =  0; 
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also,  vieil  nach  der  Voraussetzung 

ist^ 

^(Äfi— l.Z  +  2VJIC)=0, 

Nach  der  Voraussetzung  verscbwinden  die  drei  Grossen 
L,  M,  N  nicht  sämmtlich,  und  mindestens  eine  verschwindet 
also  nicht»  was  uns  auf  die  Betrachtung  der  drei  folgenden  Fälle 
fuhrt. 

Es  verschwinde  L  nicht.  Nach  dem  Vorhergehenden 
folgt  aus  den  beiden  Gleichungen: 

J/i-LZ  +  iVJCssO, 

durch  Elimination  von  X  die  Gleichung: 

Ir(Li-iVF+i!fZ)  =  0. 

also,  weil  L  nicht  verschwindet,  die  Gleichung: 

i,  — iVr+iffZ  =  0; 

und  um  also  X,  F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  drei  Gleichun- 
gen 10)  vollständig  genügt  wird,  ist  es  bloss  nuthig,  die  Grössen 
X,   F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  zwei  Gleichungen: 

iifi-LZ+iVjr  =  o, 

iV,-iP/A:+iF=:0 
genügt  wird^  was  mittelst  der  Formeln : 

"> *^"- r~'      ^  — L~' 

\n  denen  man  für  X  jeden  Werth  setzen  kann ,  wegen  des  nicht 
verschwindenden  L  auf  anendlich  viele  verschiedene  Arten  mit- 
telst endlicher  v5illg  bestimmter  Ausdrfieke  möglich  ist 
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Es   versch winde    M    nicht.      Nach  dem  Vorhergehenden 
folgt  mu9  den  beiden  Gleichungen :  s 

durch  Elimination  von   Y  die  Gleichung: 

MiMi-LZ  +  N^O^O, 

aUo,  weil  M  nicht  verschwindet,  die  Gleichung: 

Mi-'LZ  +  NX^O; 

und  um  also  X,  F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  drei  Gleichun- 
cen  10)  vollständig  genflgt  wird,  ist  es  bloss  nothig,  die  Grössen 
A',  Y,  Z  80  zu  bestimmen,  dass  den  zwei  Gleichungen: 

/Vi— J!fJC  +  XF=:0, 
Li  -NY  +  ^Z  =  0 

genügt  wird,  was  mittelst  der  Formeln: 
ION  z       ^^"^       j_XF  +  iV,. 

1/)....       £^  jg         »      JL—  -jg         , 

in  denen  man  fCir  F  jeden  Werth  setzen  kann,  wegen  des  nicht 
verschwindenden  M  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  mit- 
telst endlicher  völlig  bestimmter  Ausdrücke  möglich  ist. 

Es    verschwinde  N  nicht.     Nach    dem  Vorhergehenden 
r'>igt  aus  den  Cileichungen: 

X,-AF+»Z  =  0, 
;i#i— XZ+  NX^Q 

durch  Elimination  von  Z  die  Gleichung: 

iV(iV,— ^^+£F)  =  0. 

also,  well  N  nicht  verschwindet,  die  Gleichung: 

jV^_^fjf+XF=0; 

and  um  also  X^  F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  drei  Gleichun- 
gen 10)  vollständig  genügt  wird,  Ist  es  bloss  nothig,  die  Grössdo 
JC,  F,  Z  BD  zu  bestimmen,  dass  den  Gleichungen: 

Li-AF+MZ  =  0, 
^f,-LZ  +  iVJ:  =  0 

genagt  wird,  was  mittekt  der  Formeln: 
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^'^K ^— ]v —  '  N ' 

in  denen  man  für  Z  jeden  Werth  setzen  kann,  wegen  des  nicht 
verschwindenden  N  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  mit- 
telst endlicher  völlig  bestimmter  Ausdrucke  möglich  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  dass  es  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen für  die  gegebenen  Kräfte  immer  eine  nicht  ver- 
schwindende Kesultirende  gicbt,  welche  mittelst  der  Formeln  9), 
11),  12),  13)  jederzeit  in  endlichen  völlig  bestimmten  Ausdrücken 
vollständig  und  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  werden  kann, 
so  dass  sich  also  jetzt  der  folgende  Satz  aussprechen  lässt: 

Wenn  die  Gleichung 

LLi  +  MMi  +  2ViV,  =  0 

erfüllt  ist,  und  die  drei  Grössen  L,  M,  N  nicht  sämuit- 
lich  verschwinden,  so  giebt  es  für  die  Kräfte 

^0 9    Pt  y    *  2  >    ^8  >   •  ••  •    «  « 

immer  eine  nicht  ver^ebwindende  völlig  bestimmte 
Resultirende. 

Die  zur  Bestimmung  dieser  Resultirenden  erforderlichen  For- 
meln sind  im  Obigen  vollständig  gegeben  worden. 

Wir  wissen  also  jetzt,  dass  es,  wenn  die  Gleichung 

XLi  +  MM^  +  NN^  =  0 

nicht  erfüllt  ist,  keine  Resultirende  giebt;  und  dass  es,  wenn  die 
Gleichung 

LLi  +  MM^  +  ZViVj  =  0 

erfüllt  ist,  und  die  Grössen  L,  M,  JV  nicht  zugleich  verschwindeo, 
eine  nicht  verschwindende  Resultirende  giebt,  welche  durch  die 
im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  jederzeit  ohne  alle 
Zweideutigkeit  vollkommen  bestimmt  werden  kann.  Daher  bleibt 
jetzt  bloss  noch  zu  untersuchen  übrig,  wie  sich  die  Sache  ver- 
hält, wenn  die  Grössen  L,  M,  N  zugleich  verschwinden,  womit 
natürlich  die  Erfüllung  der  Gleichung 

XLi  +  MMj^  +  ZV2Vi  =  0 

von  selbst  verbunden  ist. 

Bevor  wir  aber    zu    dieser  Untersuchung  übergehen,    wollen 
wir  zuerst  zeigen,  dass  sich  in  allen  Fällen  die  Kräfte 
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«o»  ■!*  *  a»  *  a»  ••••>  ■« 

aJf  zH'ei  nicht  verschwindende  Kräfte  zurückfuhren  lassen,  und 
xwar  im  Allgemeinen  auf  unendlich  viele  Arten,  so  dass  die  eine 
dieser  beiden  Kräfte  durch  einen  beliebigen  gegebenen  Punkt 
geht,  welchen  wir  jedoch  der  Einfachheit  wegen  im  Folgenden 
als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen  wollen,  eine  Untersuchung, 
welche  um  so  wichtiger  ist,  weil  durch  dieselbe  zugleich  auch 
der  Fall,  wenn  die  Gleichung 

iL,  +  MM^  +  iViVi  =  0 

licht  erfüllt  ist,  im  Allgemeinen  seine  Erledigung  findet. 

Um  die  so  eben  ausgesprochene  Behauptung  zu  beweisen, 
bestimme  man  die  nicht  verschwindende  Kraft  R^  und  die  Be- 
Ktimroungswinkel  qo',  ^',  %'  ihrer  Richtungslinie  so,  dass,  wenn 
nian  der  Kürze  wegen: 

1.+  R'cosfp'  :=zL', 

14) l    M  +  R' cos^if'  =2  M\ 

iV+Ä'cosx'  =iV' 
setzt,  die  Gleichung: 
15) XiL  +^i^'  +  ÄiiV'=0 

erfüllt  ist,  und  die  Grossen  L',  M\  2V'  nicht  sftmmtlich  verschwin- 
den, was  jedenfalls  im  Allgemeinen  auf  unendlich  viele  verschiedene 
Arten  möglich  ist 

Wenn  nämlich  die  Grossen  Li,  Mi,  Ni  sämratlich  verschwin- 
den, so  ist  die  Gleichung 

LiV  ^  MiM'  +NiN'  =  q 

för  alle  Werthe  von  ß'  und  q>\  rp^  %\  in  allen  Fällen  natörlich 
mit  gehöriger  Berjjcksichtigung  der  Gleichung: 

co89'*  +  co8i(;'*+ cos5('«s=:  I, 

erföllt,  and  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  versteht  sich  da- 
her in  diesem  Falle  von  selbst. 

Wenn  die  Grössen  JL|,  Mi,  iV^  nicht  sämratlich  verschwinden, 
so  mass  wenigstens  eine  nicht  verschwinden. 

Wenn  Li  nicht  verschwindet,  so  setze  man  R'coa^'  und 
A'cosx'  «V7ei  beliebigen  Wertben  B'  und  C  gleich,  so  dass  also: 


Digitized  by 


Google 


214  Grnnert:    Neue  analytische  Entwtckeiunff  der 

ist,  die  man  jedoch  so  auswählt,  dass  weder  sie  selbst,  nocii» 
iTenn  man 

setzt,  die  Grussen  M'  und  iV  beide  verscbv^inden,  was  offenbar 
immer  auf  anendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich  ist.  Ffihrt 
man  diese  Ausdrucke  voniH'  undiV',  und  den  Ausdruck  L-|-/i^'G08  9' 
von  L'  in  die  Gleichung 

ein,  so  wird  dieselbe: 

IriCX  +  Ä'cos  g>0  +  ^1  (^  +  Ä')  +  iVi  (iV  +  0  =  0, 
woraus  sich,  wenn  der  Kürze  wegen: 

16).  .  .    ,r-      I^iI^+^i(^  +  B')  +  I^i(N+C') 

Li 

oder: 

17).         A^  -^     LLi+M]Ui^NNi+(B'M,  +  C'JS\) 

Li 

gesetzt  wird,  wo,  weil  Li  nicht  verschwindet,  A'  eine  endliche 
völlig  bestimmte  Grosse  ist: 

Ä'coßg>'  =  ^' 

ergiebt.  Also  hat  man  zur  Bestimmung  von  Ä'  und  9',  -^^  x' 
die  Gleichungen: 

R'coBtp'  =  A',  Ä'cosi/;'  =  B\  Ä'cosx'=  C; 
aus  denen  man  auf  bekannte  Weise: 

18) 

,      B'       .  B' 

cos  ^'  =  -BJ  =  +    .  -  , 

cos  /  =S  57  S=  + 

erhält,  «o  Ä'  Dicht  versehtvindet  und  dte  Aasdrficke  ron  cosy'. 
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cosiif',  cosjI  endliche  yullig  bestimmte  Grossen  sind,  weil  die 
(vrossen  A',  B',  C  nicht  sämnitlich  verschwinden ,  wodurch  also 
unsere  Behauptung  im  vorliegenden  Falle  voltständig  gerechtfer- 
tigt ist. 

Wenn  Mi  nicht    verschwindet,    so  setze    man  R'coaji^    und 
Ifcosq^'  zwei  beliebigen  Werthen  C  und  A'  gleich,  so  dass  also: 

l2'cos;e^  -  C»  *'cos  g>'  =  A' 

ist,  die  man  jedoch  so  auswählt,  dass  weder  sie  selbst,  noch, 
wenn  man 

setzt,  die  Grossen  N*  und  L'  beide  verschwinden,  was  oflfenbar 
immer  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich  ist.  Fährt 
man  diese  Ausdrücke  von  N'  und  L*,  und  den  Ausdruck 
M-^  R'cos^^  von  M'  in  die  Gleichung 

LiL'+MiM'  +  N^N'^O 

ein,  so  wird  dieselbe: 

L,(£  +  ^0  +  ^l(^+Ä'cosV'0  +  iVl(^  +  CO  =0, 

voraus  sich,  wenn  man  der  Kürze  wegen: 

19).  .  .B= iff^ 

oder: 

'•  '  •  Ml 

setzt,  wo»  weil  Mi  nicht  verschwindet,  B'  eine  endliche  völlig 
bestimmte  GrSsse  ist, 

Ä'cosiJ/'  =s  Ä' 

«fgiebt.  Also  bat  man  zur  Bestimmung  von  R'  und  q>',  ^',  / 
lii«  Gleichungen  t 

Ä'cos9'  =  il',    R'cöB^f' :=  B',    Ä'cosx'=C'; 
aof  deneo  Bich  auf  bekannte  Weise: 
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21) 
«'  =  ±  V^^'« +  «'«  +  <:"«: 

,     A-     j      a: 

COS  <p    :^  -iii  =  i  — ,  *         • 

costi,  =  ^  =  ±  v^'«+B'.  +  C'«' 


ergiebt,  wo  i2'  nicht  verscbwiDdet  und  die  Ausdrucke  von  cos  9', 
cosif;^  cos;^'  endliche  völlig  bestimmte  Grössen  sind,  well  die 
Grossen  A'y  ß*,  C  ni6ht  sämrotlich  verschwinden»  wodarch  also 
unsere  Behauptung  auch  iu  diesem  Falle  vollständig  gerechtfer* 
tigt  ist. 

Wenn  iV^  nicht  verschwindet,  so  setze  man  R'coHq>'  und 
R'coBiff'  Ewei  beliebigen  Werthen  A'  und  ß'  gleich,  so  das« 
also 

Ä'cosg)'  =  A',    Ä'cosV  =  ß' 

ist,  die  man  aber  so  auswählt^  dass  weder  sie  selbst,  noch,  wenn 
man 

L+A'  =  L',    M+B'=:M' 

setzt,  die  Grossen  L'  und  ilf'  beide  verschwinden,  was  offenbar 
immer  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich  ist.  Fuhrt 
man  diei^e  AusdrOcke  von  U  und  M^ ,  und  den  Ausdruck 
2V+Ä'cosx'  von  N'  in  die  Gleichung: 

ein,  so  wird  dieselbe: 

Li  iL^A')+M,  (M+  B')  +iVi  (2V+  Ä'cos^O  =  0, 
woraus  sich,  wenn  der  KOrze  wegen: 

9.n  rs  L^{L  +  A')  +  ]U,(M  +  ßO^N,JS 

ii).    .    .C   = jy-^ 

oder: 
23).         C'  ^      ^^'  "^  ^^'  ^  ^^^  ^  ^^'^^^  ^'^^^ 

gesetzt  wird,  wo,  weil  Ni  nicht  verschwindet,  O  eine  endliche 
völlig  bestimmte  Grösse  ist. 
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Ä'cosx'  =s  O 

ergiebt  Abo  bat  man  snr  BeatimDinng  von  R^  uad  9^  ^^  jif 
die  GleichoDgen: 

aus  deoen  sieb  auf  bekannte  Webe: 

24) 

ergiebt,  wo  R^  nicht  verscb windet  und  die  AnadrOcke  von  eoBqf\ 
ctmip'f  coBjif  endliche  vullig  beatimmte  Grossen  sind,  weil  die 
Grussen  A\  B',  O  nicht  aSromtlich  verach winden,  wodarcb  also 
ansere  Bebaoptang  aach  in  diesem  Falle  vollständig  gerechtfer- 
tigt ist 

Unsere  obige  Behauptung  ist  also  jetzt  in  allen  Fällen  voll- 
stSodig  gerechtfertigt  • 

Diese  so  eben  bestimmte  nicht  verschwindende  Kraft  R'  mit 
eioer  durch  die  Winkel  9',  ^^  X'  ihrer  «Lage  nach  bestimmten 
Richtnngslinie  und  eine  dieser  Kraft  absolut  gleiche,  also  wie 
diese  Dicht  verschwindende,  aber  nach  direct  entgegengesetzter 
Richtung  wirkende  Kraft,  welche  wir  durch  Rx^  bezeichnen  wollen, 
denken  wir  uns  nun  im  Anfange  der  Coordinaten  wirkend,  wo- 
durch in  der  Wirkung  der  Kräfte 

^0»    ^i*    ^«>    ^z»  ••••  '" 
nicht  das  Geringste  geändert  wird. 

Nach  14)  Ut: 

V  =  ZPcosa  +  Ä'cosy', 

M^  =  EP  CM  /}  -f  A'  cos  ^ , 

JV'  =  £PcoBy  H-  i2'cos;t^ 
TktU  XLVI.  16 
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und  setseo  wir  non: 

Ni'  =  -SP(jrcos/J— yco8a)  +  i8'(0.co8^'— O.cosg)')» 
L,'  =  SPiycoBy-^zcoBß)  +Ä'(0.co8x'— O.cost^), 
Mi^  =  JSP(tco8«— j?co8y)  +  ß'(0.co«9'— O.cos^jO; 

60  Ist: 

IiV/  =  ZP(xco8ß^ycoaa)  =:  2Vi, 
Lj'  =  ^P(ycosy  —  «cos/J)  =  Lj, 
Jfj'rs  J?P(zcosa  — a?co8y)  =^i; 
also: 

und  folglich  nach  16): 
26) L'V  +  *'^i'  +  ^'^i'  =  0. 

Weil  nun  bekanntlich  nach  dem  Obigen  au88erdem  £^  M',  N' 
nicht  8ämnitlich  verschwinden ,  so  können  nach  dem  frflher  Be- 
wiesenen die  Kräfte 

'(Ö»    'Pl»    P»    ^8>    ••••    A»   ^^ 

auf  eine  nicht  verschwindende  Resaltirende  zuriickgeffihrt  wer- 
den, die  wir  durch  R;  die  Bestimmungswinkel  ihrer  Richtnngs- 
linie  durch  fPf  ^,  %;  die  Coordinaten  eines  ihrer  Angriffspunkte 
durch  X,   F,  Z  bezeichnen  wollen.    Also  können  die  Kräfte 

^0»    f^U    ^t>    ^8»    ••••   ft*    ^»    ^' 

und  folglich  auch  die  Kräfte 

'o*  f^l»  P%9  P^f    •  •  •  •    Pnt 

auf  die  beiden  nicht  verschwindenden  Kräfte  R  und  Ri^  zarfick- 
gef&hrt  werden«  deren  letztere  durch  den  Anfang  der  CoordlnateD 
geht,    womit  also  der  folgende  Satz  bewiesen  Ist: 

Die  Kräfte 

*0*    *l»     ■■•»    *8»    ••••    *• 

lassen  sich  in  allen  Fällen  auf  zwei  nicht  verschwin- 
dende Kräfte  zurückführen,  von  denen  die  eine  darch 
einen  beliebigen  gegebenen  Punkt  geht. 


Digitized  by 


Google 


ttilffemeimien  Gesette  der  Statik.  219 

Wie  die  Kräfte  A/  nnd  R  in  allen  Fällen  unzweideatig  be- 
stimmt werden  können,  erhellet  aus  dem  Obigen  ganz  von  selbst. 

Endlich  wollen  wir  nun  noch  den  Fall  betrachten,   wenn 

£  =  0,    ilf  =  ü,    N=0 

ist.     Weil  die  Kraft  R  im  Vorhergehenden  die  Resaltirende  von 

'o»  P\»  P%f  P^»  ••••  ft»  R' 

ist,   8o  ist  bekanntlich  allgemein: 

i2cos9  =  JSPcoaa  -f  R^coatp', 

RcoBrlf=  £Pco8  ß+R'  cos  tf;', 

Rcos%  =:  ZPcosy  +  Ä'cosx' 
oder: 

i2coS9  =  L  -4-  i2'cos9>^ 

RcoBiif  ==  ilf  -f  iZ'cos^^ 

ÜJcosjt  =iV^  +  /2'cos5('; 

also  wegen  der  Voraussetzung: 

RcoBg>  =  12' cos  9»^  iZcosif;  =:  ß'cos  (j>^  ßcos}^  ==  ß^cosx'i 

woraos  man  leicht  schliesst,  dass  die  Kräfte  R  und  R^  der  ab- 
soluten Grosse  und  der  Richtung  nach  gleich  sind*),    womit  na- 


*)  Ans  den  Gleiehnn^eni 
Pco»a  =  Fl  CO««! ,    Pco^ß  =  Fl  coi/?, ,    Fco»y  =  /*i  coty, ; 

wo  a,  /9,  X  °^d  Ol,  ßif  Yi  im  Allgemeinen  die  Bestlromnngewinicel  der 
Richftangelinien  der  Kräfte  F  und  Fi  sind,  folgt,  wjenn  man  dieselben 
qnadrirt  and  dann  zn  einander  addirt,  wegen  der  bekannten  Gleichungen : 

coea*  +  cot/?*  +  coiy*  =  1 ,   co«o,*+co«/?,*  +  cogyi*  =  1 

•ogleieh : 

F*  =  F,\ 

aUo  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

coa«,  ==  ±  co^a,  «.  =  ^  lÖO«  — a 

C08/?.  =:±  con/f ,  /?t  =  ^  1800-/? 


coeyi  =  Jt^oay; 


^*        <1800— j 


15* 
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tiirlich  keineswegs  gesagt  werden  soll,  dass  die  Richtungen  im 
Allgemeinen  zusammenfallen.  Die  Kraft  Ri*  ist  der  Krfift  Ji^ 
der  absoluten  GrOsse  nacb  gleich,  der  Richtung  nach  aber  direct 
entgegengesetzt  Also  sind  die  nicht  Terschwindenden  Kräfte  R 
und  Ri*s  auf  welche  sich  bekanntlich  die  Kräfte 

'\>»  Pi»  ^s>  ''s»  ••••  P^ 

zurückftihren  lassen,  der  absoluten  Grösse  nach  gleich,  der  Rich- 
tung nach  aber  entgegengesetzt,  und  bilden  also  Im  Allgemeinen 
ein  sogenanntes  Kräftepaar;  nur  wenn  die  nicht  verschwin* 
denden  Kräfte  R  und  Rx*  einander  direct  entgegengesetzt  sind, 
heben  sie  sich  vollständig  auf,  und  die  Kräfte 


lat  P  poaitiT,  «0  heiaat  die«,  P  wirkt  nach  der  darch  die  Winkel 
a,  /?,  Y  beitlmmten  Richtung.  Setst  man  P^zs.-^-P  und  nlmnit  alao 
Pi  poaitiT,  so  hellst  die«,  Py  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel  «|,  /9|, 
yx ;  also  nach  der  durch  die  Winkel  n,  /?,  y  beetiromten  Richtung.  Setzt 
man  P^^s^P,  und  nimmt  also  P^  negativ,  so  heiMt  die«,  Pi  wirkt 
nach  der  durch  die  Winkel 

180«  —  «!,     180«—/?,,     1800  — 7^,; 
also,   weil  in  diesem  Falle 

«,  =  1800—«,  ß^  ^  180«-/9,  yj  =180«— y 
folglich 

a  =  1800— «„  ^  =  1800—/?,,  y=i800— yi 
ist,  wieder  nach  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Richtung. 
Ist  P  negatW,   so  beisst  dies,  P  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel 
I800~a,      1800— /?,     1800— y 

bestimmten  Richtung.    Setzt  man  Pi  =•{' A  und  nimmt  also  Pi  negaÜT, 
so  heisst  dies,  /*,  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel 
1800—«,,  1800—^,,  180<>— y,; 
also,  weil  in  diesem  Falle  «,  rs«,  /?,=/?,  y^  =sy  Ist,  nach  der  durch 
die  Winkel 

1800—«,     1800—/?,     180«— y 

bestimmten  Richtung.  Setzt  man  Pi  =  —  P,  und  nimmt  also  /",  posi- 
tiv, so  heisst  dies,  /*,  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel  «„  /?„  y, ; 
also,  weil  in  diesem  Falle 

«,  =  1800—«,  fi^  —  1800— /?,  yj  =1800— y 
ist,  nach  der  durch  die  Winkel 

1800—«,     180«—/?,     1800— y 
bestimmten  Richtung. 

Hieraus  sieht  man,  das«  in  allen  Fftlloo  die  Kräfte  P  und  /*,  abso- 
lut gloich  und  gleichgerichtet  «ind. 
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"o»     *!  »    *•>     "•»   ••••    ft 

welche  sich  auf  jeoe  Kräfte  surackffihren  lassen,  sind  unter  ein- 
ander im  Gleichgewichte.  Daher  lässt  sich  jetzt  der  folgende 
Satz  aussprechen: 

Wenn 

L  =  0,    ilf  =  0,    iV=0 

Ist,  so  lassen  sich  die  Kräfte 

auf  ein  Kräftepaar  suriIckfGhren,  oder  dieselben  sind 
anter  einander  im  Gleichgewichte. 

Das  Resultat  unserer   ganzen  Untersuchung  lässt   sich  nun 
io  den  folgenden  Sätzen  zusammenfassen : 

1.  Wenn  es  ffir  die  Kräfte 

^0»  'if  ^a»   ^»>  ••••  ^» 
eine  Resultirende  giebt,  so  ist  immer: 

2.  Wenn  die  Gleichung 

Dicht  erffillt  Ist,  so  giebt  es  fär  die  Kräfte 

Po,    P|,     P%9     Pj,     ..«.     P« 

Iceine  Resultirende. 

3.  Wenn  die  Gleichung 

erffillt  ist,  und  die  drei  Gr5ssen  jL,  ilf,  N  nicht  sämmt- 
lich  verschwinden,   so  giebt  es  (üt  die  Kräfte 

''o»  'i»  ^tf  "s»  ••••  ^" 
immer   eine   nicht   verschwindende   völlig   bestimmte 
Resultirende. 

4.  Wenn  die  Gr5ssen  L,  M,  N  sämmtlich  verschwin- 
den, 80  lassen  sich  die  Kräfte 

Po»  '*!«  f^%»  ''s»  •'••  '^^ 
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entweder  aof  eio  KrSftepaar  zorfickführen,  oder  die- 
selben sind  anter  einander  im  Gleichgewichte. 

5.    Die  Kräfte 

Po*  P\»  P%f  Pz*  •••^  ^« 

lassen  sic|i  in  allen  FSlIen  auf  zwei  nicht  verschwin- 
dende Kräfte  zurOckfAhren^  von  denen  die  eine  durch 
einen  beliebigen  gegebenen  Punkt  geht. 


§.  8. 

Bedingungen   der  Ruhe   eines   um   einen   festen  Punkt 
drehbaren  Systems. 

Alle  im  Vorhergehenden  eingeführten  Bezeichnungen  beibe- 
haltend, wollen  wir  nun  die  nothwendigen  Bedingungen  für  den 
Zustand  der  Ruhe  eines  um  einen  festen  Punkt  drehbaren  Sy- 
stems aufsuchen. 

Grusserer  Einfachheit  wegen  wollen  wir  den  festen  Punkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen. 

Zuerst  wollen  wir  voraussetzen»  dass 

l.j  =  0,    Af|=0.    2Vi=0 

sei.    Ist  dann  auch 

£  =  0,    Jf  =  0,    /V  =  0; 

so  sind  nach  §•  6.  die  Kräfte 

/q»    ^1>    P%»    *»«  ••••  Pn 

unter  einander  im  Gleichgewichte»  und  das  System  befindet  sicli 
also  naturlich  in  Ruhe.    Ist  nicht  zugleich 

£  =  0>    ir  =  0»    N  =  0\ 

so  ist  wegen  der  Voraussetzung 

£^=0.    Äi=0.    2Vi=0 
doch 

und  nach  §.  7.  lassen  sich  also  die  Kräfte 

Po 9  P\»  P%»   P%>  ••••  Pn 
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Ulf  eine  nicht  Twschwindende  Resnltirende  zurflckillhren,  flir 
wdclie  man  in  bekannter  Bezeichnung  die  Gleichungen ; 

ZVi-ilfi:+LF=0. 
Li-iVF  +  ilfZ  =  0, 
lUi-LZ  +2V^ir  =  0 

bat,  welche  wegen  der  Voraouettung 

£|sO,    JVisO,    2^1=0 

io  Lesern  Falle  in  die  Gleichungen: 

«JC— £7  =  0»  MXszLY. 

NT—MZs:  0,        oder :  NT = »Z. 

LZ  —  NXssO;  LZssNX 

Sbergehen.  Verschwindet  nun  etwa  L  nicht,  so  liefern  diese 
Gleicbnng«!  die  Formeln: 

r^^x,z  =  ^x; 

aus  denen  sich  fflr  XzsO  aach  F=:0  and  Z  =  0  ergiebt,  und 
daher  erhellet,  daes  die  eine  Resnltirende,  auf  welche  sich  das  Sy- 
stem zarfickfahren  iSsst,  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht, 
also  Ton  diesem  als  einem  festen  Punkte  aufgehoben  wird,  und 
daher  das  System  sich  in  Ruhe  befindet.  Gans  eben  so  schllesst 
man,  wenn  M  oder  2V  nicht  verschwindet. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn 

£|äO,    Äi=0,    2Vi«0 
ist,  das  System  sich  jederzeit  in  Ruhe  befindet 

Femer  wollen  wir  annehmen,  dass  nicht  zugleich 

sei.    Nach  $.  7.  lassen  steh  die  Krftfte 

^0»  ^i*  ^t»  ^»«  ••••  "" 

anf  zwei  nicht  verschwindende  KrSfte  R  und  Ri  zurOckführen, 
deren  letztere  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht  und  da* 
her  von  diesem  als  einem  festen  Punkte  aufgehoben  wird,  so 
dass  also  bloss  die  Kraft  R,  welche  die  nicht  verschwindende 
Resultirende  der  Kräfte 
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^0»  ^i9  '^a»  '^s»  ••••  •"•  ** 

ist,  übrig  bleibt.  Für  diese  Kraft  haben  wir  in  den  Im  vorher- 
gehenden  Paragraphen  eingefiibrten  Bezeichnungen  die  Gleichungen : 

oder»  weil  nach  dem  vorhergehendeo  Paragraphen 

ist»  die  Gleichungen: 

I^^N'r  +  M'Z^O, 
Mi-^L'Z  +  N'X-O. 

Gioge  nun  die  nicht  Terachwindende  Kraft  12  durch  den  An- 
fang der  Coordinaten»  so  rofisste  augleich 

i:  =  0,     F=0,    Z  =  0; 

also  nach  den  vorstehenden  Gleichungen  augleich 

Li=0,    Jli=0,    2Vi=0 

sein,  was  gegen  die  Voraussetzuog  streitet^  Daher  kann  die 
nicht  verschwindeode  Kraft  R,  auf  welche  das  System  sich  eu- 
letzt  reduciren  WeBB,  nicht  durch  den  Anfang  der  Coordinaten, 
also  nicht  durch  den  festen  Punkt  gehen,  und  das  System  kann 
also  nicht  in  Ruhe  sein. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  nicht  zugleich 

Ist,    das  System  sich  nicht  in  Ruhe  befindet 

Wenn  also  das  System  sich  in  Ruhe  befindet,  so  ist  zugleich 

Li=:0.    Jfi=0,    2V|=0. 

Aus  den  hier  bewiesenen  SStaen  erglebt  sich   der   folgende 
allgemeine  Satz: 

Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kr&fte 

'o »   *i»  ^t  >   ^8  »  •  •  •  •  ^n 

wirken,    um  einen  festen  Punkt  drehbar  ist,    und  man 
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diesen  Punkt  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  an- 
nimmt; so  sind: 

£i=0,    lfi=0,    -Wi=0; 
n&mlich: 

£P{xcoBß—yewn)  =  0, 

ZP  (ycosy  —  xcoaß)  =:  0, 

£P(xcoBa — xco8y)szO; 

die  netliweiftdlyen  Bedlngnngsgieichangen  fflr  den  Zu- 
stand der  Rulie  dieses  Systems. 

8.  9. 

Bedingungen  der  Ruhe  eines  um  eine  feste  Aze  dreh- 
baren Systems. 

Alle  früher  eingefOhrten  Beseichnungen  auch  jetzt  beibehaU 
tend«  wollen  wir  nun  die  nothwendigen  Bedingungen  der  Ruhe 
eines  um  eine  feste  Aze  drehbaren  Systems  aufsuchen. 

GrSsserer  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  die  feste  Aze  als 
Aze  der  z  an. 

Nach  {.  7.  lassen  sich  die  Kräfte 

«0*  Pl»  *99  P%9  ••••  '• 

auf  swei  nicht  versehwindende  Kräfte  R  und  Ri*  surflckf&hren, 
deren  letztere  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht  und  daher 
von  diesem,  als  einem  Punkte  der  festen  Aze,  ganz  aufgehoben 
wird,  so  dass  also  bloss  die  Kraft  R,  welche  die  nicht  Torschwin- 
dende  Resultirende  der  Kräfte 

^0*   "i»  Pt*  *^%»  ••••  '»»  **' 

ist,  übrig  bleibt.  Für  diese  Kraft  haben  wir  nach  $.  7.  die  Glei- 
chungen : 

JZcos9  =  I/,    12cos^  =  Jir',    Rcw%^N'\ 

Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dass 
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sei.    DiinD  ist  wegen  der  vorhergebenden  Gleichungen: 

M^X - L'F  =  0  oder  M'X  =  L' F. 

Ist  nun  zugleich 

L'  =  0,     Jf'ssO; 
so  ist: 

Rco8qt=0,    12cos^s=0; 

also«  weil  R  nicht  verschwindet: 

cos9>  =  0»    cosifrsO; 
folglich : 

9  =  900,    ^  =  900. 

Daher  steht  die  Kraft  R  auf  den  Axen  der  x  und  y,  also  auf  der 
Ebene  der  xy  senkrecht»  und  ist  folglich  der  Axe  der  z,  nämlich 
der  festen  Axe,  parallel,  kann  also  offenbar  keine  Drehung  des 
Systems  um  diese  Axe  hervorbringen.  Wenn  ferner  nicht  zu- 
gleich 

L'  =  0,    M'  =  0 

ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

offenbar,  dass  immer  gleichseitig 

JK  =  0    F  =  0 

ist,  also  die  Kraft  12  durch  die  Axe  der  z,  nSmlich  durch  die 
feste  Axe  geht,  von  welcher  sie  aufgehoben  wird,  so  dass  also 
das  System  wieder  in  Hube  ist 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn 

iVi  =  0 

ist,  das  System  sich  io  Ruhe  befindet. 

Femer  wollen  wir  annehmen,  dass  nicht 
iVi  =  0 
sei.    Dann  ist  wegen  der  Gleichung 

Ai-»'lf  +  i'F  =  0 
nicht 

Jf'i:-L'F=0 

oder  nicht 
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Also  Ist  nicht  zogleich 

und  aoch  nicht  zugleich 

XszO,     F  =  0; 

woraus  sich  leicht  ergiebt»  dass  die  nicht  verschivlndeDde  Kraft 
R  nicht  der  Axe  der  z,  nämlich  der  festen  Axe,  parallel  Ist  und 
auch  nicht  durch  dieselbe  geht,  woraus  sich  leicht  ergiebt«  dass 
das  System  nicht  in  Ruhe  sein  kann,  wenn  man  sich  nur  die 
auf  der  festen  Axe  und  der  Richtungslinie  der  Kraft  R  zugleich 
senkrecht  stehende  Gerade  denkt,  und  in  dem  Punkte,  in  wel- 
chem von  dieser  Geraden  die  Richtungslinie  der  Kraft  R  ge- 
troffen wird.  In  der  durch  diesen  Punkt  senkrecht  gegen  die  in 
Rede  stehende  Gerade  gelegten  Ebene,  die  Kraft  R  in  zwei, 
natflrlich  auf  der  in  Rede  stehenden  Geraden  senkrecht  stehende 
Kräfte  zerlegt,  von  denen  die  eine  der  festen  Axe  parallel  ist, 
die  andere  jedenfalls  nie  verschwindende  auf  der  festen  Axe 
(natOrlich  ohne  dieselbe  zu  schneiden)  senkrecht  steht,  wobei 
man  sich  an  die  bekannte  geometrische  Construction  der  kürze- 
sten Entfernung  zweier  geraden  Linien  im  Räume  zu  erinnern  hat. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  nicht 
iVi=0 

ist,   das  System  sich  nicht  in  Ruhe  befindet. 

Wenn  also  das  System  sich  in  Ruhe  befindet,  so  ist 
2Vi=0. 

Die  beiden  vorhergehenden  Sätze  fassen  wir  in  dem  folgenden 
Satze  zusammen: 

Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kräfte 

Po»     Pl9     P%$    •«§>••••    *«• 

wirken,  um  eine  feste  Axe  drehbar  ist,  und  diese  feste 
Axe  als  Axe  der  z  angenommen  wird;  so  ist 

nämlich: 

£P(xeoaß--*ycoBa)  =  0, 

die  notliwendl^e  Bedingungsgleichung  ffir  den  Zu- 
stand der  Ruhe  dieses  Systems. 
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§.  10. 

Parallele   Kräfte. 
Wenn  die  RichtungsÜDien  der  sämmtlicheo  Kräfte 

'o»  ^i>  ^t»  's»  ••••  " 

unter  einander  parallel  sind«  80  kann  man  sich  eine  beliebige 
Gerade  im  Räume  denken,  welche  den  eämmtlichen  Richtangs- 
linlen  parallel  ist;  beseichnet  man  dann  die  Bestimmungswinkel 
dieser  Geraden  durch  a,  ß,  y,  so  kOnnen  a,  ß^  y  als  die  Bestim- 
mungswinkel der  sämmtlichen  Richtungslinien  betrachtet  werden, 
und  man  kann  also  im  Obigen: 

«  =  «o  =  «i  =s  «9  =  i»s==.. ..  =  «»» 

^  = /'o  ~  A  = /*•  =  &  =  ••••  =  ^«» 

y  =  ro  =  yi  =  y2  =  yii  =  ••••  =  /!■ 

setzen,  wo  dann  alle  nach  der  durch  die  Winkel  a»  ß»  y  be- 
stimmten Richtung,  welche  natfirlich  beliebig  gewählt 
werden  kann,  hin  wirkenden  Kräfte  als  positiv,  die  nach 
d^r  entgegengesetzten  Richtung  hin  wirkenden  Kräfte  als  ne- 
gativ  betrachtet  werden. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  werden  nach   {•  6.  die  Bedin- 
gnngsgleichungen  des  Gleichgewichts  in  diesem  Falle  offenbar: 

cosa^P=0,    cos/}£P=:0,    cos}f^P=0; 

cosßSPx  =  eoBaüPjf, 

coByZPy  s=  coBßSPXf 

cos  a  ZPz  =  cos  y  ZPx ; 

weil  aber  wegen  der  Gleichung 

cos«'  +  cos/P  +  cosy*  =  1 

wenigstens  einer  der  drei  Cosinus  cos«,  cos/},  Qony  nicht  ver- 
schwindet,  so  werden  die  vorstehenden  Bedingungsgleichungen: 

cosßSPx  ==  coBaSPy» 

1) { 

eoBySPy  sseasßSPt, 

coBaZPt  s  coBySPx. 
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Lisst  sich  das  System  om  eioen  festen  Punkt  drehen,  so 
sind  nach  §.  8»»  wenn  man  diesen  festen  Punkt  als  Anfangspankt 
der  Coordlnaten  annimmt,  die  Bedingangsgleichungen  f&r  den  Zu- 
stand der  Ruhe  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  vorher: 

eosßZPx  =3  cos  €i£Py, 

2). l      cosy2:Py=sco8/J2?Pz, 

cos  a  ZPz  =  cos  y  2Px. 

LSsst  sich  das  System  um  eine  feste  Axe  drehen,  so  ist 
nach  §,  9.»  wenn  man  diese  feste  Axe  als  Axe  der  z  annimmt, 
die  Bedingungsgletchung  f&r  den  Znstand  der  Ruhe: 

3) conßEPx^QOSaZPy. 

Nimmt  man  die  Axe  der  i  den  Richtungslinlen  der  s&mmt- 
lichen  Krftfte  parallel,   so  ist 

cos«  =  0,    cos  /J  =  0,    cosy  =  db  ^ 

und   die  Bedingungsgleichungen    I)  fSr  den  Zustand   des  Gleich- 
gewicbts  werden  also,  weil  die  Gleichung 

cos  ß  £Px  =  cos  a  EPy 

die  identische  Form  0  =  0  erhält. 

4) ^P  =  0,    SPx  =  0,    2rPy  =  0. 

Läset  sich  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehen,  so 
kann  man  diesen  Punkt  als  Anfang  der  Coordlnaten  und  die  Axe 
der  z  den  Richtungslinien  der  sämmtlichen  Kräfte  parallel  an- 
nehmen; dann  ist  wieder 

cosa  =  0,    cos/J  =  0,    cosy  =  db  1 

und  nach  2)  sind  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Zustand  der 
Ruhe: 
5) 2Px  =  0,    SPy  =  0. 

Wir  wollen  jetzt  zur  Bestimmung  der  Resultirenden  über- 
gehen, wobei  wir  uns  ein  ßr  allemal  auf  §.  7.  beziehen. 

In  diesem  Falle  ist: 

6) 

L  SS  cosa  SP,    M^cosßZP,    NzsicoBySP; 

Ni  SS  cos/} ZPd?— cosa ^Py, 

Li  =  cosylTPy  — cos/J-SPz, 

Ml  =  coBaZPx  — cosy  JSPd?. 


Digitized  by 


Google 


230  Grnneri:    Neue  anaiytleche  Eniwtckeiung  der 

Weil  hiernach: 

LLi  +  MMi  +  NN^ 

=     cosycosa^P.  SPy—  coBacoaßSP.  2P% 

+  cos  a  cos  ß  SP.  ZPi  —  cos  ß  cos  y  EP .  JSPx 

+  coBßcoaySP.  EPx-^conycosaSP.ZPy 

ist«  so  ist  im  vorliegenden  Falle  offenbar  die  Gleichung 

LL^  +  ilHf i  +  /V/Vi  =  0 

immer  erfällt. 

Aus  den  Formeln 

L=:cwa£P,    MsscosßSP,    iV=cosy-SP 

erhellet»  weil  coso»  cos/},  cosy  nicht  zugleich  verschwinden,  dass 
nur  zugleich 

£  =  0,    ilf  =  0,    iV  =  0 

sein  kann,  wenn  £PssO  ist. 

Daher  ergiebt  sich  aus  dem  oben  ein  für  allemal  angezogenen 
Paragraphen,  dass,  wenn  nicht  ^P=0  ist,  die  parallelen  Kräfte 
immer  auf  eine  nicht  verschwindende  Resultirende  zurQckgefiQhrt 
werden  können.    Weil 

ist,  so  ist,  wenn  (SP)  den  absoluten  Werth  von  SP  bezeiebnet, 
nach  {.7.  0): 

Ä  =  (-SP) 
und: 

SP  ^  SP  SP 

cos<p^coattT^p.9     eosflfzscoaß^^p.,   cos2  =  cosy^^^; 

also: 

cosqt  SS  J^  cos«,    cos^  =  db  coaß,    cos  x  =^  db  cosy; 

^^nSOO--«        *  =  <180O-/5         ^  =  (180ö-y 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Werthe  nimmt,  jenachdem 
SP  positiv  oder  negativ  ist.  Man  sieht  hieraus,  dass  die  Rich- 
tungslinie der  Resultirenden  den  Richtungslinien  der  sämmtlichen 
gegebenen  Kräfte  parallel  ist,  und  da  das  positive  R  nach  der 
durch  die  Winkel  9,  if;,  %  bestimmten  Richtung  hin  wirkt,  &o 
wirkt  12  nach  der  Richtung  der  positiven  oder  negativen  Kräfte 
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hin,  jenachdem  SP  positiv  oder  negativ  ist;  mit  Rficksicht  hier- 
auf biDD  mao 


R=z£P 


setien,  wo  dann  durch  das  Vorzeichen  von  R  zogleich  die  Rich- 
tung bestimmt  wird,  nach  welcher  die  den  sämmtlichen  gegehe- 
nen  Kräften  parallele  Resultirende  hin  wirict.  ^ 

Zwischen  den  Coordinaten  X,  F,  Z  haben  wir  nach  §.7.  10) 
und  oben  nach  6)  die  Gleichangen: 

8) 

eosySPff—coBßZPx'^  TeoByZP  +  Zco3ß£P:=sO, 

cosa^Px  —  cos]f  2rP^— Zcostf^P -t- JTcosy  ZP  =:  0; 

oder : 

19) 

(iTcos/J—  Fcostt)-SP=  cosßSPw^coaaZPy, 

( Fcosy — Z  cos  ß)  EP  =  cosy  ZPy  ^eoBßHPi, 

(Zcosa^Xcosy)2P=:  cos a2fPz  —cos/ £Par. 

Setzt  man: 

Y  _  EPx       y_  ZPy       y_SPt^ 

welches,  insofern  ZP^  wie  wir  hier  voraussetzen,  nicht  verschwin- 
det,  endliche  völlig  bestimmte  Werthe  sind;  so  werden  die  vor- 
stehenden Gleichungen: 

eosßSPx-^cosaZPff  =  cosß  SPw-- cos  a£P  ff , 

eoBySPy—eoBßSPt  =  cosy^Py— cos/3^Pf , 

coBuEPt  -^coBySPs  =  coBaSPz — eoBySPx; 

nnd  sind  also  vollständig  erfallt  Da  es  nun  bloss  darauf  an- 
kommt, einen  Punkt  der  Richtungslioie  der  Resultirenden  zu 
kenoen,  so  genügt  es  zur  Bestimmung  der  Resultirenden  voll- 
kommen : 

lU).   .   .     -A  — -gp,      F— ^-^p,      Z^-^p- 

VBL  setzen. 

Die  durch  diese  Formeln  bestimmten  Coordinaten  X,    F,    Z 
bangen  nur  von 
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Po*     Pl$      Mi»     O»  ••••  ft 

und 

^0»  Ho»  ^>    ^1»  y\»  hf    ^%f  H*  *tf  ••••  ^«»  Sf"'  '•> 
aber  nicht  von 

«^> /'o»  ro;  «i>ft>ri;  «^^ />•»  y^;  ••••;  «■» /k*  r»; 

also  nicht  von  der  Lage  der  Richtungslinien  der  parallelen  Kräfte 
im  Raame  ah.  Daher  bleibt  der  Pankt  (XYZ)  derselbe»  oder 
die  Resaltirende  gebt  Immer  durch  diesen  Punkt,  welche  Lage 
auch  die  Richtungslinien  der  parallelen  Kräfte  im  Räume  haben 
mögen,  wenn  nur  die  Kräfte  an  sich  und  ihre  Angriffspunkte  an- 
geändert  bleiben.  Wegen  dieser  merkwGrdigen  Eigenschaß  bat 
man  den  durch  die  Formeln  10)  bestimmten  Punkt  den  Hittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte  oder  das  Centrum  der  paral- 
lelen Kräfte  genannt.  Dass  es  einen  solchen  Punkt  nur  ßr 
solche  parallele  Kräfte  giebt,  fSr  welche  nicht  SP  s  0  ist,  er- 
giebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  von  selbst 

Wenn  ZP=0  und  also  nach  dem  Obigen  L=:0,  iV  =  0, 
N  =  0  ist,  lassen  sich  die  gegebenen  parallelen  Kräfte  nach 
§.  7.  nur  auf  ein  Kräflepaar  zurfickfiihren,  oder  dieselben  slDd 
unter  einander  im  Gleichgewichte. 

§.  IL 

In  einer  und  derselben  Ebene  wirkende  Kräfte. 
Wenn  die  Kräfte 

^0 »     Pl»     P% *     Pz »  •  •  •  •   Pn 

sämmtlich  in  einer  und  derselben  Ebene  wirken,  so  nehmen  wir 
diese  Ebene  als  Ebene  der  xy  an. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist: 

yo  =  w  =yft  =  y8  ••••  =yii  =  uo<>, 

also: 

cosyo  =  cosyi  =  008^2  =  cosy^  =....=  cosy«  =  0; 
femer 

%Q  =»j=22  SZ3  s=:  ....2||=:0. 

Also  sind  nach  (•  6.  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Zu- 
stand des  Gleichgewichts: 

l)...J&Pcosa=0»  £Peo8ß:=zO,  ^P(;r  cos/3  -  y  cos a)  =  a 
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bt  das  System  am  einen  festen  Punkt  drehbar  und  man 
nimmt  denselben  als  Anfang  der  Coordinaten  an»  so  ist  nach  §.  8. 
die  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der  Robe: 

2) ZP(x  cos/3— y  cos  (y)  =0. 

Wir  iTollen  jetzt  zur  Bestimmung  der  Resultirenden  fibergeben. 
In  diesem  Falle  ist: 

L  =  ZPcosa,    M  =  £Pco8ß,    iV  =  0; 

iVj  =  ^P(jrcos/3— ycosa),    Z^  =  0,    Jfj  =  0; 

also  ist  die  Gleichung: 

immer  erfüllt 

Wenn  nicht  zugleich 

L  =  -EPcos«  =  0,    Jlf  =  £Pcosß  =  0 

ist«  so  giebt  es  nach  §.  7.  eine  nicht  verschwindende  Resultirende» 
welche  durch  die  folgenden  Formeln: 

Ä=  V  (2;Pcos  a)«+  (2;Pco8/3)«; 

2?Pcostt 

C0S9-  ^(2;Pcos «)«  +  (2:Pco8  /?)« ' 


3) 


2:Pcos  ß 

cos  tu  =  r  _  « 

^        V^(2:P  cos  «)«  +  {SPcoaß)* 


cos  X  =  0 

bestlnomt  wird.  Wegen  der  letzten  Gleichung  ist  %  =  90®»  und 
die  Richtung  der  Resultirenden  steht  also  auf  der  Axe  der  x 
senkrecht»  oder  ist  der  Ebene  der  ay,  nämlich  der  Ebene»  in 
welcher  die  sfimmtlichen  Kräfte  wirken»  parallel;  wegen  der  aus 
{.7.  bekannten  Gleichungen: 

Af|— J[/Z  +  ^-a^=o 

ist  aber^  weil  L  und  M  nicht  zugleich  verschwinden»  offenbar 
allgemein  Z  =  0»  und  die  Resultlrende  wirkt  also  ganz  in  der 
Ebene  der  xy,  nämlich  in  derselben  Ebene»  in  welcher  die 
•ämmtlichen  gegebenen  Kräfte  wirken.  Zwischen  X  und  F  haben 
wir  wegen  der  ersten  der  drei  vorstehenden  Gleichungen  die 
Gleichung : 

ThcU  XLYI.  le 
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^P(a:co8/J— ycos«)— -X^Pco8/3+  r£Peosa  =  0 
oder: 
4) . . . .  XEPeosß—  rUPcoBa  =  £P(xeoaß--ffeosa). 

Wenn  sogleich 

L  =  üPcoaa  =  0,    ilf  =:  £PcoBß  =  0 

ist,  «o  kennen  die  Kräfte  nur  aaf  ein  Kräftepaar  zurückgeliEUirt 
werden»  oder  dieselben  sind  unter  einander  im  Gleichgewichte. 

Nach  den  Lehren   der  analytischen  Geometrie  kann  man  im 
vorliegenden  Falle  fiir 


cosci^»  cosoi,   cos««,  ....,  cosa«;  cos 9 
cosjSo»  ^osßu  cos/?,,  ....,  cos/3«;  cos^ 


respective 


cosoo,  coscTi»  cos«««  •••*>  cosa»;  cos^» 
sinoo,  sin  Ol»  sin««,  ....,  Bin««;  sing» 

setzen ,  wo  nun  aber  bekanntlich 

«0»  "i>  **»>  *%>  ••••»  ^5  9 

von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  hin  von  0  bis  360^  gezählt  sind.  Unter 
dieser  Voraussetzung  sind  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
eewichts : 

1*) 

2;Pcos«=:0,  2:Psin«  =  0,  ^P(«sin«  — a;cos«)  =  0. 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  den  man  als 
Anfang  der  Coordinaten  annimmt,  so  ist  die  Bedingungsgleichong 
fSr  den  Zustand  der  Ruhe: 

2*)  ......   .  2?P(a:sin«— ycosa)  =  0. 

Wenn  nicht  zugleich 

2Pcoaa=zO,    ;BPsin«  =  0 

ist,  so  giebt  es  eine  nicht  verschwindende,  in  derselben  Ebene 
mit  den  gegebenen  Kräften  wirkende  Resultirende^  welche  durch 
die  folgenden  Formeln  bestimmt  wird: 

Ä=  V  (-2^/'cos«)«+  (irPsina)«; 

SP  cos  €1 


cos9>  = 
sing»  = 


S").    .   .    {  V(-SPcos«)«  +(2;Psin«)«' 

2;Psin« 

V  (-SPcosa)«  +  (-SPsin«)« 
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und: 

4*).... Äl^Pelna-  F^Pcosa  =  £P(x%\nei^ycoBa). 
Aas  den  Gleichangen  3*)  ergiebt  sich  aacb  die  Formel: 

^^ *^"8^  =  :rp^^' 

mittelst  weicher  aber  ^nach  folgenden  Regeln  bestimmt  werden  mass : 
SPcosa  ZPaina 

positiT  positiv  0  <g»<  W> 

negativ  positiv         90»  <  <p  <  ISO^ 

negativ  negativ      ISO^  <q><  270o 

positiv  negativ      270o  <  9  <  360o. 

Wenn  sogleich 

£Pc6»a=iO,    üPainasz  0 

ist,  so  können  die  Kräfte  nur  auf  ein  Kräftepaar  zurfickgeffihrt 
werden«  oder  dieselben  sind  unter  einander  im  Gleichgewichte. 

Wenn  im  vorliegenden  Falle  die  Kräfte  sämmtlich  onter  ein« 
ander  parallel  sind«  so  kann  man 

a  =  ao  =  a^=iX2=«-«*  =  Oii» 

setzen;  also. sind  nach  1)  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichts : 

cos«J?P=0,  co9ß2P=:0,  cos/J^Po:— cos«-SPy  =  0; 

folglich,  weil  wegen  der  Gleichnng 

cos«*  +  cos /3*  =s  1 
die  Cosinus  cos  a,  cos  ß  nicht  zugleich  verschwinden : 

5) £P  =  0,  coBß£Px=:eoBa£Pif. 

Nimmt  man  die  Axe  der  x  so  an,    dass  sie  die  Richtungs- 
linien der  sämmtlichen  Kräfte  schneidet,  so  kann  man  offenbar 

»o  =  »i  =ys=  ••••  =y«  =  0 

setzen,  und  es  ist  dann  augenscheinlich  nicht  ß  =  90^,  also  nicht 
cos^  =  0;  folglich  sind,  nach  6)  die  Bedingungsgleichungen  des 
Gleichgewichts: 
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6) 2P^Q,    i:Px=:0; 

wo  Xq,  Xi,  x^t  ^3  9  •••.  Xn  sich  auf  die  Durcbschnittopankte  der 
Richtungslinien  der  parallelen  Kräfte  mit  der  Axe  der  x  bexiehen, 
welche  Axe  naturlich  ganz  beliebig  angenommen  werden  kann, 
wenn  sie  nur  die  sämmtlicben  Richtungslinien  schneidet. 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  nehme 
man  denselben  als  Anfang  der  Coordioaten  an»  und  die  Bedin- 
gungsgleichung für  den  Zustand  der  Ruhe  ist  dann  nach  2): 

7) coBßllPx^coaaUPy 

oder,  wenn  man  die  Axe  der  x  so  annimmt,  dass  sie  die  sämmt- 
licben Richtungslinien  schneidet: 

8) üPx  =  0, 

wo  Xq,  Xi,  X2t  x^,  ....  Xn  sich  auf  die  Durchschnittspunkte  der 
willkührlichen  Axe  der  x  mit  den  Richtungslinien  bezieben. 
Wenn  nicht  zugleich 

L  =  cosa2:P  =  0,    M=co8ßi:P  =  0; 

also,  weil  cos  a,  cos /3  nicht  zugleich  verschwinden,  wenn  nicht  ^Pc=:  0 
ist,  so  lassen  sich  die  Kräfte  nach  dem  Obigen  auf  eine  nicht 
verschwindende  Resultirende  zuruckfiihren,  welche  nach  3)  offen* 
bar  durch  die  folgenden  Formeln  bestimmt  wird: 

Ä  =  V(cos  «»  +  cos  ß^)  (ZP)^ ; 
cos« -EP 

cos  W  s=      f.  » 

^       V^(co8  «a  +  cos  /5«)  (2P)^ 

cos  ß  EP 

\^(cosa«  +  cos/3«)  (^P)«' 

cosx  =  0; 
also  mittelst  der  Formeln: 

£P  JSP 

R  =  (2P),  coBff  =  cos«  7^p< »     cosi(;=cosp  (2pi*     cos2  =  0; 

wo  (HP)  wieder  den  absoluten  Werth  von  £P  bezeichnet;  oder: 

R  =  (JSP) ,  C0S9  =  J:  cos«,  cos'f;  =  ±  cos/J,  cob%  =  0. 

Die  Resultirende  wirkt  also  in  derselben  Ebene  wie  die  gegebe- 
nen Kräfte  und  ist  denselben  parallel,  und  wenn  man 

9) R=:ZP 


cos^  = 
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setzt,  so  ivird  durch  das  Zeichen  der  Resultirenden  zugleich  ihre 
Richtung  bestimmt»  was  ganz  eben  so  erhellet  wie  in  dem  allge* 
roeineren  Falle  in  §.  10. 

Zwischen  X^  Y  hat  man  nach  4)  die  Gleichung: 

{XcoB  ß  -  Fcos  a)  HP  =  cos  ß  £Px  —  cos  a  £Py , 

welche  erfüllt  wird,  wenn  man 

.0) *=^.    F=^ 

setzt,  welche  Werthe,  wenn  HP  nicht  verschwindet,  endliche 
völlig  bestimmte  Grössen  sind. 

Der  durch  die  vorstehenden  Coordinaten  bestimmte  Punkt 
(XV)  heisst  auch  hier,  wie  in  §.  10.,  und  aus  ähnlichen  Gründen 
wie  dort,  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  oder  das 
Oentrum  der  parallelen  Kräfte« 

Wenn  2P  =  0  ist ,  so  lassen  sich  die  Kräfte  nur  auf  ein 
Kräftepaar  zurückfahren  oder  dieselben  sind  unter  einander  Im 
Gleichgewichte. 

§.  12. 

Anderer    Ausdruck    der    Bedingungen    des    Gleichge- 
wichts. 

Wir  wollen  uns  eine  beliebige  Gerade  denken,  welche  durch 
die  Gleichungen: 

^ cos  6       cos«       cos  c5 

Charakter isirt  sein  mag,  und  im  Allgemeinen  die  Aze  genannt 
werden  soll. 

Betrachten  wir  nun  eine  beliebige  Kraft  Pq,  deren  Richtnngs- 
liaie  durch  die  Gleichungen: 

^ cosffo       cos  Po       cos  yo 

cbarakterisirt  ist 

Von  dem  Punkte  (oToyo^o)  f&H^n  wir  auf  die  Axe  ein  Perpen- 
dikel, dessen  auf  der  Aze  liegenden  Fusspuokt  wir  durch 
(X^YqZq)  bezeichnen.  Die  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel, 
welche  die  von  dem  Punkte  (:voyo^)  ^^^  i^^^h  dem  Punkte 
(XqYqZq)   hin   gehende  Richtung  dieses   Perpendikels  mit  den 
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positiven  Tbeilen  der  Axen  der  x,  y^  z  einschliesst ,  bezeichnen 
wir  durch  00 ,  flOo»  ^o«  di^  als  positiv  oder  absolut  betrachtete  Ent- 
fernung des  Punktes  {XqYqZq)  von  dem  Punkte  (xq^qZ^^  also 
die  Entfernung  des  Punktes  (oto^o^)  ^on  der  Axe,  mag  durch 
Gq  bezeichnet  werden;  dann  ist  nach  §.  1.  4): 

Qx  -^0  —  ^o M) — yp  _.  ^o"2.^  ^  Q  ^ 

' cosdo  cosi»o  ""  cosöo  ^* 

Weil  ferner  der  Punkt  (JTo^o^o)  >d  ^^^  durch  die  Gleichungen 
1)  charakterisirten  Axe  liegt»  so  Ist  nach  §.  1.  4): 

' COSd  COSfl»  COSÜ 

wo  G  die  Entfernung  des  Punktes  {X^Y^Z^  von  dem  Punkte  (abc) 
bezeichnet»  insofern  man  diese  Entfernung  als  positiv  oder  negativ 
betrachtet,  jenachdem  der  Punkt  .(^^o^o^o)  '^^  ^^^  ^^^  beiden 
von  dem  Punkte  {abc)  ausgehenden  Richtungen  der  Axe,  weicher 
die  Winkel  d,  »,  c5  entsprechen,  oder  in  der  dieser  Richtung 
entgegengesetzten  Richtung  liegt 

Hiernach  haben  wir  also  die  Gleichungen: 

!Xq^  a-\'GcosB  ^ssx^-^-GqCosBo» 
Fos=6<f  Gcos»  syo-fCroCosoio, 
Zo  =  C  -f  GCOS  Q   =  I^-^GqCOBOq^ 

also  die  Gleichungen: 

iX^—a  ==  CrCOSd — CroCOS^o  » 
yo"-6^  Crcos»  — GoCosi»of 
lo— c=  GcosS  — Gocosoof 
aus  denen  sich,  wenn  man  G  und  Cro  eliminirt,  die  Gleichung: 

7) 
( j?o — a)  (<^<>8  o  cos  So  — •  cos  S  cos  OOo) 
•f  (yo— 6)(cosScos  ^o^cos^  cos  So)  ^    =  0 

4-  (2o^<^)(C<>0^<^^^^O**COSttCOS0o) 

oder: 
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8) 

t(yo  —  6)cosö  — («0— c)coa(»|co8  öo  \ 

+  |(*o— <?)co«ö— (o^o — a)cos5)co8ö)o  (   =  0 

-M(a:o*-a)co8tt— (yo  — 6)co8  0)cosc3o  ) 
ergiebt. 

Wegen  der  Perpendicalaritfit  der  beiden  so  eben  betrachteten, 
dareb  die  Gleichungen: 

^^^  =  5^=^11^  und  ^=^=yn^— LZiP 
cosö        cos  OD      coso  cosöo       cosaio"'cos5o 

charakterisirten  Geraden  hat  man  aber  ferner  die  Gleichung: 
9)  .   .   .    cos^cos^o-fcosocosoo-f-coscScosOo  =  0, 

und  erhält  nun  aus  den  Gleichungen  8)  und  9),   wenn    60'  einen 
gewissen  Factor  bezeichnet,  auf  bekannte  Weise  leicht: 

cos  Bo  =  €?o'  (       cos  »[(a:o— a)cos «— (yo -Ä)cos  ö]  \  ^ 
\  --co8o[(xo— c)co8dJ— (aro— o}coso]  i' 

co8«o=  Go'(       co«S[(»o— *)cos5— (Z6— c)co8w]  > 
l  •— co8^[(a:o— a)cosfl9— (yo— 6}cos  d]  ; 

GOSQ   =  G  '(      ^^"  ö[(to— c)co8  Ö— (a?o— a)cos5]  ) 
\  — cos(»[(yo — 6)co8Ö— (xo""^)cosa)]  ) 

oder»  wie  man  sogleich  übersieht: 

10) 
cos  öo=  Go'{«6— «•— [(«0— «)cosd+ (yo— *)cosw+(xb— c)cos5]cos  Ö), 
cos<»o=  Go'lyo"^— [(*o— fl)cosÖ +(yo— Ä)cos(»+(zb— c)cosölcos  m\, 
cos€So=  GoM  «0— c-"[{*o— «)cosd+  (yo-*&)cos«9-|-(xo— <^)coscS]cos  5}; 
woraus  sich  ferner  leicht  die  Gleichung: 

11) 

Co'^K^o-o)* + (yo~*)* + (*o-c)* 

^  [(^0— fl)  cos  ö  +  (yo— *)  C08(»  +  (Xb — C)  COS  Ö]*}  Ä  1 

ergiebt 
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Aus  den  Gleichungen  6}^  nSmlich  aus  den  Gleichungen : 
Xq-'ü  =:  Crcos  ö— 'Gocog  öo, 

t^ — c  =  GcosS  — l6oC<>A^o 
erhSit  man  ferner  leicht: 

(aro  — a)co«ö+(yo — 6)co8ai  +  (zo— c)co8c5 
=  6  —  60  (cos  B  cos  ^0  -fcos  o  cos  »o  +  cos  Q  cos  So) , 

( jTo — ö)  CO»  öo  +  (yo  —  *)  cos  ©0  +  (2o — c)  cos  ©o 
=  (?(cos  dcos  ^0  +  cos  (0  cos  (»0  -f  cos  Q  cos  c5o)  —  Co  f 

also  nach  9): 

12) 
(aro*-*o)cos^  +(yo"~*)cosw  +(3o— c)cos5  s=  G, 
(o:©— <')co8do  +  (yo— 6)cosi»o  +  (ao  — <^)cosOo  =  — ö©. 

FOhrt  man  in  die  letztere  dieser  beiden  Gleichungen  die  Werthe 
von  cos^o»  cosoDo»  cos  c5q  aus  10)  ein,  so  erhält  man: 

Co' t(^o-«)H(2ro-*)«  +  (»0-e)« 

— [(*o-fl)cose+(yo— *)cosiD+(xo— c)cos5]«)  =  — ^o* 
also: 

Go'*  1(^0-«)«+  (yo-6)»  +  (*o-c)» 

— [(^o— fl)  cos  ö  +  CVo— *)  cos  (0  +  (xo— c)  cos  ü]*  I  =  —  GoGo', 

und  folglich  nach  11): 

13) GoGo'  =  -l, 

woraus  sich,  weil  bekanntlich   60  eine  positive  GrSsse  ist,    er- 
giebty  dass  Go  eine  negative  GrGsse»  und  folglich  nach  11): 


U) 


Go'  =  . 


^    V— [(^0  — fl)cosd  +  (yo— 6)cosi»  +  (zo— c)co8  5]«) 


ist. 
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Endlich  ist  nach  3): 

^0  — ^  =  CroCOSÖo; 
also  nach  10): 

=  CoGo'l^o"-«  ""[(*b— fl)co8d+(yo— *)co«»+(^— <?)  cosöjcosö), 

=  GoGo't*o— c— [(*o— «)co»ö+(yo— *)cos«+(2o— c)cosö]cosö|; 

also  Dach  13): 

15) 

Xozrz  a  +1(^0 — a)cosd  +  (y© — 6)co8©  +  (xo — c)co8Ö|co8  ö, 

Fo  =  6+|(a:o— a)co8Ö  +  (yo~*)cos«  +  (2o— c)cos5)co8«, 

Zq  =  c-f  I  (a^o— fl)co8Ö  t  (jo — 6)cos©  +  (2(, — c)cosc5|cosS* 

Darch  den  Punkt  (tq^^^)  legen  wir  jetzt  eine  auf  der  Aze 
Aenkrecht  stehende  Ebene,  deren  Gleichung: 

sein  mag;  dann  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

^0  ^0  Cp 

cos  6  "^  cos  CO  ~"  coso  * 

und  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene  ist  folglich: 

16) . . . .  (ar — aro)  cos  ö  +  (y — ya)  cos  w  +  (2  —  Xq)  cos  o  =  0. 

Ferner  legen  wir  durch  den  Punkt  (^roy^z^)  eine  in  dieser 
Ebene  liegende  Gerade,  welche  auf  der  von  dem  Punkte  (aro^oSo) 
senkrecht  gegen  die  Axe  gezogenen  Geraden  senkrecht  steht» 
und  schneiden  auf  dieser  Senkrechten  von  dem  Punkte  (^o^o^) 
aus  ein  beliebiges  Stuck  i;o  ab,  dessen  Endpunkt  durch  die 
Coordinaten  X^^,  Po»  So  bestimmt  sein  mag.  Bezeichnen  wir  die 
)80^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  dieses  als  von  dem 
Punkte  (xo^o^)  ausgehend   gedachte  Stück  Vq  mit  den  positiven 

Th«U  XLVI.  IT 
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Theilen  der  AxeD  der  x»  y^  t  eioscbliesst,  dorcb  a^,  ^,  v^; 
80  ist: 

i^^o  =  ^o+«'oC08Äo» 
To  =  yo+voC08fio. 

und  die  Gleichungen  des  in  Rede  stehenden  Perpendikels  sind: 
18) *=£^=^1L=19  =  !Z1B.. 

'  COSilo  C08f«o  COSVo 

Weil  dieses  Perpendikel  in  der  durch  die  Gleichung  16)  cha« 
rakterisirten  Ebene  liegen  soll»  und  auf  der  von  dem  Punkte 
(^o^o^o)  senkrecht  gegen  die  Axe  gezogenen  Geraden»  deren 
Gleichungen 

cos  6q         cos  (»o       COSOo 
sind»  senkrecht  steht;  so  ist: 

GOSdcOSilo*f  COSO  COSflp-f  cos  C5  008^0  =  0, 

COS  ^ocos  Xq  -|-  cos  »oCos  fio  -f-  cos  OqCos  yp  =  0 ; 
also»  wenn  Cro''  einen  gewissen  Factor  bezeichnet; 

cos  l^  =3  Cro'^Ccos  OCOSOo  "^  cosc5co8tto)> 
cos  fio  =  €rV'(cos 5  cos  Bq  —  cos B  cos  Oo)> 
cos  Vq  =  Gq' (cos B  cos a>o ^  cos o cos  ^o) » 

folglich  nach  10)  offenbar: 

19) 
cos  ^0=  Cro'Go"|(xo— c)cos«— (jo— 6)C085}, 
cosfio  =  6ro'Cro"{(aro— a)cos5— (xo-c)co8  öj. 
cosvo  =  Go'Go''|(yo— 6)cosd  —  (aro~"a)co8iD|; 

woraus  sich  sogleich: 

Co'«Go"«l(aro-.a)«+(yo-*)»+(*o-c)» 

— [(^0— ö)cö»^+(yo— 6)cosiD  +  («o  — c)cosS]*)=  1; 

also  nach  II): 
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folglich : 

20) €rV'  =  dbt, 

und  daher  nach  19): 

21) 

cos  Xo  =  iCo'K^o  — Oco8«— (yo— *)coö5|, 
coßfio  =  ±  Go'K^o  —  fl)co85  — («0— c)co«ö  }, 
cosvo  =  ±Go'{(^o  — *)co8Ö  —  (aro— a)co8»|; 

also  nach  17): 

22) 

»o  =  a?o±Go'vo{(i6— <^)co8o  — (yo— *)co8c5|, 

To  =  yo±Go'vol(^o— fl)cosS  — («0  — c)co8Ö  I, 

5o=  «o±Go'vol(yo— *)co8Ö— (jTo— a)cosai| 

ergieht. 

Von  dem  Punkte  (Xot^oSo)  fallen  wir  nun  aaf  die  Richtungs- 
iinie  der  Kraft  Pq  ein  Perpendikel^  und  bezeichnen  den  Fase- 
punkt  dieses  Perpendikels  auf  der  in  Rede  stehenden  Richtnngs- 
lioie  durch  (X^YqZq);  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie,  wie  leicht  erhellet: 

(»0  — Xo)  cosfl^  +  (Vo— Yo)  cos /Jo+ (5o— Zo)  cosyo  =  0, 

Xq  — a?o Yq — yo  ^  Zq— tp 

cosoo    ~"   cos  Po    "^  cosy^' 

Die  erste  dieser  Gleichungen  kann  man  auf  folgende  Art  schreiben : 

{(*o--^o)  — (Xo— arö)|cos«o  \ 

+l(»o— yo)-(Yo— yo)lcos/5o  [=0, 

+  f(5o-«o)--(Zo-2o)icosyo  ) 
oder  auf  folgende  Art: 

(Xo— aro)cosao  +  (Yo— yo)co8/5o  +  (Zo— 2o)co«ro 

=  (*o— Jro)co8ao  +  (To— »o)cosl?o  +  ($o-»o)cosyo. 

17* 
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woraus  sich,  iu  Verbindang  mit  den  oben  in   zweiter  Linie  ste- 
henden Gleichangeo,  leicht  die  folgenden  Formeln  ergeben  : 

Xo— «o 

=  |(3co— aTo)cos«o+  (To— afo)cos/Jo  +  (5o— «o)c®»yoJcosiirö, 

Yo-yo 

=  t  (*o  -  a:o)  cos  «ö  +  (Po  — yo)  cos /?o  +  (So — *o)  cos  yo  I  «OS /Jo . 

=  l(i>^o— ^o)cosaö  +  (Vo— yo)cos/?o+(So  — «o)cosyolco8yo; 
folglich,  weil  nach  22)  offenbar: 

(*o  —  a?o)  cos  «0+  (Vo  — yo)  cos  Pq  +  (So — 2o)  cos  yo 
[(  2o -— c}cos  flo  — '  (yo  ~~^)  cos  c5]  eosoo 
=  ±  Co'  ^0  ^  +  [(^0— «)C085—  (  2o  — c)cos  ölco8/3o 
+  [(yo*"^)cos  ö  — (oTo — a)cosa)]cosyo 
{xq — a)  (cos  /?o  cos  o  —  cos  y©  cos  w) 

±  Go' Vo  ^    +  (yo  —  6)(C08yoC08  d  — COSOoCOSÖ) 

+  ('o~"c)(cosaoC08(» — cos/3oCOS  B) 

ist: 

23) 

(:ro— a)(co8/3ocoso— cosyoGOsoi) 
Xo— *o  =  ±  Go' vo  ^  +  (yo— *)(cosy„cosö— cosoocosö)  ^  cos  a^^ 

+  (  «o""<^)(cOSöoC08»— COS/JoCOS  ö) 

(a?o— a)(cos/3oC080— cosyocos») 
Yo— yo=  ±GoV^\  4'(yo— ^Xcosyocos^— coso^coso)  [cos/^o* 

+  («o""C)(C08CI^COS©— COS/JoCOS  6) 

(^o~*o)(co8/3ocoso— cosyocos»)  i 
Zo— to  =  ±  Go'  Vo  ^  +  (yo— *)(cosyoCos  ö— cosoocosö)  S  cosy«« 

+  (2o— ^XcOSttoCOSID— C08/5oCOSÖ)   / 

Bezeichnen  wir  nun  die  Projection  Fon  v^  aaf  der  Richtangs- 
linie  der  Kraft  Po>  indem  wir  diese  Projection  als  positiv  oder 
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negat'iF  betraetiteo,  jenachdem  sie  auf  dem  von  (^^yo^)  aus- 
gehenden Tbeile  der  in  Rede  stehenden  Richtungstinie,  welchem 
die  Winicel  oo,  ßot  Yo  entsprechen,  oder  auf  dem  entgegenge- 
setzten Tbeiie  der  RichtungsHnie  liegt,  dnrcb  po»  so  ist  nach 
§.  1.  4): 

^0 — ^0  =Po^osao, 

^o  —  So  =  PoCoaßo, 

^0— ^  =|»ocosyo; 

woraus  sich,  wenn  man  diese  Formeln  mit  den  Formeln  23)  ver- 
gleicht, unmittelbar: 

1(  jTo  *"  ö)  (co«  ßo  cos  o  —  cos  yo  cos  ») . 
+  (»0— 6)(co8yoCOS  Ö  — cos«ocosö)> . 
+  (  Zo  "-  c)j(co8  «0  cos  0»  —  cos  Po  cos  6) 
also,  weil  nach  13): 
ist: 


Gq  Go  =  —  1 

24) 
^0  ""  ß)  (cos  ßo  cos  o  —  cos  yo  cos  w) 


(         (^0 

p^  =  :f   I  +(yo--6)(cosyoC08  d— coscocosö)  (     v« 
I  x    G 

[  +(^ — c)(co8«oCos(»  —  cos /^o COS  d)  \       ^ 

ergiebty   wo  bekanntlich   60  die  positiv  oder  absolut  genommene 
Entfernung  des  Punktes  (Xf^oZo)  von  der  Axe  bezeichnet 

Wir  wollen  jetzt  eine  beliebige  zweite  Kraft  Pf  betrachten, 
fOr  welche  wir  ganz  dieselbe  Construction  wie  vorher  ffir  die 
Kraft  Po»  naturlich  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe,  ausfuhren,  uns 
dabei  ganz  analoger  Bezeichungen  wie  vorher  bedienend,  wobei  uns 
nun  namentlich  die  Frage  entgegen  tritt,  wie  in  den,  den  Kräften  Po 
und  P|  entsprechenden  Formeln  die  in  denselben  vorkommenden 
doppelten  Vorzeichen  auf  einander  zu  beziehen  sind.  Um  dar- 
über eine  bestimmte  Entscheidung  geben  zu  können,  oder  um 
überhaupt  eine  bestimmte  Entscheidung  in  dieser  Rücksicht  zu  er- 
möglichen, müssen  wir  von  einer  festen  Bestimmung  darüber  aus- 
gehen, wie  die  in  analoger  Weise  durch  tio  und  v^  bezeichneten 
Perpendikel  genommen  werden  sollen,  weil  diese  Perpendikel 
von  den  Geraden  ans,  auf  denen  sie  senkrecht  stehen,  in  den 
Ebenen,  in  welchen  sie  gezogen  worden  sind,  offenbar  nach  zwei 
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▼erscbiedeneD  Selten  oder  RichtuDgen  hin  genommen  werden 
können.  Deshalb  wollen  wir  jetzt  festsetzen,  dass  die  beiden 
Perpendikel  vo  ^"^  ^i  imnier  so  genommen  werden  sollen,  dass 
sie,  wenn  man  sie  als  Kräfte  betrachtete,  das  System,  an  wel- 
chem alle  gegebenen  Kräite  wirken,  um  die  angenommene  Axe, 
als  eine  feste  Drehungsaxe  gedacht,  nach  einer  und  derselben 
Seite  oder  Richtung  hin  drehen  oder  zu  drehen  streben  wfir- 
den.  Onter  dieser  Voraussetzung  müssen  offenbar  die  durch  die 
Winkel  do»  fi>o»  ^o  ^^^  ^»  <0i  >  ^i  bestimmten  Richtungen  und 
die  durch  die  Winkel  Xq,  fio,  Vq  und  A|,  fi|,  V]  bestimmten 
Richtungen  unter  gleichen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkeln 
gegen  einander  geneigt  sein,  was  durch  eine  ganz  einfache  geo- 
metrische Betrachtung  auf  der  Stelle  erhellet,  so  dass  man  also 
unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  Gleichung: 

cos  Bq  cos  dl  -f  cos  a>o  cos  ib|  -|-  cos  cSq  cos  25| 

:=  cos  ^0  cos  A|  -f  cos  ^  COS  f^  +  COS  Vq  COS  Vi 

hat.     Nach  10)  ist  nun: 

COS  öo=  Go'{aro"-ö— [(a?o-^a)cosd+(yo— *)cos(ö+(2o — c)cos5]co«öj, 
cosoi»o=  Go'l  yo— *— "[(^0— ö)co«ö+(yo— ft)cos(D+(«o— c)co85]co8aj, 
cosOo=  Gq'  I  lü^c — [(aro— «)cosö+(yo— ^)cos»  -f  (zo— <?}cps€5]coso| 

und  analog: 

cos  $1  =  Gl*  (a?!— a— [(a?i  —  a)cosd-h(yi-'6)coso)-|-(Z|— ^)cosS]eos9|, 
cosoi  =  G/ 1^1— 6— [(ari— a)co8Ö+(y,  — 6)cosa)-F(Xi— c)cosc5]co8C0|, 
cosQt  =  6/1  «1— <?-[(^i— a)cos0+(yi— 6}cosfi9+(^— c)cos€5]cosS|; 

also,  wie  man  sogleich  fibersieht: 

cos  ^0  cos  Bi  -f  cos  fi>o  cos  iD|  -f  cos  Qo  cos  S| 

I(aro-a)(ari  -a)+(yo— 6)(yi— *)+(2o— c)(«i-H?) 
X[(a?i  — a)cosd+(yi— 6)cos«  +  («,  — c)co8q]  ! 
Ferner  Ist  nach  21) : 
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ca«Äo  =  dbGoM(«o— «)c<w»-(yo— Wcosö), 

co«Vo  =  ±Go'l(»o-6)cos  d-(«o-a)co»«l 

mid  analog: 

cosXi  =i:Gi'l(«i— «)co»<»— (yi  — 6)co«5U 
co«fH=±öi'K^i— ö)c<>ßÖ— (xi— C)C08Ö|, 
cosvi  =±Gi'Uyi-Wco8  d-(a:i— ii)co8ai|. 

Nun  ist  aber,  wie  maa  durch  einfache  UQltiplicatioD  findet: 
{{Xo—a)cosQ'-(xo—e)Qoae\{isi-a)coaö^iti-c)coae\ 
+  Hyo—b)coBe—(xo—a)coaf»\{(si'-b)co8e—(afi--ä)co»a\ 
+  {(2o-c)cos(»-(yo— *)cos5){(ii-c)co8(»-(yi-Ä)co85l 

+  (»o-*)(yi  - 6)(cos5«  +  cos  e«) 
+  («0— «)(*i-^)(«®*^+^^*"*) 

,.  -.  (xo-~a)  («1  —  c)  cos e cos  Q 

— ( yo — *)  ( *i ""  ^)  ^^®  ^  ^®®  ^ 

-.(zo— c)(a:i— «)cos5cosd 
=      (a:o  -  a)  (*i  —  «)  (c®«  Ö*  +  cos  w*  +  cos  ©•) 

+  (y^_A)(yj— 6)(C0SÖ*  +  C0S»«  +  C08  5*) 
+  («0  — C)(2i— C)(C08Ö«+C08W*+C0S5*) 

— (aro— o)(a:i--a)cosdcos  6 

—  (a?o— fl)(*i  — c)cosöco8  5 
— (yo  —  ft)(*i ""  «)^®**  **  ^®*  ^ 

— (zo  — c)(ar|— a)cos5co86 
—  («0— c)(xi— e)cosScos5 
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=         (xo  — a)(ari  — a)  +  (y©— 6)(yi  —  6)  +  (?o— c)(2i  —  c) 
—      [(^0  —  a)co8d  +  (yo  — *)co8  m  +  (^o— c)  cos  5] 
X[(a?i  — a)cosd  f  (yi  —  6)GO0Q»-^(Z|  —  c)co8c5]. 

Wenn  mau  nun  in  den  obigen  Aasdrflcken  von  co^l^t  cosfi^,  cobvq 
and  co8A|,co8fi|,  cos V|  die  oberen  auf  die  oberen  ond  die  unteren 
auf  die  unteren  Zeichen  bezieht,  so  ist : 

cos  Ao  cos  Aj  +  cos  fty  cos  fi^  +  cos  v©  cos  v^ 

!(a?o— «)(^i  — ö)  +  (yo-*)(yi  —6) + (2o— C)(2i  — c)  i 
—      [(^0  -  ö)  cos  e  +  (yo— *)  CO«  » +(ib— c)cos  5] 
X[(^i  — ö)cosd+(^,— 6)cos»+(«|— c)cosSl 
also  nach  dem  Obigen: 

cos  ^0  cos  $1  -h  cos  c9o  cos  »1 4*  cos  Oo  cos  Ol 

=  COsAoCOSA|-fcOSfioCOSfii-f  COSVqCOSVi, 

wie  es  unter  der  gemachten  Voraussetzung  sein  muss ;  bezieht  man 
dagegen  in  den  obigen  Ausdrucken  von  cosAo»  cosfi^,  cos  v^  und 
cosAi,  cosfi|,  cosv|  die  oberen  auf  dfe  unteren  und  die  unteren 
auf  die  oberen  Zeichen,  so  ist: 

cos  Ao  eos  Ai  -1^  cos  fio  cos  fi^  -f  cos  Vocos  Vi 

1(^0— a)(ari-fl) + Cvo— *)(^i  -6)+(3b-^)fe -c)  \ 
—      [(^0  — a)cosd  +  (yo— *)cos«+(xb— c)cosS]|. 
X[(j?i  — a)cosd+(y|  — Wcosm+C«!  — c)cos  ö]  / 
also  nach  dem  Obigen: 

cos  öoCOS  öl  <f  COScOoCOS  fl»i  -fcosSoCos  0| 
=  —  (COSAoC0SA|-f  COSfioCOSfA^-fcOSVoCOSVi), 

wie  es  unter  der  gemachten  Voraussetinng  lüeht  sein  darf. 

Hieraus  sieht  mau  also,  dass,  wenn  man  die  Perpendikel  v^ 
und  Vi  so  nimmt,  dass  sie,  als  Kräfte  betrachtet^  das  System  diu 
die  angenommene  Aze,  als'  eine  feste  Drehungeexe  gedacht,  nach 
einer    und    derselben  Seite   oder  Richtung  hin  drehen  oder  zu 
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drehen  streben  würden,  im  Obigen  (iberail  die  oberen  und  unte- 
ren Zeichen  auf  einander  bezogen  werden  mOssen,  und  dass 
man  also  namentlicb  auch  nach  24)  mit  Beziehung  der  oberen 
und  unteren  Zeichen  auf  einander  setzen  muss : 

26) 

(^o  "■  ^)  (cos  j5o  cos  5  —  cos  y^  cos  o) 
/>o  =  T  {  +  (yo  — Ä)(cos y^coB  6  —  coshtq cosö)  l'"^* 
+  (*o  — ^)(co»ööcosai  —  co^ß^coB  6) 

.       (ari  —  a)  (cos^i  cos  5  —  cos  yi  cos  m) 
Pi  =  T  )  +  (,yi  —  ^)  (cosyi  cos  $  —  cos  ai  cos  ö)  \  '  J^  ' 
+  ( ii  —  c)  (cos tti  cos  o  —  cos  ßi  cos  ö) 

Für  das  ganze  System  unserer  Kräfte 

^0»    ^l9    ^%»     ^9  9    Pa»    •••• 

haben  wir  daher  die  folgenden  Gleichungen: 

26) 
(aro  — a)(cos/SoCOs5— C9s  yocos  «) 

Po  =  T  I   +  (yo  — 6)  (cos/o  cos  d—  COSOoCOS  5)   }  •  g^ » 

+  ( «o""^)(cos «0 COS  m  —  COS /3o cos  Ö) 

• 

^       (xi  —  a)  (cos  ft  cos  c5  —  cos  yi  cos  ©) 
Pi  =  T  {  +  (yi  — Ä)(cosyi  cos  6  —  cosoi  cos ö)  j  •  ^  ' 

+  (  2l  — C)  (cos  «1  cos  OD  —  cos  ft  COS  ö) 

(^a —  ö)  (cos  ßs  COS  Q  —  cos  y»  cos  ») 
|»a  =  T-)  +(ya— ft)(cosyjC08  d  ^cosoaCoscS)  j  •  ^« 
+  (2% — e)(cosoacos  o  — cos^cos  6) 

(oTg — a)  (cos  |}g  cos  c5  —  cos  y»  cos  o) 

p^SS^I    'f(yB'— ^)(c08ygC0S   d— COSOgCOSQ)   ]'1^* 

+  (^ — c) (cosog COS (D  —  cos /3g cos  d) 

U.      8.      W. 

in  denen  dnrchgehends  die  oberen  und  unteren  Zeichen  anf  ein- 
ander za  beziehen  sind,  wenn  man  sich  nur  stets  an  die  aus  dem 
Obigen  bekannten  Voraussetzungen  hält 

Es  ist  nun: 
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'b){co8yoC08  6- 
-c)(co8aoCoso>- 

>o)(C0S|}|C06€5- 
•b)(C06YiC08  $' 

-a)(coBß^eo8i5' 
-b)(co8y^co6  8" 

-  C)  (cos  02  cos  CD - 

'a)(cosß^co6(d' 

-  6)  (cos  ^8  cos  6  - 

-c)(cosa3C08oi) ' 


-cosyocoso) 

-COSOoCOsS)    \ 

-cos  ßo  cos  6) 

«C0S}^|C08  0>) 
-COS  «i  COS  q)   ? 
-  cos  ßi  COS  0) 

-cosyscosfl») 
-cos «2 cos c5}  } 

-C06/3fCOS  d) 

-COSJ'jCOBIo) 
-COSOgCOSQ)    \ 
'006/}gC0S  d) 


=      Po 


+Pl 


+i\ 


+  /^1 


-Pn 


-p, 


u. 


0^0  (cos /^o  cos  ol 
+  yo(co8yoCosö 

•f  2o(cOSO^COSCD 

ar|(cos/}iCOSQ 
<|-  ^1  (cos  /i  cos  ^ 
•|-  Z|(cosa|CO6(0 

a:2(cosj32COsQ 
+  ffa(co8yaC08  6 
•f  z^Cccso^cosio 

a7j(co8j3gCosc5 
+  ys(cosygC08  6 

•f  33(COSOgCOS(0- 

u.    s. 


-cos^oCoscd) 

-COSttoCOSO) 
-COS/^qCOS  d) 

*COS}^iCOSID) 

—  C08O|C08C5)' 

-COS/^lCOS  ö) 

-cosy^cosoi) 

-COS «2 cos  U) 

-  cos  Z?«  cos  6) 

-  cos  ^8  cos  (O) 

-coscegCOsS) 

-  COS  /Sg  cos  0) 


a  (cos  /}0  cos  S  —  cos  }^o  cos  m) 
4-  i  (cos  Yo  cos  0  —  cos  Oq  cos  q) 
-f  G  (cos  Oq  cos  (0 — cos  ßo  cos  d) 

a  (cos  ßi  cos  S  —  cos  yi  cos  w) 
-f  6  (cos  yi  cos  (9  ~  cos  0|  cos  c5 ) 

-I-  C(C08a|C08O  — C08/3|  cos^} 
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{(l(C08/?9C0S65~-C0SysC08(D) 
+  A(co8yaCOsö— cosoaCOsS)  \ 
4-  c  (cos  «2  cos  CO  —  cos  ß^  cos  6) 

!a(cos/}9€08Ö  — cosyscoso)  . 
+  6  (cos  ^3  cos  6  —  cos  «8  cos  ö)  I 

-|-  C  (cos  «3  cos  00  —  cos  ^3  COS  B) 
U,      8.      W. 

(6cos5— ccos  «)(Po<508ao -I- Pi  cos«! +PaCOsaB+P8Cosa3 +. . ..) 

+  (CCOS  B — CC08ü)(PQCOS/5o+/\cOSft +P,C08/5£+P3COSj53+....) 

-I-  (aco6(o-'6cos  ö)(PoC<>S7o+ A^cos/i + P^cosya + P8Cosy3+....) 

Po  (^0  cos  /Jo — yo  CO«  «o) 
+  Pi  (ari  cosft  -y,  cos  «i) 

+  cos5  {    +  '^«(^»«««/'«-y»  c<>8««) 
+  Pj  (ara  cos  ft — ^3  cos  «3) 
a.    8.    w. 

/^)  (Sfocosyo  — *oC08  jJo) 
+  Pi  (yi  cosyi  —  2i  cos  ft) 

+  ^8  (y»  cos  73  —  23  cosßa) 

D.      8.      W. 


/ 


Po  (to  cos  c^ — a?o  cos  yo) 

+  Pi (*i  cos«i  — a?!  cos  yj) 

+cosG)^    +  /\(HCos«t-^a:,cosya) 

+  /^3(*8C08a3  —  arjC08y3) 

VL,      8«       W. 


und    in    abkGrzender  BezeichnuDg  haben  wir    also    die  ^folgende 
Gleichung : 
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27) 
(x  —  fl)  (co«  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  a>) 
^P\  +(y---6)(co8ycos6— cosacosö)  > 
+  ( I — c)(co8  a  cos  10  —cos  ß  cos  6) 

=  (6cosg5 — c  cos  od)  J^Pcos  a 
-f  (ccos  0  ~  acos  o)  ZPcosß 
+  (a  cos  0»  —  Ä  cos  6)  JSPcos  y 
-f-  cos  Q  -2P(a:  cos ß  — ycos  a) 
+  cos  0  SP{y  cos  y  —  zcos/}) 
-|- cos  09  JSP  (2  cos  a — ;rc08y). 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kräfte 

Pq*    P\9   P99   •»»    *4>    ••'• 

unter  einander  im  Gleicbgeu  ichte  sind,  ist  nach  {.  6. 

:?PcOStt  =  0,      üPcOsßzzzO,      £PCO»Y=:0; 

ZP(a:cosj5— ycos«)  =  0, 

JSP(ycosy— icosjS)  =0, 

2P(z  cos  a  —  a:cos  y)  =  0 ; 

also  nach  27} ,  unabhängig  von  besonderen  Werthen  von  a,  b,  c 
und  6,  m,  Q,  folglich  für  jede  Axe: 

I(x  —  fl)  (cos  ß  cos  €3  —  cos  y  cos  »)  \ 
+  (:y— *)(cosycos  6  — cosacosö)  >=0. 
-|-(  z  — c)(co8ocos(0  — cosjScosd)  / 

Es  fragt  sich  nun«  ob  sich  dies  auch  umkehren  lässt,  ob  man 
nämlich  behaupten  kann,  dass,  wenn  fär  jede  Aze 

I(x  —  a)  (cos  ß  cos  5 — cos  y  cos  »)  \ 
+  (y  — 6)(cosycos  ö— cosacosö)  |  =  0 
+  ( I — c)  (cos  «  cos  10  —  cos/3cos  6)    » 
ist,  die  Kräfte 

*  0»  *  1  >  -^a»  *  8 »  *  4»  •••• 

unter  einander  Im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Weil  vorausgesetzt  wird,  dass  die  vorstehend«  Gleichung,  also 
nach  27)  die  Gleichung: 


Digitized  by 


Google 


=  0. 


aiigetneiHSien  Ge$et%e  der  Statik,  253 

(6coao  — cco8n)£Pcosa  v 
-F  (c  cos  6  —  a  cos  c3)  ZPcos  ß  1 
-|-(aco8i»  — 6|co8  B)£PcoBy 

-|-  eosS  £P(xco8ß — ^cosa) 
+  cos  B£P(jf  cos  y—  zcosjJ)  ] 
•4- cos  o  «^PC  z  cos  o|— 0?  cos  y) 

für  jede  Axe  oder  unahhingig  von  besonderen  Werthen  von  a, 
6,  c  und  By  «9  S  gilt;  so  wird  diese  Gleichung  auch  gelten,  wenn 
man  a  =  0,  6  =  0,  c=:0  setzt»  wa«  nach  dem  Obigen  unmittel- 
bar zu  der  nnabhfiogig  von  besonderen  Werthen  von  0,  co,  cS  gel- 
tenden Gleichvng: 

cos  o  2P(xco8ß  —  lycosce)    \ 
+  cos  B  2P(ycos  y—  zcosß)  ( =  0 
4-  cos  09  £P  (  z cos«  — j:cos  y)   ' 

fohrt.    Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  nach  der  Reihe: 

C086=  0,  006  0)=  0,  co8c5=:dbl; 
cosd=db1>  cos»  =  0,  coBQ=  0; 
€08  d^     0,    coBa>=i:l,     coscS  =     0; 

was  verstattet  Ist,  weil  In  allen  diesen  Fällen,  wie  erforderlich: 

cos  Ö*+.cos  «■ + cos  ö*  =  J 

ist,  lässt  man  nämlich  die  Aze  nach  und  nach  mit  der  Axe  der  z, 
X,  y  zusammenfallen  oder  diesen  Axen  parallel  sein;  so  ergiebt 
sich  aus   der  obigen  Gleichung  nach  und  nach : 

£P(xcoaß — ^cosa)  =  0, 

SPiycoB  y— zcosft  =  0, 

£P(icoaa — :rcosy)  =0; 

was  dann  ferner  nach  dem  Obigen  zu  der  unabhängig  von  be- 
sonderen Werthen  von  a,  öf  c  und  B,  w,  Q  geltenden  Gleichung: 

(6  cos  c5 — c  cos  cd)  UPco»  a 
+  (c  cos  6 — «  cos  5)  £PcoB  ß    |  =  0 
•f  (a  cos  o — 6  cos  B)  £Peoa  y 
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fährt.  Setzt  man  nan  in  dieser  Gleichung,  v^as  offenbar  verstattet 
Ist»  nach  der  Reibe: 

a  =  0,  6  =  0,  cos  0  =  0; 
6=0,  0  =  0»  co8o=0; 
0  =  0,    a  =  0,    coscS=0; 

wo  also  besiehangsweise: 

coso*-|-coso*s=  1, 

co6c5*4-cos^  =  1, 

cos  d*+C08ai*  =  1 ; 

folglich,  natürlich  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander: 

cosoi  =  J:sincS, 

cosS  =  dbsin  0> 

cos  0  =  J:sina> 

ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

ccos  OB  ZPcos  o  =:  0, 

acosS  ^Pcos/3  =  0, 

6 cos  dXPcosy  =  0 
oder: 

csino  ^Pcosa  =  0, 

aB\neZPcoBß=:0^ 

6  sin  m  SPtosy  r=  0; 

welche  beziehungsweise  unabhängig  von  besonderen  Werthen  von 
c^  m\  a,  J^\  b,  6  oder  c>  cöl;  a,  0;  6,  o  gelten,  was  unmittelbar 
zu  den  Gleichungen: 

£Pcosa  =  0»     2:/>cos/J  =  0,     2:Pcos7  =  0 

führt.    Hiernach  ist  also,  wenn  ffir  alle  Azen  die  Gleichung: 

(a? — a)  (cos  ß  cos  S  —  cos  y  cos  cd) 
SPl  +(.y— 6)(cosycosö— cosacoso)  >  =  0 
+  (i — c)(co6acos(o — cos/ScosO) 
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Statt  findet: 

£Pcosa  =  0,    £Pco8  ß=:0,    SPcQsy  «  0; 

£P(xco8ß — ycostf)  =  U5 
£P(ycos  y— 2  cos/J)  =  0, 
^P(zcosa— :rcosy)  =  0; 

und  oacb  §.  6.  sind  also  die  Kräfte 

^ü  ♦  ^1 »  ^%9  Pt»  P4»  ■  •  •  • 

anter  einander  im  Gleichgewichte. 

Wir  haben  daher  jetzt  den  folgenden  altgemeinen  Satz : 

Die  BotliweBdlipe Bedingung  fflr  das  Gleichgewicht 
der  Kräfte 

^0»    «J>    ■^*   ^^9»  *  4*    •••• 

ist,  dass  die  Gleichung: 

(a? — a)  (cos /J  cos  5  —  cos  y  cos  ») 
^P\  +(y  — &){cos  ycosö— cosacosö)  |  =  0 
+  (2 — c) (cosa cos n — cos J? cos  6) 

für  aUe  Axen  erfüllt  is[t. 

Ans  den  Gleiehangen  26)  fo^  offenbar,  wenn  man  dieselben 
nach  der  Reihe  mit 

Po»   *  1  »  •«>    «8>    «4»   •••• 

multipliclrt  und  dann  snromirt,  die  Gleichang: 

(a?  —  a)  (cos  ß  cos  5  —  cos  y  cos  co) 
£pP  zsz^  £^  p\  +(y — 6)(co8ycos.d — cosacosc))  |. 
+  (  z — c)  (cos  acos»  — cos /3 cos  6) 

Sind  nun  aber  die  Grossen 

^0  V|  V^  «8  V4 

0         Cvi  (Fg         Carg  €74 

fiämmtlich  anter  einander  gleich,  and  bezeichnen  wir  den  gemein- 
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schaftlichen  Werth  aller  dieser  Grössen  durch  t;;  so  wird  die 
vorstehende  Gleichangt 

{x — a)  (cos  /}  cos  S — cos  y  cos  o») 
SpP  =  Tt^  ^p\  +(^— ^)(cos  ycosd  — cosacoso)  >  . 

+  (2  — C)(C08  «cos  09—  C09/}COS  6) 

Die  Bedingung,  dass  die  Grossen 

Vo  V|  V«  V3  «4 

Otq         Ori  C»a         C»8  W4 

sfimmtlich  unter  einander  gleich  sind»  erflillt  man  am  Einfachsten 
dadurch,  dass  man  sich  das  System  um  die  angenommene  Axe 
um  einen  gewissen  Kinkel  gedreht  denkt,  und  in  rechtwinkligen 
Dreiecken,  in  denen  diesem  Winkel  die  Entfemangen 

Go>  Gl,  Gg,  G3,  G4,  .... 
der  Punkte 

(^oyo^o)»    (^1^1  «1).    (^«ya««)»    (^stfnHif  •••• 

als  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  in  der  ursprfinglichen  Lage  des 
Systems  von  der  Axe  als  Katheten  anliegen,  die  Lfingen 

Vo»      V,,      üj,      V8,     V4,  .... 

als  die  dem  in  Rede  stehenden  Winkel  gegenüberstehenden  Ka- 
theten betrachtet,  eine  Vorstellung,  welche  wir  im  Folgenden  anch 
ohne  weitere  Erinnerung  stets  festhalten  werden*). 


*)  Nimmt  man  die   Drehung  de«  Systeme   unendlich    klein  so,    e« 
fallen  die  dnrch 

«0»     ^i»     ^«»     *%»     *4»  •••• 

beseiehneten  Längen  mit  den  von  den  Angriff<pnnk(en  der  Kräfte  be- 
schriebenen Kreisbogen,  oder  auch  mit  den,  die  priinitiven  ond  seciiod&ren 
Oerter  der  AngrilF^pankte  mit  einander  rerbindenden  Geraden  xosamnen, 
und  erhalten  dann  Vfohl  den  Namen:  Virtuelle  Geschwindigkei- 
ten (m. «.  die  Kinleicnng) ;  die  im  Folgenden  entwickelten,  den  Znstand 
des  Gleichgewichts  oder  der  Ruhe  bedingenden  Gleichnngen,  in  denen  diese 
▼irtuellen  Getchwindigkeiten  oder  ihre  Projcctinneu  auf  den  Richtongs- 
linien  der  Kräfte  Torkommen,  bilden  aber  dann  in  ihrer  Gesammthelt  das 
sogenannte  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  mit  wel- 
cher Bemerkung  Aber  dieses  Princip  wir  uns  für  jetzt  hier  begnügen  müssen. 
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Weil  nan  nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze  das  Gleichge- 
wicht der  Krüfte 

f^o»  f^i»  ^a»  f^9*  ^49  — 

dadurch  vollstSndig  bedingt  wird,  dass  die  Gleichung: 

(x — a)  (cos  ß  cos  o  —  cos  y  cos  eo) 
ZP\   +(y — 6)  (cos  y  cos  0— cos  «cos  o)  >  =  0 
+  (t —  c)  (cos a cos  (0— cos/? cos d) 

far  alle  Azen  erHillt  ist;  so  wird  nach  dem  Obigen  offenbar  das 
Gleichgewicht  der  Kräfte 

■•  o>  ^1 »  ^ü>  »^  *  «^ , . . . . 
aocb  dadurch  vollstSndig  bedingt,  dass  die  Gleichung: 

SpP=zO 

für  alle  Axen  erfüllt  ist,  was  zu  dem  folgenden  allgemeinen  Satze 
fobrt: 

Die  notliwendl^e  Bedingung  für  das  Gleichgewicht 
der  KrSfte 

'o ♦  ^1 »  ^a »  *  8 »  P49  *•'• 

ist,  dass  die  Gleichung 

SpP  =  0 

fdr  alle  Axen  erfüllt  ist. 

Betrachten  wir  für  irgend  eine  Kraft  P  das  Product  pP^  und 
bezeichnen  wir  den  absoluten  Werth  von  P  durch  (P),  den  Werth 
von  p  aber,  insofern  diese  Protection  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachtet wird,  jenachdem  sie  auf  der  wirklichen  Richtung  der 
Kraft  P  oder  auf  der  direct  entgegengesetzten  Richtung  liegt, 
durch  g.  Wenn  nun  P  positiv,  also  P  =  (P)  ist,  so  wird  die 
Richtung  ^on  P  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmt  Liegt  p 
auf  dieser  Richtung,  so  ist  p  positiv,  g  positiv,  also  p  =^  g,  folg- 
lich pP=sg{P),  Liegt  p  auf  der  entgegengesetzten  Richtung, 
so  ist /»  negativ,  g  negativ,  also  pz=zg,  MgVich  pP  =  g(P). 
Wenn  ferner  P  negativ,  also  P  =  — (P)  ist,  so  wird  die  Richtung 
TOD  P  durch  die  Winkel  180» -a,  I8O0— /3,  ISOO—y  bestimmt. 
Liegt  p  auf  dieser  Richtung,  so  ist  p  negativ,  g  positiv,  also 
p=: — g,  folglich  pP^z  g(P).  Liegt  p  auf  der  entgegengesetzten 
Richtung,  so  ist  p  positiv,  g  negativ,  also  pz=z-^g,  folglich 
pP  =  g(P)»  Hiernach  ist  immer  pP  =  g{P),  und  man  sieht  also, 
ThcU  XLVI.  m 
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dass  man  im  obigen  Satse  die  Kräfte  P  sämmtlich  als  positiv, 
die  Projectionen  p  aber  als  positiv  oder  negativ  betrachten  kann, 
jenachdeni  sie  auf  den  wirklichen  Richtungen  der  entsprechenden 
Kräfte  oder  auf  den  diesen  Richtungen  direct  entgegengesetzten 
Richtungen  liegen ,  was  die  einfachste  Auffassungsweise  bei  der 
Anwendung  des  in  Rede  stehenden  Satzes  ist. 

Bezeichnen  wir  die  von  den  Richtungslinien  der  Kräfte 

mit  der*  angenommenen  Axe  eingeschlossenen,  180^  nicht  über- 
steigenden Winkel  durch 


IFo,     FF,,     IFa,     W^,     FF*, 


und  die  kürzesten  Entfernungen  der  Richtungsiinien  der  Kräfte 
von  der  angenommenen  Axe,  indem  wir  diese  kürzesten  Entfer- 
nungen als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  die  Grössen 

(oTo  --  fl)  (cos  /3o  cos  Cd  —  cos  yo  ^^^  ») 
+  (^o  ~"  *)  (cos  70  cos  0 — cos  «0  cos  ö) 
+  (iq  —  c)  (cos  «0  CO»  o> — cos  /?o  cos  ö)  , 

(a?i  —  a)  (cos  ft  cos  €3 — cos  fx  cos  uo) 
+  (yi  —  ^)  (cos  yi  cos  ö — cos  «i  cos  5) 
+  (xj — c)  (cos  «1  cos  (D  —  cos  ßi  cos  ö)  , 

(a?a  —  ^)  (cos  ßa  cos  c5  —  cos  y^  cos  a) 
-f  (^2  —  ^)  (cos  ya  cos  B  —  cos  ck«  cos  g5) 
-|-  (za — c)  (cos  Oa  cos  o»  —  cos  /?a  cos  d) , 

(arj  —  o)  (cos  /?8  cos  5  —  cosys  cos  a) 
+  (ys  ~  *)  (cos  ys  cos  ö  —  cos  03  cos  S) 
+  (28  — c)(cosa8Cos<ö — C0S/?3C0S^), 

u.  s«  w. 
positiv  oder  negativ  sind,  durch 

£0,    £|,    £/a>    -^j    -^4»  ••••• 
so  ist  nach  einem  bekannten  analytischen  Ausdrucke  *) : 


*)  M.  «.  meine  Abhandlung  Thl.  XXXV.  Nr.  I.  14). 
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Eq  sin  IFo  =     (oTo  —  fl)  (cos  jj©  cos  ö  —  cos  y^  cos  w) 

+  (yO  ~*)(cö«yoC08Ö   — COSOoCOSO) 

+  (^0  —  ^)  (<50S  Oq  cos  CD — cos  /?o  cos  6) , 

£^i  si n  YF|  =     (xi  —  a)  (cos  ft  cos  o  —  cos  yi  cos  cd) 

+  iy\  —  *)  (<5os  Yx  cos  ö  —  cos  Ol  cos  S) 

+  {tx  — c)(cosir|  cos  09  --  cosft  cos6), 

E^sm  W^  =  (jTa  —  fl)  (cos /?« cos  €3  —  cos  y^  cos  im) 
-f-  (ya  —  &)  (cos  y^  cos  6  —  cos  Og  cos  5) 
-f-(*t  —  cXcosoaCosw  — cos/S^cosd), 

£5  sin  1^8  =    (dTj  —  a)  (cos  ft  cos  c3  —  cos  y,  cos  m) 
+  (yj  —  6)  (cos  yj  cos  6  —  cos  u^  cos  5) 
+  (23  —  c)  (cos  «8  cos  (o  —  cos  ßj  cos  6) , 
u.  s.  w. 

und  nach  dem  Obigen  (8.  255.)  können  wir  also  offenbar  anch  den 
folgenden  allgemeinen  Satz  aussprechen : 

Die   nottawendli^e    Bedingung  fdr  das    Gleichge- 
nicht   der   Kräfte 

^O»         P\9         P%9         O»         /^4».... 

ist,   dass  die  Gleichung 

2;P£;sln  IF=:0 
für  alle  Axen  erfflllt  ist. 
Nach  26)  haben 

Po*    P\y    Pa»    Pä»    P^f"" 


respective  mit 


(;ro  —  a)  (cos  ß^  cos  S — cos  y©  cos  ») 
+  (yo  "~  ^)  (cos  yocos  6  —  cos  OqCos  5) 
+  («0  —  ^)  (cos  «o  cos  CO  —  cos  /Jo  cos  ö) , 

(xi  — a)  (cos  ft  cos  o — cos  yi  cos  n) 
+  (.Vi  —  *)  (cos  yi  cos  ö  —  cos  «i  cos  5) 
+  («i  —  c)  (cos  «i  cos  09  —  cos  ßi  cos  6) , 

(;r^ — a)  (cos  /3a  cos  o — cos  y«  cos  o) 
+  (ya  ~  *)  (cos  ya  cos  ö  —  cos  a^  cos  9) 
+  («a  —  0  (cosoicos  n  —  cos  jS^bCOS  6), 


18* 
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{x^  —  a)  (cos  /?3  cos  c5  —  cos  y^  cos  0) 
+  (^8  "-  *)  (<^<>*  /s  c<^s  ö  —  cosog  cos  Cd) 

+  («8  —  C)  (cos  «8  cos  (D  —  cos  /Jg  COS  ö)  , 

u.  s.  w. 

sä  mint  lieh  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen;  also  kann  man 
offenbar  in  der  Bedingungsgleichung 

die  kiirzesten  Entfernungen 

immer  respective  mit 

Po>    Pi9    Pa»    P»»    P4'---- 

von  gleichem  Vorzeichen  nehmen;  auch  kann  man  sich  hierbei 
immer  die  Punkte,  in  denen  die  Richtungslinien  der  Kräfte  von 
ihren  kürzesten  Entfernungen  von  der  angenommenen  Axe  geschnit- 
ten werden,  als  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  denken,  wo  dann 
die  Längen 

Vo$      Vi,      V„       Vj,      V4,.... 

auf  den  entsprechenden  kiirzesten  Entfernungen  senkrecht  stehen. 
Auch  hier  kann  man  alle  Kräfte  als  positiv ,  aber  die  Projectionen 

Po>      Pl>      P2>      P9*      Pa 

als  positiv  oder  negativ  annehmen,  jenachdem  sie  auf  den  wirk- 
liehen  Richtungen  der  entsprechenden  Kräfte  oder  auf  den  diesen 
Richtungen  direct  entgegengesetzten  Richtungen  liegen,  wie  ja 
auf  der  Stelle  daraus  erhellet,   dass  man  die  Winkel 

^>  ßo>  Yoi   «i»A»yi;   «a»  ^«>  y«;  •••• 

immer  den  wirklichen  Richtungen  der  Kräfte  entsprechen  lassen  kann. 


§.  13. 

Anderer    Ausdruck    der   Bedingungen    der  Ruhe  eioes 
um   einen   festen   Punkt  drehbaren   Systems« 

Wenn  man  den  festen  Punkt  als  Anfang  der  Coordinateo  an- 
nimmt ,  so  sind  nach  §.  8.  die  nothwendigen  Bediogungsgieichnn- 
gen  för  den  Zustand  der  Ruhe  des  Systems: 
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£P(xco9ß — ycosa)  =  0, 
£P(j/co8y — icosß)  =0, 
£P(2  coea— arcosy)  =  0. 

Nehmen  wir  nun  zuerst  ao,  das  System  befinde  sich  in  Ruhe^ 
so  ist  : 

2P(xcosß^ycoBa)  =  0, 
£P{yQOBy  —  2  cos  j3)  =  0, 
2P{z  cos« — a;co8/)  =  0; 

also    nach   $.  12. 27)   unabhängig  von    besonderen    Werthen    von 
a,  ö,  c  und  6,  n,  Q,   folglich  für  jede  Aze: 

(x — a)  (cos  ß  cos  c5  —  cos  y  cos  o) 
£P\  +(y— 6)  (cosycosö  —  cosffcoscd)  > 
+  (x  —  c)  (cos  a  cos  (0  —  cos  ß  cos  ö) 

^  (6  cos  c5 — c  cos  (o)  ZPcoB  a 
+  (c  cos  ö  —  a  cos  5)  SP  cos  ß 
-i-  (acosc»'^bcoaO)£PcoBf; 

für  jede  durch  den  Anfang  der  Coordinaten,  also  durch  den  festen 
Punkt,  gehende  Aze  ist  aber: 


also  : 


folglich: 


fl o__  c 

cos  6  "  cos  10  ""  cos  ö  * 

6cos€S  —  ccoso»  =  0, 
cco8<9  —  acoscS  =  0, 
acoscD-— 6cosd  =0; 

(x  —  a)  (cos  /^cos  c5  —  cos  y  cos  ») 
-2?^l  +(y — ft)(cosycos6 — cosacosö)  >  =  0. 
+  (z —  c)  (cos  «  cos  o — cos  ß  cos  6) 

Wenn  sich  also  das  System  in  Ruhe  befindet,  so  ist  für  jede 
durch  den  als  Anfang  der  Coordinaten  angenommenen  festen  Punkt 
gebende  Aze: 

(x  —  ä)  (cos /3  cos  S  -^  cos  y  cos  o) 
UPI  +(^— 6)  (cosy  cosö  — cosacoso)  >  =  0. 
+  (Z  —  C)  (cos«  cos  CD  —  cos^cosd) 

Umgekehrt  wollen  wir  jetzt  annehmen,    dass  fiir  jede  durch 
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den    als   Anfang   der    Goordinaten    angenommenen    festen    Punkt 
gehende  Axe  die  Gleichung: 

{x «—  a)  (cos  ß  cos  c5  —  cos  y  cos  w) 
^P\   +(y  — A)(co8y  cosö  —  cosacosö)  |  ~  ^' 
+  (2  —  c)  (cos  a  cos  » — cos  ß  cos  6) 

also  nach  §.  12.  27)  die  Gleichung : 

(6cosQ  —  c  cos  fio)  ^Pcos  a 
+  (ccosd  —  acosö)-SPco8/3 
+  (acosco— 6cosd)J^Pcosy 

+  cosc3^P(2:cosj3— ^coscr) 
+  cos  6  2^P(y  cos  y— 2  cos  j5) 
+  cos  CO  JSP  (zc  OS  a  —  drcosy)  ' 

erfüllt  sei.     Weil   für  jede    durch  den   Anfang   der    Coordinaten 
gehende  Aze 

a b     _     c 

cos  6  ""  cos  w  ""  cos  ö ' 
also: 

6C0S  C5  —  CCOS  CO  =:  0, 

ccosd  — acoscd  =0, 
acosco — hcosB  =0 

ist;    so  ist  für  jede  solche  Axe,  also  unabhängig  von  besonderen 
Werthen  von  d,  od,  c3: 

coa  (5  2  P(a:  cos  ß — ycosa) 
+  cos  eZP{y  cos  y  —  icos j3)  >  =  0 ; 
+  cos  o)£P(z  cos«  —  a?cosy) 

folglich,    wenn  man,   was  verstattet  ist,   nach  und  nach: 

cos  ö  =  0,         cos  »  =  0,         cos  ö  =  +  1 ; 
cosd=J:l,     cosa>=0,  coso=rO; 

cosd=:0,         cosa)=  ±1,     cosc3  =  0 
setzt : 

I!P(xcoBß — ycosa)  =  0, 

£P(ycoHy  —  ico8|3)  =  0, 

£P{z  cos«  —  arcos  y)  =  0; 

woraus  sich  ergiebt,  dass  sich  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
das  System  in  Ruhe  befindet. 
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Wenn  also  für  jede  durch  den  als  Anfang  der  Coordinaten 
angenommenen  festen  Punkt  gehende  Axe: 

{x — a)  (cos  ß  cos  ö — cos  y  cos  ©) 
^P\  +(y— Ä)(cosycosd  — cosÄCosö)  >  =  0 
+  (z  —  c)  (cos  a  cos  m  —  cos  ß  cos  B) 

ist,  so  befindet  sich  das  System  in  Ruhe. 

Daher  haben  wir  jetzt  den  folgenden  Satz : 
Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kräfte 

^6»      ^1»      ^2>      ^S>      P^f- 

wirken,  um  einen  festen  Punkt  drehbar  ist;  so  wird, 
wenn  man  diesen  festen  Punkt  als  Anfang  der  Coor- 
dinaten  annimmt,  der  Znstand  der  Ruhe  des  Systems 
dadurch  vollständig  bedingt,  dass  für  alle  durch  den 
festen  Punkt  gelegte  Axen  die  Gleichung: 

(as — a)  (cos  ß  cos  c5  —  cos  y  cos  a>) 
UPI   +(y  — 6)(cosycos0 — cosocoso)  >  =  0 
+  (2  —  c)  (cos  a  cos  CO  —  cos  ß  cos  6) 
erffillt  ist 

Unmittelbar  geht  aber  aus  den  im  vorhergehenden  Paragra- 
phen angestellten  Betrachtungen  hervor,  dass  die  vorhergehende 
Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe  d§s  Systems 
ganz  In  derselben  Weise  wie  dort  auch  durch  die  Bedingungs- 
gleichung 

£pP=0, 

oder  durch  die  ßedingungsgleichung 

SPEainW^O, 

insofern  diese  Gleichungen  als  für  alle  durch  den  festen  Punkt 
gelegten  Axen  gültig  vorausgesetzt  werden,  vollständig  ersetzt 
werden  kann. 

§.  14. 

Anderer   Ausdruck    der   Bedingungen    der  Ruhe    eines 
um  eine  feste   Axe  drehbaren  Systems. 

Wenn  man  die  feste  Axe  als  Axe  der  x  annimmt,  so  ist  nach 
§.  9.  die  nothwendige  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der 
Rahe  des  Systems: 
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£P(x  cos  /? — y  cos  «)  =  0. 

Nehmen  wir  nun  zuerst  an,  das  System  befinde  sich  io  Rahe, 
so  ist: 

HPixcasß^ycoaa)  =0; 

weil   nun  aber  nach  §.  12.  27) : 

(x — a)  (cos  ß  cos  o  —  cos  y  cos  w) 
2Pl  +(y  — 6)(cosy  cosö  — cosacosS)  > 
+  (z  —  c)(cosaco8a— cos/Jcosö) 

=  (6  cos  ÄS  —  c  cos  od)  ZPcos  a 
+  (ccosO  —  acos5)-^Pcos/5 
+  (acosfo— 6  cos  6)^/^008  y 

+  cos65^P(j;cos|} — ycoBa) 

+  C0Sd^P(yC08/-*ZG0S/}) 

-f.  coso^P(zcostt — orcosy), 

und  fflr  die  als  Ajce  der  z  angenommene  feste  Aze 
a  =  0,    6  =  0;    cos 6  =  0,    cosci>£=0 
ist;    so  ist  für  die  feste  Axe: 

(x — a)  (cos  ß  cos  c5  —  cos  y  cos  o») 
£P\  +(y — 6)(co8ycosö — cosacosS)  ?  =s  0, 
+  (z — c)  (cosacosco — coaßcoad) 

immer  die  feste  Axe  als  Axe  der  z  angenommen. 

Wenn  sich  also  das  System  in  Ruhe  befindet,  so  ist  für  die 
als  Axe  der  z  angenommene  feste  Axe: 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  S  —  cos  y  cos  od) 
£P\  +(y — 6)(cosycosö— cosacosö)  >=0. 
*  +  (z  —  c)  (cos  a  cos  09  —  cos  ß  cos  6) 

Umgekehrt  wollen  wir  annehmen,  dass  für  die  als  A.xe  der 
1  angenommene  feste  Axe: 

(d;— a)(cos/?co8c5 — cosycos») 
£P\  +(y— A)(cosycos6  — cosacosö)  |  =  0, 
+  (z — c)  (cos  a  cos  cj  —  cos  ß  cos  6) 

also  nach  §.  12.  27) : 
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(6  cos  «S  —  ccos  oo)  HP  €08  a 

+  (ccosB  —  a  cos  S)  SP  cos  ß. 

+  (a  cos  «  —  6  cos  ö)  HPcoB  y 

>  =0 
+  co8(dJ^P(a;cosß  — ^coso) 

+  cos62P(ycoay  —  zcos/?) 

+  coso)JSP(zco8a  —  ^cosy) 

sei.     Daon  ist,  weil  für  die  als  Axe  der  2  angenommene  feste  Axe: 

a  =  0,  6  =  0;    cosö  =  0,  cos«  =  0,   cos 5  =:  ±  1  , 
ist: 

£P{xeo8ß^ycosce)  =  0, 

und  das  System  befindet  sich  folglich  in  Ruhe. 

Wenn  also  für  die  als  Axe  der  z  angenommene  feste  Axe 

I(x — a) (cos jS cosö —cos y cos cö)  \ 
+(y — 6)(cosyco86 — cosacos5)l  =  0 
+  (2 — c)(cosacosG)  —  co8/3cosd)  ) 

ist,   so  befindet  sich  das  System  in  Ruhe. 
Daher  haben  wir  den  folgenden  Satz: 
Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kräfte 

"0»      ^1»       ^99      Psf      P4,  .... 

wirken,  um  eine  feste  Axe  drehbar  Ist;  so  wird,  wenn 
man  diese  feste  Axe  als  Axe  der  2  annimmt,  der  Zu- 
stand der  Ruhe  des  Systems  dadurch  vollständig  be« 
dingt,    dass  fSr  die  feste  Axe  die  Gleichung: 

|(j;  — ii)(cosj3cos5  — cosycoso))  . 
+(y — 6)(cosycosö — cosacosö)     |   =0 
-|-(z  — c)(co8ocoso>  — cos|3cosö)     / 

erfüllt  ist. 

Dass   die    vorhergehende  Bedingungsgleichung   für   den  Zu- 
stand der  Ruhe  des  Systems  auch  durch  die  Bedingungsgleichung 

£pP==i), 

oder  durch  die  Bedingungsgleichung 

SPEbibW^O, 
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insofern  diese  Gleichungen  als  ffir  die  feste  Axe  gültig  oder  er- 
füllt vorausgesetzt  werden,  vollständig  ersetzt  werden  kano^  er- 
hellet ganz  eben  so  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen. 

Wenn  die  Kräße 

^0>  ^\*         ^t9  ^99         P^9     •••• 

sämmtlich  in  einer  Ebene  wirken,  welche  um  einen  festen  Punkt 
oder  vielmehr  um  eine  durch  diesen  Punkt  gehende,  auf  der 
Ebene  senkrecht  stehende  Axe  drehbar  ist;    so  ist: 

also: 

biuWq  =  sinfF,  =  sin  IF2  =  sin  FF3  =  ....  =  1, 

und  die  kürzesten  Entfernungen 

^0*     ^1*     ^«»    ^3»     ^4»  — 

sind  die  von  dem  festen  Punkte  auf  die  Kichtungslinien  der 
Kräfte  geßiüten  Perpendikel.  Die  absoluten  Werthe  der  Proje- 
ctionen  von 

Vo»     '^i*    V«.     V3,    t;4,    

auf  den  Richtungslinien  der  Kräfte  sind  in  diesem  Falle  oflfenbar 

Vo,      V|>      Vj,      V3,      V4,     .... 

selbst,  die  Projectionen  werden  aber  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachtet, jenachdem  sie  auf  den  wirklichen  Richtungen  der  Kräfte 
oder  auf  den  direct  entgegengesetzten  Richtungen  liegen,  und 

£0,    El,    Ejj,    £3,    £4,    .... 

werden  mit  den  Projectionen  sämmtlich  von  gleichen  Vorzeichen, 
die  Kräfte  selbst  werden  aber  sämmtlich  als  positiv  betrachtet. 
Die  Bedingungsgleicbung  für  den  Zustand  der  Ruhe  des  Sy* 
stems  ist  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen: 

EPE  =  0. 

Man  sieht  nun  aber   leicht,    dass   es  genügt,    die  kürzesten 
Entfernungen 

£0»    ^»     ^«»     ^s>    ^4*     •••• 

und  folglich  auch  die  Prodncte 

^0^0»      ^1^1»     ^t^ft»      ^8^3»      P^E^,  ,,,, 

als   positiv  oder  negativ  zu   betrachten,   jenachdem   die    entspre- 
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cbeiiflen  Kräfte  die  Ebene  um  den  festen  Punkt  nach  der  einen 
oder  nach  der  anderen  Seite  hin  zu  drehen  streben;  und  be- 
zeichnet man  also  unter  dieser  Voraussetzung  die  obigen  Pro- 
ducte  durch: 

4 

ilfo,     iHi,    M^,    üf,,     A§^f — ; 

so  ist  die  Bedingungsgleichung  fGr  den  Zustand  der  Ruhe  des 
Systems: 

2:^  =  0. 

Die  durch 

^0  f   ^1 9  M%i   la^ ,   M^ , . . . . 

bezeichneten,  mit  ihren  gehurigen  Zeichen  genommenen  Producte 
Her  Kräfte  in  die  Entfernungen  ihrer  Kichtungslinien  von  dem 
angenommenen  Punkte  werden  die  Momente  der  Kräfte  in 
Bezug  auf  den  angenommenen  Punkt  genannt«  und  man 
kann  daher  sagen,  dass  der  Zustand  der  Ruhe  des  Systems  in 
dem  vorliegenden  Falle  dadurch  vollständig  bedingt  wird,  dass 
die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  in  Bezug  auf  den  angenom- 
menen Punkt  verschwindet,  wobei  die  Momente  als  positiv  oder 
negativ  betrachtet  werden ,  jenachdem  die  entsprechenden  Kräfte 
das  System  um  den  angenommenen  Punkt  nach  der  einen  oder 
nach  der  anderen  Seite  hin  zu  drehen  streben.  Dies  ist  ein 
längst  bekannter  Satz,  welcher  sich  also  aus  unseren  obigen  all* 
gemeineren  Sätzen  unmittelbar  ergiebt. 


.%  n  li  a  n  9* 


Ueber  vier  sich  im  Gleichgewichte  befindende  Kräfte. 
Wenn  die  vier  Kräfte    • 

^09       f^l9       /\»       /*8 

unter  einander  Im  Gleichgewichte  sind,  so  kann  man  die  Rich- 
tuDgslinie  einer  jeden  dieser  Kräfte  nach  der  Reihe  als  Axe 
annehmen,  und  nach  dem  ersten  der  in  §.  12.  bewiesenen  Sätze 
finden  dann  die  vier  folgenden  Gleichungen  Statt: 
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Pt 


+  /*. 


+  '*! 


G runer t:    Neue  analytische  Enttrickeittvg  der 

(Xi  —  Xq)  (cos  ßi  cos  yo  —  cos  yi  cos  ß^) 
+  (yi^ ^  yo)  (cos  n  «^s  ao  -  cos  ai  cos  yo)    | 

+  (*1  ~~  ^o)  (cos«!  COS^Q  —  COS/?|  COSOq) 

(a?a  -  Xo)  (cos  /J^  cos  yo  —  cos  y,  cos  /Jo) 
+  (y« — yo)  (cos  /s  cos  «o  —  cos  «j  cos  yo)  i  S  =  0, 
+  (*«  —  io)  (cos  ««  cos  (»0  —  cos  /J,  cos  «o) 

(.T, — Xq)  (cos  /},  cos  yo — cos  y,  cos/Jq) 
+  iy»  — yo)  (cos  y,  cos  «o— cos  «%  cos  yo)  | 
+  (*»  —  »o)  (cos  o,  cos  ^0 — cos  ^,  cos  «o) 


Po 


+  Pn 


+  P, 


Po 


+  A'. 


+  P, 


+  (yo 

+  (*o- 

(«,- 
+(y«- 

+  (x.- 

+(y»- 

+  («j- 


-a;i)(cos/3oCosy,  - 
-yiXcosyoCosflfi- 

-Zl)(C08«oCOS/?l  - 

-a;i)(co8/3jjCosyi- 
-yi)(cosyjCosai  - 

-Zl)(C0S€K2C0S/?|  - 


-Sa^iXcosftcosyi 
-yi)(cosy3C08ai 

-  «l )  (cos  «3  cos  ßi  —  cos  /?8  cos  Cf,  ) 


-cosyoCos/?i) 
-cosoocosyi)  l 
-cos/^QCOsa,) 

■cosy^cosft) 
•cosa^cosyi)   \ 

C0S/?2G08a|) 

•cosyjcosft) 
cos  1x3  COS yi)  l 


=  0. 


(oTo  —  ^a)  (cos  ß^  COS  ya  — -  cos  y^  cos  /Jj) 
+  dfo  —  ^2)  (cos  yo  cos  «a—  cos  ao  cosy,)  \ 
+  («o  —  %)  (cosoo  cos  j5a— cos/?oC08  o^) 

(xi—x^XcosßiCOsy^ — cosyi  cos /3s) 
+  (yi— y«)  (cos  yi  cos  oj  — vcos  Cj  cos y^)    \ 
+  (*^i  —  H)  (coscfiCos/Ja— ■  cos  /Jicos  os,) 

(5:3—0:2)  (cos  /?3  cos  ya — cos  ys  cos  jS^) 
+  (y»— yaXcosyaCosoa— coso^cosya)    | 
+  (h—h)  (cos  1%  cos  /?, — cos  /?s  cos  oa) 


=  0. 
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(oTo— JTg)  (cos/5o  cosya  —  cosyocosft) 

+  (lo  —  Is)  (CO»  ««0  cos  ß^  -  CO»  /3o  cos  Og) 

(j:,  —  x^)  (cos /?,  cos yj  —cos y,  cos ^j) 
4  />,  I  +(^i— yaXcosy,  costtj  — cosajcosya)  >    \  =0; 

+   (^  ""  ^)  (cos  Ci  cos  j^  —  cos  ßi  cos  Cj) 

{x% — x^)  (cos  jS^  cos  yj  —  cos  y^  cos  /Sg) 
+  /\s  I  +  (yt— yi)(cosy4Cosa8  -  cosajcosyj)  \ 

+  (^  ^  ^s)  (cos  CK}  cos  ft  —  cos  /?2  COS  «3) 

also,    wenn  man  der  Kurze  uegen: 

1) 
(:ro  — a:i)(co8/5oC08yi  — cosyocosft) 
^01  =   {  -f  (yo  — yiXcosyoCoscfi  —  cosoocosyi) 
+  (^0  —  *i )  (cos  «o  cos  ßi  —  cos  ß^  cos  «, ) 

(0:0 — J^ft)  (cos  ßo  cos  y»  —  cos  yo  cos  /?t) 
P(«=  I  +(yo— .VaXcosyoCOsa,— costtocosyg) 

+  (lo  —  22)  (cos  «o  cos  /?£  —  cos  Po  cos  Og) 

{Xq  —  0:3)  (cos  /3o  cos  ya  —  cos  y«  cos  ft ) 

Po«=  I  +(yo— ^aXcosroCosog  — coscfocosy,) 

4-  (2o  —  «s)  (cos  Oo  cos  jJg  —  cos  /?o  cos  «,) 

(oTi  —  dTj)  (cos  ft  cos  y^ — cos  yi  cos  /J^) 
^1«=  {  +(^1— y«)(cosy,cosaa— cos«,  cosya) 

+  (*I  —  H)  (cos  tti  cos  /?9  —  cos  ßi  cos  Of) 

{Xi  —  arg)  (cos  ft  cos  yg  —  cos  yi  cos  /?g) 

P,,  =  I  +  (yi  — ys)  (cos  yj  cos  09  —  cos  «i  cos  yg) 

+  (z,  —  zg)  (cos  «1  cos  /Jg  —  cos  ßi  cos  «g) 

(oTj — xg)  (cos  /Ja  cos  yg  —  cos  yg  cos  /Jg) 
Pm  =  I  +(y*— ysXcosygCosag— cosogcosyg) 

+  (%  —  «»)  (cos  Og  cos  /5g  —  cos  |Jg  COS  Og) 

«etzt,  die  GleichnDgen : 
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2) 
PxPox  +PtP^^P,P»,  =  0, 
Po  Pol  +P,P„  +  A»,/>„=0, 
Po  Pot  +PtP,*+  P,  Pn  =  0, 
PoPo»  +  PiPt,+  P*Pt^=0; 
oder  die  Gleichungen: 

3) 

PoPi  Pol  +  Po P*  Po%  +  Po Ps  Po»  =  0. 
PoPi  Pol  +  Pi  PtPi2  +  Pi  P,  Pi,  =  0, 
Po  Pt  P«»  +PiPtPi*  +  P%  P,  P„  =  0, 
PoPn  Po»  +  Pi  P»  Pi»  +  P^P»  i»«  =  0; 

oder,  wenn 

•  /     •'^01  =  'o Pi  Pol » 

n^  =  PoP*P<n, 

^\  1     ^0»  =  PoP»Poa' 

ik»--PtP»P„ 

gesetzt  wird: 

8) 

(») //oi  t  n^a  +  i7o8  =  0. 

(2) /loi  +  ^i«  +  J7is  =  0. 

(3) JZo,  +  //„  +  I7„  =  0, 

(4) J7o8  +  JI,s  +  //«  =  0. 

Aus  (1).  (4)  und  (2).  (3)  erhält  man: 

^)i  +  noa=  71,8+  ^u. 
17oi+  n„=77oj+  n„; 

also  durch  Addition: 

22101  +  ^)«  +  il,8  =272,,  +  22,3  +  JI«. 
folglich : 

Aus  (I),  (2)  und  (3),  (4)  erhSit  man: 
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aUo  durch  Addition : 

2i2o«  +  ^^s  +  ^12  =  2JT,a  +  ^,2  f  /Tos » 
folglich : 

^02  =  ^18' 

Aus  (1),  (3)  und  (2).  (4)  erhält  man  : 
also  durch  Subtractton: 

^03  —  ^12  =  ^12-^08. 

folglich : 

2^03=2irij,      /7o8=^12. 

Daher  haben  wir  jetzt  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

also  nach  4)  die  Gleichungen: 

6) 

«I» PoP^Pox=^P,P,P„. 

(&)) P„P^P^=iPtP,P,„ 

((3)) P„P,P^=zP,P^P,^. 

Durch  Multiplication  der  Gleichungen 

'((!)) ((2)),    ((2)) ((3)),    ((3))((1)) 

und   durch    Multiplication    derselben    Glefchungen    über*s    Kreuz 
erhält  man: 

7) 

'\)*^01  '^02  =  A*^18  '^B  » 
^0*^02  ^03  =  A*  ^12  ^18 » 
^0*  ^01  ''oS   ^  ^2^  ^12  ^28  » 

'^a*'*0»^12  =  ^8*^08^18  > 

folglich  sit: 
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Ut^^U  «^J^t/^O»  OS  ^0«  fi»  ^» 

^1 2  ^13  ^la  '^l  3  ^« 

'l«  ^M  ^1«  ^13  ^18 

U» /i  ^  fi)l  fi»  _    yi  gfi>lfi»^lg. 

und  man  kann  also,    wenn  k  eine  gewisse  Constante   bezeichnet, 
offenbar : 

8) 
l>o«  =  AP„P„P„. 

oder 9    weil  nach  1),    wie  man  sogleich  übersieht: 

^^8  =  ^^81  »      ^^08  ^  ^80»      ^Oa  =  ^«0 

gesetzt  werden  kann: 

8*) 

^1*  =  ^  ^«3  ''so  '^oa» 

P^  =  ^  ^80  ''oi  A  3  » 

setzen. 

Ans  8)  erhalt  man  durch  Moltiplication: 

9) 

P„«P,«P»«P,«  =  Ä*PoI«n,«/\»»/'.«*'*,»»PM« 

Ferner  erhält  man  ans  6)  und  8): 

10) 

PoVi  Voi*  =  P*^P,*P^*  =  k'^Pox*P.^Po,Pi%P»P^*, 

PoVa'i»«»  =  Pt*P,*Pi,*  =  A*Poi/'oa«P«./',.^..«#\,. 

Po^P,*Po»*  =  P|»P.*A.«  =  k*PoiP«tPo^P»*P„Pt» ; 

oder: 

Po*P**P^*  =  Pi'P»*P„* 
=  A«/>oi  pMPo»PitPi»Pn .  n.^'i. . 
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algo,  wenn  man: 

11) K  :=  k*P^,P„P^P,^P,,P„ 

setit:  * 

12) 

Po*Pi*Poi*  =  P,«/»,«P««  =  MPor  P„ . 

Po*P**P,»*  =  Pi*P,*Pi,^  =  ATPo./»... 

Bezeichnet  man  die  abeelaten  Werthe  der  Grossen: 

^»    ^01  >    ^01»    ^08»    '^ai    '^IB»    ^2« 

doreh 

(«).  (^i).  (Po^.  (Po,),  (P..),  (/»,,).  (A^m): 
so  ist  nach  12): 

13) 

PoPiPot  -  ±V"(Ä)..V(Poi)(/'2b), 
Po^a^ö»  =  ±  VT«) .  V(P<«)(/^i.), 

Po^B^OB  =±VTX).V(PoB)(Plt), 

PiP^Pi^  =  ±V{Ä).V"(Po,)(/>i.). 
p,p,p„  =  ±VT«)-V(P<«)(P„), 

''«^B^«!  =  ±VW).V(Poi)(/^2b). 

Wenn  man  nar»  was  natarlicb  verstattet  ist,  die  Winicel 

aQfßo^ro'y    «i»A>yi;    «»»  ^«»  ya;    «a»  A,  ya 

den  wirklichen  Richtungen  der  Kräfte  entsprechen  läset,  so  sind 
alle  Kräfte  positi?,  und  in  den  vorstehenden  Gleichungen  sind 
dann  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  zu  nehmen,  jenachdem 
beziehungsweise  die  Grossen 

^01»  Poitf  Po9»  P\%*  Pi9>  P^9 
positiv  oder  negativ  sind.  , 

Ans  3)  und  13)  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

TheU  XLVI.  19 
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14) 
±^(^oi)('»m)±V  (/*o^(/»„)±V(/>«,)(P,^  =  0. 
±V(Poi)(/'M)±V(/»o,)(/',>)±V(#>o«)(f',.)  =  0. 
±  V(Po.)(P.,)±V  (/*m)(''i.)±^(/'oi)(''«)  =  0. 

±V(/»o.)(Pi.)±^(/'o^(/»,8)±V(/'o.)(«»)  =  0; 

in  denen  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind«  je- 
nachdem  beziehungsweise  die  Grossen: 


^01» 

Pi». 

n»; 

f^oi» 

p,»> 

Pi»; 

p^. 

Pl*. 

Pt>\ 

pc. 

Pxi, 

/*2. 

positiv  oder  negativ   sind.    Man   kann  die  Gleichungen  14)  auch 
auf  folgende  Weise  schreiben : 

15) 

±V(Poi)(/*M)±V(/>o.)(P,3)±^^(/'o.)(i*l.)  =  0. 

±  ^(PioK/WirV  (Pi.X/'o.)*  V(P,3)(P«.)  =  0. 
± VT^^^±V  (/*„)(P«,)iV  (/'m)(/'oi)  =  0, 

+v  (P^x'^it)*  V(p„)(Pot)±^(^;5ri^) = «; 

fvo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenacbdeni 
beziehungsweise  die  Grdsseo: 


'^OI» 

Po», 

P«; 

^JO» 

Pl». 

P»; 

p^. 

PfX> 

P«; 

P,o, 

p... 

P» 

positiv  oder  negativ  sind» 

Die   Bildungsweise    der    Gleichungen    16)  unterliegt    keinem 
Zweifel,  und  der  Zusammenhang  der  Grössen 

mit  den  kürzesten  Entfernungen  der  Richtungslinien  der  Kräfte 
und  den  von  denselben  eingeschlossenen  Winkeln  ist  aus  unseren 
früheren  Entwickelungen  bekannt,    aus    denen    sich    auch    leicht 
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andere  Regeln  wie  die  obigen  zur  Bestimmung  der  Vorzeichen 
in  dep  Gleichungen  15)  ableiten  lassen  würden,  was  wir  ffiglich 
dem  sich  fSr  diesen  Gegenstand  interessirenden  Leser  überlassen 
kuonen ;  für  die  Statik  im  Allgemeinen  ist  derselbe  von  keiner  beson- 
deren Bedeutung»  so  merkwürdig  auch  jedenfalls  die  vorher  ent- 
wickelten, schon  anderweitig  bekannten,  Relationen,  die  sich  also  aus 
meinen  in  dieser  Abhandlung  bewiesenen  allgemeinen,  fiir  jede  be- 
liebige Anzahl  von  Kräften  geltendeiv  Gleichungen  ableiten  lassen, 
sind,  und  fiber  die  man  u.  A.  auch  einen  Aufsatz  von  E.  D'Ovidio 
im  „Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studeoti 
delle  Hniversitä  Italiane,  pubblicato  per  cura  del 
Professore  Battaglini.  Anno  IV.  Gennaio  e  Febbraio 
1866.  p.  58/'  nachsehen  kann.  Erinnern  mag  man  sich  hierauch 
noch  an  den  von  mir  im  „Archiv.  Tbl.  XL\,  S.  66.'*  bewiese- 
nen Satz  vom  Tetraeder,  der,  so  viel  ich  weiss,  ursprunglich  von 
Chasles  herrGhrt,  was  a.  a.  O.  nicht  bemerkt  worden  ist. 
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XIV. 

Der   Mittelpunkt    oder    das    Centrum    beliebig    vieler 

auf  beliebige  Weise  in    einer    und    derselben  Ebene 

wirkender  Kräfte. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  I. 

Wir  wollen  zuerst  nur  eine  im  Anfange  der  Coordioaten  O 
und  in  der  Ebene  der  xy,  in  welcher  wir  uns  überhaupt  alle  unsere 
folgenden  Constructionen  ausgeführt  denken,  auf  welche  sich  alle 
unsere  folgenden  Betrachtungen  allein  beziehen  werden,  wirkende 
Kraft  betrachten,  die  im  Allgemeinen  durch  Pn  bezeichnet  werden 
mag;  den  von  dem  positiven  Theile  der  Richtungslinie  dieser  Kraft 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen  Winkel, 
indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
X  an  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin,  oder  durch 
den  Coördinaten Winkel  {xy)  hindurch,  von  0  bis  360^  zählen,  be- 
zeichnen wir  durch  «x*  Durch  Drehung  des  positiven  Theils  der 
Richtungslinie  der  Kraft  Px  um  den  Anfang  der  Coördinaten  O, 
die  wir  uns  der  Einfachheit  wegen,  und  um  die  Begriffe  zu  fixiren, 
immer  in  dem  Sinne  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an 
nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  y  hin  oder  durch  den  Coör- 
dinaten winkel  (xy)  hinjlurch  vor  sich  gehend  denken,  um  einen 
Winkel  (9,  den  wir  jedoch,  was  völlig  hinreicht,  der  Einfachheit 
wegen  nicht  grosser  als  360^  annehmen,  lassen  wir  nun  den  po- 
sitiven Theil  der  Richtungsünie  der  Kraft  Pn  in  eine  andere  Lage 
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übergeben,  and  bezeichnen  den  von  demselben  in  dieser  Lage 
mit  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen^  in 
gleichem  Sinne  wie  vorher  den  Winkel  ax  von  0  bis  360^  gezählten 
Winkel  durch  aj.  Wenn  nun  bei  dieser  Drehung  der  positive 
Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  nicht  durch  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  x  hindurch  gegangen  ist,  so  ist  offenbar: 

ff«  •—  «X  =  ö ; 

wenn  dagegen  der  positive  Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Pk 
durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  hindurch  gegangen  ist, 
so  ist  offenbar: 

ax-ax'  =  3«)ö— 6, 

also: 

a^'-ax  =  Ö—360«>. 

Hiernach  ist  also: 

1).   .    .   .    ax'— ax  =  Ö  oder  «x'— ax  =  Ö— 360o, 

jenachdem  bei  der  in  Rede  stehenden  Drehung  ein  Durchgang 
des  positiven  Theils  der  Richtungslinie  der  Kraft  P»  durch  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  x  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt 
gefunden  hat. 

Zu  der  Kraft  Px  fägen  wir  nun  eine  zweite  im  Anfange  der 
Coordinaten  O  und  in  der  Ebene  der  xy  wirkende  Kraft,  welche 
Im  Allgemeinen  durch  Px  bezeichnet  werden  mag;  den  von  dem 
positiven  Theile  der  Richtungsiinie  der  Kraft  Px  mit  dem  posi- 
tiven Theile  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  eingeschlossenen 
Winkely  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der 
Richtungsiinie  der  Kraft  P%  an,  in  dem  Sinne  von  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
^  hin  oder  durch  den  Coordinaten  winket  {xy)  hindurch,  nach  dem 
positiven  Theile  der  Richtungslinie  der  Kraft  Pa  hin  von  0  bis 
360^  zählen,  bezeichnen  wir  durch  (Px  P;.) ,  so  dass  also  in  dieser 
Bezeichnung  offenbar  im  Allgemeioeo  die  Gleichung: 

2) (PxPa)  +  (PaPx)  =  360« 

Statt  findet.  Bedienen  wir  uns  nun  fär  die  Kraft  Px  ganz  ähn- 
licher,  und  daher  ohne  weitere  Erläuterung  fflr  sich  verständlicher, 
Bezeichnungen  wie  vorher  für  die  Kraft  Px»  und  lassen  das  Sy- 
stem der  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  Kräfte  Px  und 
Px  eine  Drehung  um  den  Anfang  der  Coordinaten  O  in  der  Ebene 
der  xy  in  dem  bekannten  Sinne  um  den  Winkel  B  erleiden;  so 
ist  nach  1) : 
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3)  .    .    .    .    «a'  — ttA  =  ö  oder  aA'  —  aA  =  0—3600, 

jenachdem  bei  dieser  Drehung  ein  Durchgang  des  positiven  TheiU 
der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  durch  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  x  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  hat 

Bezeichnen  wir  nun  durch  m  überhaupt  eine  ganze  Zahl,  so 
ist  nach  1)  und  3)  offenbar: 

4) (ax'-tfx)+(«A'-aA)=2d  +  m.360«. 

oder: 

5).    .    .    .    4|(«x'-ax)+(aA'-a;i)|  =  Ö+m.l80«. 

wo  m  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist^  jenachdem  för 
die  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte'/'x 
und  Px  DurchgSnge  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x 
nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben ;  oder  für  die  eine 
der  beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven  Theils  der  Ricb- 
tungslinie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang  des  positiven  Theils 
der  Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  Statt 
gefunden  hat. 

Nach  ])  und  3)  sind  die  folgenden  Zusammenstellungen  möglich: 
«x'  — «x=ö,  ux'  — aA  =  ö; 

«/— ax  ==  Ö,  «a'  — a;i  =  Ö— 360«; 

«/-«x  =0-360«,     aA'-«A=Ö; 
«/-ofx=Ö— 360«,    «a'-«A  =  0-360«; 
und  es  kann  also  beziehungsweise  sein: 

(«x'  —  «x)— («a'  — ax)  =x  0. 

(«x'-ax)-(«A'-«A)  =  +360«, 

(«x'-ax)-(aA'-aA)  =-360«, 

(ax'-«x)-(«A'-aA)  =  0; 


also: 


folglich : 


ttx'— «x  =  aA'  — «A, 
«^'-a^  =  aA'-«A±360«; 


«x'  +  «A  =  ax  +  aA', 
«x'  +  aA  =  «x  +  aA'±360«; 
und  daher  allgemein  mit  Rflcksicht  auf  1)  und  3): 
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{sin  (cfx'  —  »x)  =  sin  (ca'  —  «a)  =  sin  B, 
cos(c/— ««)  =  co8(aA'— «a)  =  cosö; 
und: 

{sin  (ax'  +  cfA)  =  sin  (««  +  ca'), 
cos  («x'  +  «a)  =  cos  (cx  +  oa')' 
Wenn  «x  <aA  ist,  so  ist  offenbar: 

«A— ax  =  (PxPA). 

Hat  nnn  bei  der  in  Rede  stehenden  Drehung  fflr  den  positiven 
Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  kein  Durchgang  durch  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  x  Statt  gefunden,  so  hat  offenbar 
auch  für  den  positiven  Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  P»  kein 
Dorehgang  durch  den  positiven  Theil  der  Aze  der  x  Statt  gefun- 
den, und  es  ist  also  offenbar: 

«a'— «/  =  (PxPa); 

folglich  nach  dem  Obigen: 

(«A -  «*)  +  («A'  -  «xO  =  2(Px  Pa). 

Hat  ffir  den  positiven  Theil  der  Ricbtungslinie  der  Kraft  Pa  und 
auch  fflr  den  positiven  Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  ein 
Durchgang  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  Statt  ge- 
funden« so  Ist  offenbar  wieder: 

«a'-'«x'  =  (PxPa), 
also: 

(aA-ax)  +  («A'-«x')  «  2(PxPa). 

Hat  endlich  für  den  positiven  Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft 
Pa  ein  Durchgang,  für  den  positiven  Theil  der  Ricbtungslinie  der 
Kraft  Px  kein  Durchgang  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der 
x  Statt  gefunden,  so  Ist  offenbar: 

ax'-«A'  =  360O-(PxPA), 
also: 

aA'-ax'  =  (P,PA)-360o, 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

(tfA-aic)  +  («A'-«/)  =  2(PxPa)-360«. 

Ueberhaupt  ist  also,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  beseichnet: 

(«A-ax)  +  («a'-«/)  =  2(PxPa)  +n.360«. 
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also : 

4{(«A-«x)  +  (aA'-«x')l  =  (PnPx)+n.l90P, 

wo  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist,  jenacbdem  für  die 
positiven  Tbeile  der  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte  Px  nod 
Px  Durchgänge  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  oicht 
Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben ;  oder  für  die  eine  der 
beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven  Tbeils  der  Ricbtoogs- 
linie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang  des  positiven  Tbeils  der 
Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  Statt 
gefunden  hat. 

Wenn  a«  >  ax  ist,  so  ist  ganz  eben  so  und  mit  denselben  Be- 
dingungen rücksichtlich  der  ganzen  Zahl  n'i 

(ax-«x)+(«x'-aA')  =  2(PAPx)+n'.360«, 
also: 

i  t(«x-öA)  +  («x' -  ox')\  =  (PxPm)  +  n'.  180»; 

da  aber  nach  2): 

(PAft)  =  36(y>-(f^xPA) 
ist»  so  Ist: 

(ax-«A)  K«x'-«A')  =  (n'+2).360O-«2(PxPA), 
also: 

4((ax-«A)  +  («x'-aA')l  =  («'  +  2).180o-(PxPa); 
folglich: 

(«A— «x)  +  («/-«x')  =  2(P^Px)-(n'  +  2).360o 
und: 

4t(aA-ax)  +  («A'-ax')l  =  (PxPx)  -  (n'  +  2).  ISO«, 

wo  n'-f2  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist,  jenacbdem 
für  die  positiven  Thetle  der  Richtungslinien  der  beiden  Kräflen 
Px  und  Px  Durchgänge  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der 
X  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben ;  oder  für  die 
eine  der  beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven  Theils  der 
Richtnngslinie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang  des  positive» 
Theils  der  Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der 
X  Statt  gefunden  bat. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,    dass  in  den  beiden  so  eben  be- 
trachteten Fällen: 

8) (ax  -«x)  +  (aA'-«x')  =  2(PxPa)  +«.360^. 
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also: 

9) 4{(ax-ffx)  +  («A'-«/))  =  (/^xPA)  +  n.l80« 

gesetzt  vverden  kann,  wo  n  eine  gerade  oder  eine  angerade  Zahl 
ist,  jenachdem  für  die  positiven  T heile  der  Richtungslinien  der 
beiden  Kräfte  Px  und  Px  Durchgänge  durch  den  positiven  Theii 
der  Axe  der  x  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben; 
oder  fSr  die  eine  der  beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven 
Theiis  der  Richtungslinie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang 
des  positiven  Theiis  der  Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil 
der  Axe  der  x  Statt  gefunden  hat. 

Nach  5)  und  9)  ist  nun  in  viiiliger  Allgemeinheit: 
f  4t(«x'-ax)  +  K-aA)l  =  Ö  +  m.l80^ 
*  ^"*'l  4l(«A-«x)  +  (aA'-ffx0l=(PxPA)+ii.l80O; 
vro  m  and  n  gleichzeitig  gerade  und  ungerade  Zahlen  sind. 
Also  ist: 

1  siniK«/— ax)+  (aA'— «A)l  =  (-l)"'sin6, 
1  cos4t(ax'— «x)  +  («a'— aA)i  =  (-l)"»cosö; 
und: 

8init(aA-«x)  +  («A'-«xO)  =  (-l)*sin(PxPA), 


•■•{ 


12) 

'^    "  ■   cosii(a;.«ax)  +  («A-«x')l  =  (— 1)"co8(P,Pa). 

Wir  wollen  nun  noch  einige  Relationen  entwickeln,    von  de* 
Den  wir  im  Folgenden  Gebrauch  machen  werden. 

Es  ist: 

sin(«/— «a)  +  sin(aA'— «x) 

=  2sin4l(a/-aA)  +  («/— ax)|co8  4l(«x'-«A)-(«A'— crx)J 
=  28in4(ra/— a^)  +  (aA'-aA)|cos4t(aA— «x)  +  (aA'— «xOi. 

cos(ax'— «A)  +  cos(aA'— «x) 
=:2co84t(ax'— «A)  +  («a'— «x)}cos4{(ax'— «A)-(«a'— ax)l 
=  2c084l(«x'— «»)  +  («a'— aA)lcos4((aA- tfx)  +  («a'— «x')l; 
folglich  nach  11)  and  12): 

8in(ax'— «A)  +  8in(«A'— «x)  =  2(-l)"+«sinecos(PxPA), 
cos(ax'— «a)  +  cos  («a'— «x)  =  2(— !)»»+«  cos  ö  cos  (PxPa)  ; 
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also«  weil  m  +  n  nach  dem  Obigen  jedeofalls  eine  gerade  Zahl    ist : 

13) 
sin  («x'  -  «a)  +  sin  (a^'—  «*)  =  2  sin  6  cos  (Px  Pa), 
C08(ax'— aX)  +  cos(aA'--ax)  =  2  cos  ö  cos  (PxPa). 
Ferner  ist: 

2  (sin  ox'  cos  ax — sin  a^  cos  ax') 
=  sin(ax'  +  ax)  +  sin(ofx'— «a)  — 8in(«x  +  a^')  — 8in(ax — «a'). 
also  nach  7): 

2  (sin  «x'  cos  aA — sin  ax  cos  «aO 
=  sin(ax'— cfA)— 8in(ax— «a') 

=  2sin  i  { («x'—  «a;  —  (ax  -  «a')  1  cos  J  1  (qx'—  ax)  +  («x  —  «a')  I 
=  2sinil(ax'-ax)  +  (aA'-«A)|cosi{(aA-«x)  +  («a'— «x')l; 

2  (cos  ax'  cos  aA  —  cos  ax  cos  cta') 
=  C08(ax'  +  ax)  +  cos(ax'— «A)— cos(ax+«A')  — cos(«x — «aO. 

also  nach  7): 

2  (cos  Ox'  cos  ax  —  cos  ax  cos  aA') 
=      cos  (ax'  —  aA) — cos  (ax  —  aA') 
=  -2sioH(ax'-aA)— (ax-aA')|8lnil(ax'-aA)  +  (ax-aA^J 

=      2sln*{(ax'— ax)  +  (aA'— aA)lsin4KaA-ax)  +  (aA'-ax')U 

folglich  nach  11)  and  12): 

sinax'cosaA — sinaxCOsaA'  =  (— l)"»+"sin6cos(PxPA), 

cos  Cx'  cos  CA — cos  ax  cos  aA'  =  ( — 1)  " + »  sin  ö  sin  (Px  Px) ; 

also  wie  vorher: 

14) 

sin  ax'  cos  aA — sin  «xcos  ax'  =  sin  dcos  (Px  Pa)  » 

cos  ttx'  cos  tf  A  — -  cos  ax  cos  ax'  =::  sin  dsin  (Px  Pa)* 

Auf  ähnliche  Art  Ist: 

2  (sin  ax'  sin  ax — sin  ax  sin  aA') 

=  cos  (ax' — aA)  —  cos  (ax'  +  ax)  —  cos  (a* — ax')  +  cos  («x  -f  oa')  , 

also  nach  7): 
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2  (sin  uj  sin  ax — sin  ax  sin  aA') 

=         cos  («x'  —  «A)  —  cos  (üfx  —  «A') 

=  — 2sin  4t («x'— «A)— («X  — «a')  |8in \\  (ax'-«A)  +  («x  -  «a')I 
=      2sinil(ax'— «x)  +  («a'— aA)lsin4l(aA— ttx)  +  («a'— «x')!; 
2  (cos  aj  si  n  «A  -^  cos  ax  si  n  ota') 

=  sin(ax'  +  «a)— «io(ax'-aA)— 8in(«x+aA')  +«in(ax— «aO, 
also  nach  7): 

2(cosax'siaaA — cosaxsinaA') 

=      sin  (tf;c— «/)— 8in(«x'— öA) 

c=      2sin4t(«x  — «a')  — («x'— aA)lcos4(ax— «A')+(ax'— «A)l 

=  — 2sin4t(ofx'— ax)  +  (aA'-aA)lcos41(aA  — ax)  +  (aA'-«x')l; 
folglich  nach  11)  and  12): 

sincfx'siDaA  — sinaxsinccA'  =       (— l)'»+"sinösin(PxPA), 
cosax'sincKA — cosaxsinaA'  =  —  (—!)"■  + "sin  ÖC08(PxPa); 

also  wie  vorher  : 

15) 

sinttx'fiinaA — sinaxBinoA'  =      8in6sin(Px/*A), 
cosffx'sinaA — cosaxBinaA^  =  — 8inÖcos(PxPA). 

Aus  der  ersten  der  Gleichungen  7)  folgt: 

sioax'cosaA  +  cosax'sinttA  s=  sin  <3fx  cos  «a'  -f  cos^xSinaA', 

also: 

sin  «x'  cos  «A — sin  «x  cos  «a'  =  —  (cos  «x'  sin  «a  —  cos  ax  sin  «a')  ; 

und  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  7)  folgt: 

cosffx'cosffA — sinttx'sinaA  =  cos  a«  cos  «a' — sinaxsinaA')» 
also : 

cos  uj  cos  ax — cos  ax  cos  a)!  =  sin  Ox'  sin  a  —  sin  Ox  sin  ax' ; 

welche  Resultate  mit  den  aus  14)  und  15)  durch  Gleichsetzung  der 
betreffenden  Werthe  sich  ergebenden  Gleichungen  Obereinstimmen. 

§.  2. 
Wir  wollen  jetzt  ein  beliebiges  System  sämmtlich  in  einer 
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Ebene,  die  v,\x  zugleich  als  Ebene  der  xy  annehinen,  au  den 
durch  die  Coordinaten 

^o*  yoJ    ^\3  y\\    ^»f  y%\    3:3,  ya;    0:4,  3^4;  .'... 
bestimmten  Punkten  wiHkender  Kräfte 

*0  '    '1  »    ■«  '    *8  »    /  4  »   •  •  •  • 

betrachten,  und  bezeichnen  die  von  den  positiven  Tbeilen  der 
Richtungslinien  dieser  Kräfte  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  X  eingeschlossenen  Winkel,  indem  wir  diese  Winkel  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  y  hin  oder  durch  den  Coordinatenwinkel  {xy)  hin- 
durch von  0  bis  360^  zählen,  beziehungsweise  durch 

''^O»    «If    ««»    ^»    «4>    •••• 

Wir  nehmen  an,  dass  es  für  diese  Kräfte  eine  nicht  ver- 
schwindende Resultirende  gebe,  welches  bekanntlich  der  Fall 
ist,  wenn  die  Grossen  L  und  M  nicht  zugleich  verschwinden, 
oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die  Grosse  L*  -f-  M^  nicht  ver- 
schwindet.    Weil  bekanntlich: 

I) 

L  =  PoCOSCo  +  /^iCOS«!  +  Ps^OSOt  f  P^CQStt^-i-  ,..,^ 

ilf  =z  Pf^BincLQ  +  f^isinaj  +  P^&\na^-\r  Pjsina,  +  .... 
ist,  so  ist  oflTenbar: 

L«+^f«=PoH  Pi*  +  P%^  +  >»»  +  P^  +  ... 

+  2Po  Pi  (<^ö«  <*o  cos  «1  +  sin  Oq  sin  «i ) 
•f  2Po  P^ (cos  Oq  cos  o^  -f  sin  <^ ^'i^  <^ 
•f  2  Pq  P3  (cos  Oq  <^os  «8  +  sin  Oq  sin  a^) 
+  2Po  P4  (cos  «0  cos  «4  +  sin  Oq  sin  «4) 

u.  s.  w. 
-f  2P|  P2  (cos  «1  cos  Oft  -f  sin  cci  sin  o,) 
-f- 2Pi  Pfi  (cos  «1  cos  tfg  -f  sin  «i  sin  a^) 
-f  2P|  P4  (cos  a^  cos  04  ~f  sin  «i  sin  1x4) 

u.  s.  w. 
-f  2P«  Pg  (cos  o^  cos  Og  -f  sin  o^  sin  03) 
-f  2Ps  P4  (cos  Oa  cos  1^4  -f  sin  o^  sin  04) 

u.  s.  w. 
+ 2P3  P4 (cos  03  cos  «4  -f  sin  «3  sin  1(4) 

u,  s.  w., 

u.  8.  w. 
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also  nach  einem  bekannten  Satze: 
2) L«  +  «• 

+  2PoPi  C08  (Po  A)  +  2Po  ^«cos  (Po  P«)  +  2Po  P,  cos  (P0P3) 

+  2PoP4C08(PoP4)+... 

+  2Pi  PaC08(P,  Pa)+2Pj  PsCosCP,  P.) 

+  2P,P4  cos  (P,P4)+   .... 

+  2PaP8C08(PaP3)+2P2P4COS(P»P4)+... 
+  2PsP4C0S(PsP4)+.    .. 

Von  einem  beliebigen  Punltte,  welchen  wir  übrigens  auch 
io  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  verlegen  können«  ziehen 
mt  nun  Gerade  aus,  welche  mit  den  positiven  Theilen  der  Rich- 
tangslinlen  der  Kräfte. 

^0»     ^^i>     ^a>     ^8»     P4,.... 

gleich  gerichtet  sind,  and  lassen  das  System  dieser  Geraden  — 
ohne  ihre  gegenseitige  Lage  irgend  wie  zu  ändern  —  um  ihren 
gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  in  dem  Sinne  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  y  hin  oder  durch  den  Coordinatenwinkel  {xy)  hindurch 
eine  Drehung  um  den  Winket  6  vollbringen,  worauf  wir  von  den 
Punkten 

(^oyo)>  (^lyi)»  {^%y^f  (^s»3)»  (^4^4)*  •••• 

aus  mit  den  Geraden  des  gedrehten  Systems,  in  seiner  Lage  nach 
vollbrachter  Drehung,  gleich  gerichtete  Gerade  ausgehen  lassen, 
welche  wir  nun  als  die  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  Kräfte 

P[>>   «I»    '«»    Ps»  '4»    •••• 

betrachten,  und  dadurch  ein  neues  System  von  Kräften  erhalten, 
in  welchem  die  Kräfte  selbst  und  ihre  Angriffspunkte  ganz  die- 
selben geblieben  sind  wie  in  dem  ursprünglichen  Systeme,  nur 
die  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  Kräfte  eine  Aende- 
rung  in   der  angegebenen  Weise  erlitten  haben. 

Die  beiden  so  eben  betrachteten  Systeme  von  Kräften  wollen 
wir  in  der  Ordnung,  wie  dieselben  vorher  betrachtet  worden  sind. 
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beziehungsweise  das  erste  and  das  zweite  System  nennen,  und 
werden  alle  auf  das  zweite  System  bezüglichen  Grossen  mit  den- 
selben Buchstaben  wie  die  entsprechenden  Grössen  des  ersten 
Systems,  zur  Unterscheidung  jedoch  mit  oberen  Accenten  ver- 
sehen, insofern  überhaupt  eine  solche  Unterscheidung  nuthig 
ist,  bezeichnen. 

Weil  nun  mit  Anwendung  dieser  Bezeichnung: 

3) 

U  =  Pocosoo'  +  PiCOS«i'+  /\cosa,'  +  A^gcosa^'-f  — , 

M'  =  PqSxhoo'  +  Pisinai'  +  Pasino.'  +  Pssin«,'  +.. .. 

ist,  so  ist  ganz  wie  vorher: 

4).   .   .   .L'2+M'* 

=  Po*+/'l*+^2'  +  ''»»+/\*+.... 

+  2PoA^iC08(PoP,)  +  2PoP*cos(PoP«)+2Po/^8Cos(Po^s) 

+  2PoP4C08(PoP4)  +  .... 

+  2P,  PaC08(Pi  P^  +  2Pi  PaCosCPi  P,) 

+  2Pi  P4C08(P,  P4)+  .... 

+  2P,P,  C  0S(P^P8)+2P,P4C08(P,P4)  +.... 

+  2P8P4C08(P8P4)+.... 


u.  s.  w. 


also  nach  2): 


L«  +  ^*  =  L'«+^'*, 


und  weil  nun  nach  dem  Obigen  L*+M^  nicht  verschwindet,  so 
verschwindet  auch  L'^-fJf''  nicht;  so  wie  nach  der  Voraus- 
setzung für  das  erste  System,  giebt  es  also  auch  flir  das  zweite 
System  eine  nicht  verschwindende  Resultirende,  wobei  zugleich 
aus  bekannten  Formeln  auf  der  Stelle  erbellet,  dass  die  Resal- 
tirenden  der  beiden  Systeme  einander  gleich  sind. 

Die  Gleichung  der  Richtungslinie  der  Resultirenden   des  er- 
sten Systems  ist  bekanntlich: 

5) ^l-ilfa:  +  %  =  0, 

wo: 

6) iVi  = -SP(j:sin«— ycos«) 
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ist;    und  eben  so    ist   die  Gleichung  der  Ricbtungslinie   der  Re- 
soltirenden  des  zweiten  Systems: 


/Vj'  =  2?P(j:8ina'— ycosa') 


7)  ....   . 
wo: 

8) 

ist. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
der  Richtungslinien  der  Resultirenden  der  beiden  Systeme  durch 
X,  F;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  5)  und  7)  die 
beiden  Gleichungen: 


9) 
also: 

and: 


'^+X'F=0; 


iV,  L'  -  MUX + LL'  F  =  0, 
LI^y'—Ln'X  +  LL'  F  =  0 


^      JV,  M'-  MM'X  +  LIU'  ¥  =  0, 

StNi'  -  MIU'X+  ML'  F  =  0; 

folglich  darch  Subtraclion: 

LNi '  -  Ni  U—  {LM'-ML')X  =  Q, 

MlSy'—NiM'—iLlU'—ML')  F=  0; 
folglich : 

lA^  ^_LNy'-N,L'  MN^'-N^M', 


LM'  —  MU 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

ü=L]tl'r-ML', 


LH' -ML' 


11) 


setzen : 

12). 


F  W 


wo    wir   uns   nun    mit  der    weiteren    Entwickelung   der  Grössen 
V,   V,  W  beschäftigen  wollen. 

Wenn  man  in  die  Gleichung 
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fiir  L,    M  and  L\    M'  die  Ausdrucke  1)  und  3)  einfahrt,    so  er- 
hält man: 

U  =  (PoCo««o  +  ^icosai  +  P^coBo^  +  PsCoso,  +  ...•) 

X(PoS»n«6'  +  ^iSinai'  +  /^«sino,'  +  P^aina^'  i^  ....) 
—      (Posinoo  +Pisinai  +P,8mo,  -|-P,fiincx3  +.•-.) 
XiPoCOBOf/  +  Pt  cosai'  +  P^eoaa^'  +  PiCosa^'  +  ....), 

also  9   weun  man  die  Producta   entwickelt  und  nach  den  RrSflen 
ordnet : 

ü  =     Po*  (<^08  Oq  sin  oq' —  sin  ccq  cos  «oO 
+  Pi*  (cos  «1  sin  «i'— sin  «i  cos  «i') 
+  Pa*  (cos  «2  sin  aj'—  sin  i%  cos  Oj') 
+  P8*(cos«38ina8'— sinojcosaj') 
o.  s.  w. 
f       (cos  «0  8>"  «I '—«'"%  cos  «i')  1 
y  -f-  (cos  «1  sin  Oq' — sin  «i  cos  Oq)  J 

j  D  D  ■       (costtosinoa'— sinooos«»')  1 
■    -f  (cososSinofo^-^-sinoe^costfoO   I 

■  »  o  f       (cosoosinV— «»»«oCosV)  1 
l  +(cosatSinao'— sino^cosoo)  J 
u.  8.  w. 

f  (cos  «i  sin  «a'  —  sin  aj  cos  «t' )  1 

[  -f  (cosa^sinai'— Bini%co8a|')  j 

f  (cos  «1  sin  aj'— sin  0|  cos  Oj')  1 

l  -f  (costtftSinai' — sinor|Cosa|')  / 


also: 


u.  s.  w. 


+  P, 


J       (co8«2  8>n«8'— sinotacosoj')  | 
l  -|-(coso3sina2'— sinofscoso«')  J 


U.   8.    W. 

U.    8,    W. 
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0=     /»o«aln(«o'-«(o) 

+  /»l««0(«j'-«,) 
+  P,«8i0«-«,) 

n.  8.  w. 

+  PoP,|8iii(«,'-«o)  +  8ln(ao'-«^| 
+  Po'».l«n(V-«b)  +  »in(V-«.)J 

n.  8.  w. 
+  P,  P.ls'in  «-«,)  +  8lD(a,'— o,)  I 
+  PiP,|8in  («,'-«,)  +  ein(«j'-«i) } 

0.  8.   W. 

+  P,P,t8ln(a,'-ii(,)+  8iD«-«i)  j 

o.  s.  w. 
Zwei  allgemeiDe  Glieder  dieses  Ausdracks  sind; 

/Vsio(«x'— «x) 
und: 

Pi,  A|ein(«A'— «»)  +  sin(a,'  -«a)I 
oder: 

PxP;ilsiD(«x'— «A)  +8iD(aA'-«,)|; 

und  weil  oan  oach  §.  1.  6) : 

sin(a/— oTx)  =  sin0, 
and  nach  9*  1*  ^3): 

sin(ax'-«A)  +siD(aA'— «x)  =  2sin6co8(PxP;i) 
ist,  so   sind  die  beiden  in  Rede  stehenden  allgemeinen  Glieder: 

und 

2PnPx8\neco8(P^Pxy 

Fahrt  man  jetzt  die  diesen  allgemeinen  Gliedern  entsprechenden 
Aasdrficke  in  den  obigen  Ansdrack  von  ü  ein,  so  ergiebt  sieh: 

Theü  XLYL  30 
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13) C/sinö-» 

+  2PoiPlCOS(PoA)  +  2PofllC08(PoP,)  +  2Po^sC08(Po^3) 

+  2PoP4C08(Po/*4)+...- 

+2Pi  PaC08(Pi  Pa)  +2Pi  PaC08(Pi  Pj) 

+  2P,P4C08(PiP4)+.... 
+2P,P8C0S(P,P8)+2P2P4C08{P,P4)+... 

+  2P,P4C08(P3P4)+    . 

U.   8.    W. 

Ferner  i8t: 

F=      (PoC08ao  +  ^iCOsai  +  PaC08a,+  P8C08a,  + ....) 

X  t  '^o  (^0  »»n  «o'—  yo  cos  «oO  +  Pi  (a?i  sin  tti ' — yi  cos«/) 

+  Pa(ara8ina2' — .v«  cos  o^') +  *•••) 

—  (PoC08ao'  +  PiCOSai'  +  PaC08aa'  +  P8C08a8'  +  «..) 

XlPoCa^oSin«©— yoC08ao)  +  P|  (iTi  8in«i— yt  co8«i) 

+  Pa(ar,8in  oa— yaCosa2)+. . . .}, 

al80,    weon  man  die  Producte  entfvickelt   und    wieder  nach  den 
Kräften  gehörig  ordnet: 

F  = 

Po»tco8ao(afofiinao'^yoC08«o')  -  cosao'(aro8ioaö— yocos«^)! 
+  Pi*|  C08  «1  {ßi  sin  «1 ' —  yi  cos  «j ')  —  cos  «i '  (ari  8in  «j  — yj  cosixi)  I 
+  Pj*  l  cos  aj  {x^  sin  «.j'  —  y^  co8  Oj') — cos  cfj'  {x^  sin  o^ — y^  c®*  *%) ' 
+  P8*|co8a8(^8sina8'— ^acosoa')  — cosog'Carjsinef,  — yacosaj)! 

U.   8.    W. 

^  costtoCtTisinai'— yicostti')— co8ao'(ari8inai— y|C08«i)> 
<  +  cos  «1  (oTosi  n  «o'""yoCos  «(,') — cos«!  '(arosin  Oq— yo  cos  «^)  ^ 
f  cosooCorssinos'— ysCOsa^O— cosV(ars8ini%— y^cosoi)! 
1  +  coso^C^o  sin  «o'^^oCosooO — cos  o^'C^osio  «o— yocos  a^  S 
rppS  cosao(a:8sin«8'— ^scos«,')— cosVCarjSina^— y^coscfj)) 
\  +  cos  «,(^0  sin  V-^yoCos  Oo')— cos  Os'CdTosin  o^^yocos  Oq)/ 
u.  s.  w.  * 


Digitized  by 


Google 


auf  belieb.  Weise  in  einer  u.  derselben  Ebene  wirkend.  Krdfte.^ßl 

^  p  pS  cosoi(jr,8in«a'— y«corfaaO-co8ai'(a^8iija,-y3C08a^) 
^  +  cosiy^  (jti  810  «I '  —  yi  cos«i ') — co8a^'(xi  8lnai  — yi coscti)  ^ 

^  P  p\  coß«i(^»8"öa,'— yacosaa')— coBa/CorsSiofl^— y3C0Ba,)> 
^  +co8cf8('^i''*Wi'— yiCOBÄi') — C08a8'(arisin(r|— yicostfi)  ^ 


u.  8.  w. 


4-  P  P  ^     co8a,(jr,6inef,'— ygcos«^')— C08i%'(ar88in«^— y8C08i>^)> 
^  -f  coBOs  (^^sin  a^'  — y»co8€Kj|')  —  co8a^'(^8ino2— yscoso«)  ' 

n.  8.  w. 
u.  8.  w. 

Betrachten  wir  nan  wieder  zwei  allgemeine  Glieder,   80  ist 
znerst : 

C08  ttx  {Xx  Sio  Uk  — yx  C08  «/)  —  €08  «x'  (jTx  SID  Ofx  —y  x  C08  «x) 

=  Xx  (coß  ffxsin  cix  —  C08  ax'  sin  ax)  =  ar*  sin  («x'  —  crx) , 
also  nach  §.  1.  6): 

cos  ftx  (Xxsin  ax'— yx  cos  ctx')  —  cos  ax  (^x  sin  «x — yxcos  ctx)  =  :rxsin  6, 
Ferner  ist: 

cos  «x  (JTAsin  aA' — yA  cos  «a') — cos  «x'  («A  sin  «a  — yA  cos  ca) 
+  cos  ax  {xx  sin  «x'  — y x  cos  «x')  —  cos  «a'  ( jtx  si  n  «x — yx  cos  «x) 
=  Xx  (sin  «x'  cos  OA  —  sin  ax  cos  ax*)  —  yx  (cos  «x'  cos  ax  —  cos  ax  cos  aA') 
—  XX  (cos  ax  sin  ca  —  cos  ax  sin  ca')  +  yA  (cos  ax'  cos  aA  —  cos  Ox  cos  aA')» 
also  nach  §.  I.  14),  15): 

cosax(a:Asin  aA' — yA  cos  ca')  —  cos  ax'  (jTAsinaA— yAcos  aA) 
+  cos  aA  (xx  sin  ax  — yx  cos  ax') — cos  aA'  {xx  sin  ax—yx  cosax) 

=  {(:rx  +  arA)cos(PxPA)-(yx— yA)8in(PxPA))sinö• 
Folglich  ist: 
14) FsinÖ-i 

=        Po**0  +  /"l*^!  +  ^a*^S  +  ^8»  ^8  +  ^4*^4  +  •••• 

+  PoPit(^o  +  ^i)cos(PoP,)-(yo-yi)sln(Po'\)l 
+  /^o/^«t(^o  +  ^«)co«(^o^2)  — (yo-y!i)8in(PoP«)i 
+  /\,P8t(*o  +  ^8)co8(PoP8)-(yo-ya)«n(^o^.)l 
+  PoP»((^o  +  ^4)cos(Po^4)-(yo-y4)88n(PoP4)) 

O.   8.   W. 

20* 
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+  Pi/\{(^i+^«)co8(P,/V-.(yi-2f^8iD(P,P«)| 

+  Pi  P4 1  (ari  +  ^4)  cos  (Pi  P4)-  (yi  -^4)  «in  (Pi  P4)  l 

U.    8.   W. 

+  P»P8l(^«  +  ^»)co8(P,P3)-(y,-ys)sin(P,PB)l 
+  Pa^4Uara+a:4)cos(P,P4)-(y«~y4)«in(PaP4)l 

IL    8.    W. 

+  P8P4K^B  +  ^4)C08(PaP4)-  (y8-y4)S»n(P5P4)) 

a.  8.  w. 

U*    8.    W» 

Endlich  bt: 
FF  =       (Posin  «0  +  A  sin  «j  +  P^sin  o^+Pb  8in  tfg  + ....) 

X  lPo(a?o»>nöo'— yoC080+^i(^iS"n«/-"yi«o»«iO        J 

+  P«(a;i8inaa'— y,co8atO+'—  i 
—  (Po8inao'+Pi  sina/  +  P^sina^'  +  PB8iDc^'  +  ^.0 
Xl^o(^o«»n«6  — yoC08«o)  +  Pi(^i8inc|  —  yiC08«i)         \ 

+  Pt(x^6ina^'^y^cosa^  +  ^..i' 

al80,  wenn  man  die  Producte  entwickelt,    und  in  ganz  ähnlicher 
Weiee  wie  vorher  auch  jetzt  wieder  nach  den  Kräften  gehörig  ordnet: 

Po«  lein ao(«'o««n«6'--yoC08«oO--siö<»o'(a?oS«n«o---yoC080ö)| 
+  Pi*  { ein  «i  (jTi  sin  «i '  — yi  cos  «i ') — 8in  «1 '  (ar,  ein  «^ — yi  cos  0|)  | 
+  P%^  tsinaj(a:«8in«a'— y»co8a^')— 8in«a'(artsina^  — yacoen^l 
+  P»*  IsinöjCaraSin«^'— yaCoeftaO— sin«8'(jr,8inijf8  — y,co»fli)} 

u.  8.  w. 

(     8in«o(a:i8in«/— yiC08aiO-«>nc^'(ari8in«^-yieo«cri)| 

+  'o^i  \+sinai(arosinao'— yocosoo')— sin^/(a:osinofo--yoco8«^| 

,    p  p    i     8in«^(^*sinaa'— yaCOsO—sin  V(^«8inora---y,casi%)i 

+  ^0^8  \+8inaa(arosinao'— ^oCOSc?oO--slnaa'(a:<^iDa^--yoCOsao)) 

p  p    (     sinooC^Bsinag'-^aCoeV)— sinV(ar,sin«i— yacosu^i 

+  n»^8  \+8inc^(arosinV— yocoaoo')— sin«8'(d?oSinfl^— yoco8«o)l 


U«    8.  W« 


U.  8.   W« 

jä    p  p    i     sin«a(arasin«s'— y8C0Sc^')— «iD«a'(^asino^-^aC08«^)i 
*    •  l+sinoaC^tsinoa'— yjCoeaaO— 8ina^'(a:^8in«^— y^coeo^J 
u.  8.  w. 
n«  8.  w. 
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Indem  wir  anch  jetzt  wieder  zwei  allgemeine  Glieder  betrach- 
ten, 80  ist  zuerst: 

sin  «X  {xx  sin  uj — y«  cos  ttj) — sin  aj  (xx  sin  «x — yxcos  a») 
=  yx(eosirxSinax'  — cosa/sinoic)  =  yxsin(ax'-^«x), 
also  nach  §•  1.  6): 
sinax(:rxsinax'  ~^jcCOScrxO*~9^i^'>^«'(^xBinax— ^xcostfx)  =  ^xsind. 

Femer  ist: 

sini]rx(^;isina;L'  — yACOSCA')—  »inax'(^A«in«A— yACOSa^) 
+  sinaA(^xsintfx'— yxGOSffxO  —  sin«A'(arxSlnirx  —  S^xGOSax) 
=     Xx  (sin  ffx'  «in  «A — ein  «xsin  ax')  —  yx  (cos  «x'  sin  «a — cos  «xsin  «a') 
— XX  (sin  ox'  sin  orA— sin  «x  sin  «a') +yx  (sin  «x'  cos  «A — ein  a«  cos  ax% 

also  nach  §.  1.  14),  15): 

sinax(arAßie«A'— .yAcosofAO  — »«n«x'(a:Awn«A— JfAcosaA) 
+  sinaA(^x8inax'  — yxcosofx')— ß"naA'(arx8inffx— yxCOS«x) 
=:|(arx— arA)sin(PxJPA)  +  (yx+yA)cos(PxPA)]ßind. 

Folglich  ist: 
15) IFsin6-i 

+  i'o^il(^o-^i)sin(Po/'i)  +  (yo+yi)cos(PoPi)l 
+  PoP«{(^o-^z)8in(Po'y-Kyo+y«)cos(Po/VJ 
+  iPo'^»l(*o-^3)«n(PoP,)  +  (yo  +  y3)cos(PoP8)5 

+  Po/'4K^O-*4)85n(PoP4)+(yo+y4)cOS(PoP4)J 

u.  s.  w. 

+  Pi/\l(^i-^i)«in(PiP,)  +  (yi+y^eos(PiPjl 

+  PiPz\(^i-^z)  «««(A  ''3)  +  (yi  +y3)cos(P|  P.)J 
+  PiP4U^|-^4)85n(PiP4)  +  (yi+y4)cos(PiP4)) 

tt.  s.  w. 
+  PaP3  K^.~^3)  85n(P,P,)  +  (ya+ya)  cos(P,Pa)J 
+  PaP4  K^a-^4)s«n  (P^P*)  +  (y,+y4)cos(P.P4)| 

u.  s.  w, 
-|-^»^4l(^3-ar4)sin(P,P4)  +  (y.  +  y4)cos(PaP4)| 

U.   8.    W. 
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Setzen  «vir 

16) V 

=     Po*+  Pi*+  i*«*  +  ^.>  +  P^  +  ... 
+  aPo  P,  CO«  (Po  Pi)  +  2Po  P,co8(Po  P>)  +  2P„  P,  cos  (Po  P.) 

+  2PoP4COS(PoP»)  +  .... 

+  2Pi  P.  cos  (Pi  P«)  +  2Pj  P,  cos  (Pi  Pa) 

+  2PiP4COS(PiP,)  +  .... 

+  2P,P,C08(P«P,)+2P,P4COS(P^4)+..~ 

+  2P,P4C0S(P,P4)  +  .... 

a.  8.  w. 

17) V 

—     Po'«o  +  Pi*«i  +  P«*^:,  +  P,«j:s +P4«a;4+ .... 

+  PoP,Ua:o  +  ari)co8(PoPi)-(yo-yi)8in(PoPi)> 
+  PoP,{(aro  +  a-^co8(P„P,)-(yo--y.)sin(PoP«)l 
+  PoP.Ka^o  +  ^.)co8(PoPa)-(yo-».)«"(PoP.)> 

+  PoP4t(Xo  +  «4)c08(PoP4)-(yo-»4)»'n(PoP4)J 

n.  s.  w. 
+  PiP«{(«i  +«,)co8(P,P,)-(y,-y,)sin(PiP^} 
+  PiP.Ka:,  +«,)co8(P»P,)-(y,-y,)8iD(P,  P,)} 
+  Pi  P4I  («1  +  ««) C08 (P, P4) - (yi  -y*) «in (Pi  P4)  > 

U.  8.   W. 

+  P,P,U«a+ ar8)cos(P,P,)-(y,-y,)sin(P,P,)} 
+  P,P4l(a:»+a:4)co8(P,P4)  -(y,-y4)  e>m(P^P^\ 
u.  8.  vr. 

+  P8P4K«.  +  af4)C08{P3P4)-(y«-»4)«n(P.P4)l 
U.  8.  W. 
U.  S.  W. 

18) W 

=    Po*yo  +  Pi'yi  +  P«"y.  +  P.'ya + P**n + ••  • 

+  PoP,  {(:ro-a:»)«n(PoPi)  +  (yü+yi)cos(PoP|)) 
+  PoP,{(j:o-ar^8ln(PoP^  +  (yo+ya)co8(PoP,)» 
+  PoP8l(a;o-ar.)8in(PoP,)  +  (yo+»b)co8(PoP,)l 

+  PoP4l(«0-^4)«in('*oP4)  +(yo+y4)C08(PoP4)l 

n.  8.  w. 
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^PxP%\i!tx  -a?,)8lü(PiP,)  +  Cvi  +y^co«(P,  P^\ 
+  P,  P,  t  {xi  -X,)  sin  (P,  Pj)  +  (y,  +  y,)  cos  (P,  P,)  | 
+  P,P4t(a:i  -X4)8in  (P,  P»)  +  (y,  +y4)cos(Pj  P*)) 

U.  8.   W. 

+  P,P,  K^a- Jf,)sin  (P.Pa)  +  (y,  +y,)co8(P,Pa)  I 

+  ^«'*«t(^«~«4)"»('*«'*4)  +  (y»  +  »4)c08(P>''4)l 
U.  8.   W. 

+  P8P4lU,-d:4)  8ln(P,P4)  +  (y,  +  y«)  cos(P,  P,)  | 
u.  s.  w. 
n.  8.  w, 

so  ist  nach  dem  Obigen  ($.2.12)),  wie  sogleich  in  die  Aogen  ßllt: 

V  W 

'^) A  ^  Ypf     M  ^  Tj'* 

Wenn  die  Kräfle  sSmmtlich  unter  einander  parallel  sind  und 
die  positiven  Theile  ihrer  Richtungslinien  sSmmtlich  nach  dersel- 
ben Seite  hin  genommen  werden,  so  sind  die  Cosinus 

C0S(P„P,),   C08(PoP,).   C08(PoP,),....;  C08(PiP,),  C08(P,P,),....5 

cosCP^P,) ; .... 

simmtlich  der  Einheit  gleich,  und  die  Sinus 

8in(PoP,),  »in(P„Pa),  sin (PoP,) ;....;  8in(P,P^,  «in(PjP,) ; 

sin(P|P,),....; .... 

verschwinden  sfimmtlich;   also  ist  in  diesem  Falle: 

U'  ==  Po»  +  Pi«+P,«  +  P,»+P«»  +  .- 

+  2P„P,  +  2PoP,  +  2PoPs  +  2P0P4  +  .... 

+  2PjP,  +  2P,  P,  +  2P,P4 + .... 

+2P,P,+2P,P4  +  .... 

+  2P,P4  +  .... 

U.  8.   W. 

= (Po +Pi+Pi+p,  +  P4+-y = (-sp)», 

+  PoP,(a:o+«,)+PoPa{«o+««)+PoP8(«o+«8)+-. 

+PiP,(ar,  +  j:,)+PjP,(a:| +a:,)+.... 

+P,P,(*,+«,)+.... 

=      (Po  +  P,  +  fl,  +  P.  +  Pi+  ...) 

X(Poa:o+Pi.T,-|-P,a:,  +  P,a?,  +  ....) 
=      SP.SPx. 
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+ PoPi  (yo+yi)+'*o'*«(yo+yt)+i»oP«(yo+3f«)+..- 
+ Pi  i*.(yi+y«) +/'iPi(yi+».)+- 
+P%Pt(y»^tH 

U.  B.  W. 
=         (Po  +  Pl  +  P»  +  Pt  +  PA+-) 

X  (nyo  +  P1S1  +  Pts» + '*»y»  +  -~) 

=       SP.ZPy; 


also  nach  19)  io  diesem  Falle 

SP'     '  ~  £P 


20) Ä  =  ^.    F  =  ^; 


was  längst  bekannt  ist. 

Weil  die  Grössen  IJ',  V'/W  nach  16),  17).  18),  und  dem- 
znrolge  nach  19)  auch  die  Coordinaten  X^   F,  yon  den  Winkeln 

«0»     fi^l»     <*»»    ^9    U^9   •••' 

und  von  dem  Winkel  B  ganz  unabhängig  sind,  indem  dieselben 
nur  Ton  den  Kräften 

^09     Plf     P%%     P%9     P^9    •••• 

und  der  durch  die  Winkel 

(PoPi),  {PoP^*  (PoPth"-;  (PiP^s  (PiPa)..-..;  (P^Pt) ;^ 

bestimmten  gegenseitigen  Lage  der  Richtungen  derselben  ab- 
hängen ;  so  ist  klar,  dass  bei  aNen  Lagen,  in  welche  das  System 
durch  Drehung  in  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Weise  gebracht 
werden  kann,  die  Richtungslinie  der  Resultirenden  des  Systems 
immer  durch  den  Punkt  (XY)  geht,  und  dass  man  also  diesen 
Punkt  ganz  mit  demselben  Rechte  und  in  demselben  Sinne,  wie 
man  von  einem  Mittelpunkte  oder  einem  Centrum  paralleler  Kräfte 
zu  sprechen  pflegt,  mit  dem  Namen: 

Mittelpunkt  oder  Centrum  auf  beliebige  Weise 
sämmttich  In  einer  und  derselben  Ebene  wirkender 
Kräfte 

belegen  kann,  wie  in  der  Theorie  paralleler  Kralle  naturlich  auch 
hier  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  die  Kräfte  auf  eine 
Resultirende  zurQckffihren  lassen. 

Von  ausführlicheren  literarischen  Nach  Weisungen,  namentlich 
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auch  über  die  bekannten  Arbeiten  deutscher  Matheniatilcer  Ober 
diesen  oder  verwandte  Gegenstfinde,  nehme  ich  fGr  jetzt  Abstand, 
da  ich  auf  diesen  und  ähnliche  Gegenstände  später  ans  allge« 
meineren  Gesichtspnnlcten  zurflckzulcommen  holFe;  aus  besonderen 
Griinden  will  ich  jedoch  anzuführen  nicht  unterlassen,  dass,  nach 
einer  Notiz  des  Herrn  Francesco  de  Filippi  in  den  »^Annall 
di  scienze  matematiche  e  fisiche,  compilati  da  Barnaba 
Tortolini.  Tonio  II.  Roma  I85L  SP.  p.  97/*  mit  dem  he- 
sonderen  Falle  in  einer  und  derselben  Ebene  wirkender  Kralle 
sich  auch  der  berühmte  Bordoni  schon  im  Jahre  1818  beschäf- 
tigt hat,  in  einer  Abhandlung,  die  unter  dem  Titel:  „Nuovi 
Teoremi  di  Meccanica  elementare^'  sich  in  dem  ,,6ior* 
naie  di  Fisica  ec.  pubblicato  in  Pavia  dai  Proff«  Brug* 
natelli  e  Configliachi.  Anno  1818/'  findet,  weiche  ich  mir 
aber  bis  jetzt  nicht  habe  verschaffen  können. 

S.  3. 

Im  Vorhergehenden  ist  der  Winkel  (PnPj)  überall  von  dem 
positiven  Theile  der  Richtungslinie  der  Krallt  Pn  an  im  Sinne  der 
Statt  gehabten  Drehung  des  Systems  nach  dem  positiven  Theile 
der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  hin  von  0  bis  360»  gezählt  wor- 
den. Man  kann  aber,  ohne  die  Richtigkeit  der  obigen  Formeln  im 
Geringsten  zu  sturen  und  zu  beeinträchtigen,  unter  (PxPx)  auch 
den  von  den  positiven  Theilen  der  Richtungslinien  der  Kräfte 
Px  und  Px  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel 
▼erstehen,  wenn  man  nur  diesen  Winkel  als  positiv  oder  negativ 
betrachtet,  jenachdem  man  sich,  um  durch  diesen  180^  nicht 
abersteigenden  Winkel  hindurch  von  dem  positiven  Theile  der 
Richtungslinie  der  Kraft  Px  zu  dem  positiven  Theile  der  Richtungs- 
linie der  Kraft  Px  zu  gelangen,  im  Sinne  der  Drehung  des  Systems 
oder  im  entgegengesetzten  Sinne  bewegen  muss,  wie  sehr  leicht  auf 
folgende  Art  erhellet,  wobei  wir  die  von  0  bis  360^  gezählten  Win- 
kel wie  früher  durch  (PxPx),  die  nur  von  0  bis  180^  gezählten 
ond  positiv  oder  negativ  genommenen  Winkel  durch  (PxPxY  be- 
seichnen  wollen.    Wenn  (PxPxY  positiv  ist,  so  ist  offenbar: 

(PxPÄ)  =  (ftfty, 
also: 

coB(PxPx)  =  coBiPxPxY.      sin  (PxPx)  =  «n(Pirft)'; 

wenn  (PxPxY  negativ  ist,  so  ist  offenbar: 

iPuPx)  =  360o--l-(P^P;t)M  «  m9  +  iPxPxY. 
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also  wieder : 

co8(PxPa)  =  co8(PxP;r,     ^tniP^Pk)  ^  »IniPnPxYl 
daher  ist  allgemein: 

cos (PxPa)  ==  cos  (PxPxY  >     ahi  (P^Px)  =  sm  (PJ^Y ; 

und  man  kann  folglich  in  allen  obigen  Formeln,  ohne  deren  Rich- 
tigkeit im  Geringsten  zu  stören,  (P^P^Y  för  (P^Pi)  setzen,  oder 
alle  durch  (PxPx)  bezeichneten  Winkel  bloss  von  0  bis  180^*  zählen, 
wenn  man  dieselben  nur  nach  der  oben  gegebenen  Bestintiiiung 
gehörig  positiv  und  negativ  nimmt. 


Anmerkung. 

Es  lag  mir  daran ,  die  Richtigkeit  der  von  mir  entwickelten 
Ausdrücke  für  die  Coordinaten  A%  F  dea  Mittelpunkts  df^r  Kräfte 
in  einfacher  Weise  praktisch  zu  prüfen.  Deshalb  entwarf  ich  aaf 
Taf.  VI.  eine  möglichst  genaue  Zeichnung  für  nur  zwei  einander 
gleiche  und  auf  einander  senkrecht  stehende  Kräfte  P^^  und  Pj. 
In  dieser  leicht  durch  sich  selbst  Terständlicben  Zeichnung  sind 
Aq  und  Ai  die  Angriffspunkte  der  Kräflte  /^  und  /\ ,  also; 

die  Richtungen  der  Kräfte  P^  und  P|  sind  in  den  drei  ange- 
nommenen verschiedenen  Lappen  des  Systems  durch  die  von  A^ 
und  Ai  ausgehenden,  mit  Pfeilspitzen  versehenen  Geraden  darge^ 
stellt,  und  durch  einfache  Construction  hat  sich  als  Mittelpunkt 
der  Kräfte  der  Punkt  M  ergehen.    Es  ist  also; 

jri=  +  OÄi,    ^i-—A^ßi; 
und: 

Ferner  ist  in  diesem  Falle  offenbar 

(PoP,)  =  ^(P. 

wenn  wir  die  Winkel  von  0  bis  360^  zählen  and  bloss  positiv 
nehmen,  also: 

cos(PoPi)=0,     Sltl(PoP|)  =  -l' 
Weil  wir    die    Kräfte  Po   vnd    P|  einander  gleich  aDgenommen 
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habeoj  so  wollen  wir  für  dieselben  das  gemeinschaftliche  Zeichen 
P  schreiben,  und  erhalten  nun  aus  den  Formeln  §,2.  16),  17),  18): 

U  =  2/»; 
folglich  nach  §.2.  19): 

A  —  2  •    ^  —  2 

Fuhren  wir  nun  für  x^y  yo  und  Xi,  yi  ihre  obigen  Werthe  ein, 
60  erhalten  wir: 

2C  =  2  =  2  • 

xr  —  yo  -f  yi  --  ^0  4-  a:i  _  AoBp—Aj  g|  —  Qgp-f  Og|  . 
^  —  2  -  2 

oder: 

Die  in  der  Zeichnung  ausgeführte  Construction  dieser  Werthe  hat 
ganz  das  Richtige  gegeben,  so  weit  es  bei  der  natürlich  immer 
Dar  beschränkten  Genauigkeit  einer  solchen  Zeichnung  möglich  war. 
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XV. 

Losang  zweier  Aufgaben  über  Berechnnng  der 
Flächeninhalte   verschiedentlich    bestimmter  Ellipsen. 

Von 

Herrn  Dr.  fVilhelm  Matzka, 
Profeisor  der  Mathematik  an  der  UniTersitSt  in  Prag« 


Die  hier  mitgetbeilfe  Auflosung  der  beiden  an  sich  minder 
bedeutsamen  Aufgaben  geschah  in  Folge  einer  zubilligen  Veran- 
lassung,  und  die  Veröffentlichung  ihres  Ergebnisses  dfirfite  thells 
in  der  Einfachheit  der  fraglichen  Schlussausdrflcke,  theils  darin 
eine  Entschuldigung  finden,  dass  in  der  zweiten  Aufgabe  sich 
ausweist,  das  Vorzeichen  des  zweiten  Differentialqnotienten  einer 
Funktion  sei,  bei  gewissen  Einschränkungen  dieser  letzteren, 
in  manchen  Fällen  zur  Entscheidung,  ob  ein  individueller  Werth 
der  Funktion  ein  Maximum  oder  Minimum  sei,  nicht  ganz  geeignet 


Brate    Aiifi^»1ie. 

Bestimmung    des   Flächeninhaltes   einer  Ellipse  aus 
ihrer  allgemeinsten  Gleichung. 

Sei  die  vollständige  oder  allgemeinste  Gleichung  einer  Ellipse 
dargestellt  durch: 

1).   .   .  .    Ax*+By*  +  2Cxy  +  2Dx+2Ey=iK, 

der  leichteren  Vergleichung  halber,  wie  bei  Cauchy,  Exerctces 
de  Matbämatiques,  3^'anoöe,  1828,  p.66. 
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Setzeo  wir  nun  vorerst  Oberhaupt: 

^.  (a?=  J  +  rcosV', 

' '  '       \y  =i?+reint|> 

in  die  obige  Gleicbuog: 

80  übergeht  sie  in  die  Polargleichung  der  Ellipse 

«r*+2<r  +  i«=*f, 
wenn  wir  setzen: 

t«=  ilcos^*-|-^sin4;'-f  SCcos^sin^, 
t  =(ilJ+CIy+Z))co8^+(CS  +  Ä1^^JS)siD^, 

Soll  der  Punkt  |i}  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  sein,  so  muss 
ffir  alle  Werthe  des  Polarwinkels  ^  der  Strahl  r  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Wertbe  erhalten,  mithin 

<  =  0 

sein.    Dies  giebt  für  $,  i^  die  beiden  Gleichungen: 


" { 


C£  +  iffi7  +  £  =  0; 


aod  daraus  erhält  man  tlSr  den    Mittelpunkt  der  Ellipse   die 
Coordlnaten: 

«N  t      CE^BD  CD-AE 

and  zugleich  ist  die  charakteristische    Differenz  AB^  C  =  ^ 
positiv»  wenn  die  obige  Gleichung  einer  Ellipse  angeboren  soll 

Die  Polargleichung  der  Ellipse  ist  sonach»  wenn  der  Pol  in 
deren  Mittelpunkt  verlegt  wird» 

n^  +  u  —  K. 

Ffir  obigen  Mittelpunkt  |i/  wird  aber 

u  =  f(lfi)z=:iAi-iCfi+D)i  +  (Ci+Bfi+E)fi+DHEv 

-., ,  ^        A&+BD»-^WDE 
=  Di+En  = ^ > 

oder  te  =  ii   wenn  wir  abkfirzend: 
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®> 5^ ~  =  * 

setzen.    Schreiben  wir  diess  in  die  vorige  Polargtelchung,  so  vrird 
selbe  nunmehr: 

7) 9T^=K—k 

und  in  ihr  ist  zufolge  (3): 

[  l  +  cos2^      ^1— eo8%  ^  ^  ,   ,. 

»)     ; 

A  '{'  B      Ä  —  B 

— ö 1 ^" — coa2^  +  C8iii2t/j. 

Gehen  wir  nun  darauf  aas  die  Halbaxen  a^  6  der  Ellipse  %u 
finden 9  von  denen  a  die  längere  sein  sali;  sd  ist 

a  =  Max^Tj 
b  =  Min.  r; 

und  (ÜT  sie  wird  im  ersten  Falle: 

*  =  Min.  =  fi, 
im  zweiten  Falle: 

s  =  Max,  =  sz- 

Sonach  sind  wir  darauf  verwiesen,  zuvurderst  das  MiDimum 
und  Maximum  von  s  zu  suchen,  folglich  obigen  Ausdruck  des  s 
nach  1^  zu  differenziifen.     Diess  giebt: 

1  ds  A'-B  ,  „      ,  ^      „ 

2  5^  ~ 2 —  ^^^^  ^  Ccos2i^, 

und  wenn  wir  -^=0  setzen  und  die  uligemeine  Auftusung  dieser 
Bestimmungsgleichung  für  t^  mit  a  bezeichnen ,  erhalten  wir: 

A^B 

Ccos2a  =  — ^ — ^8'm2Ä  =  0, 

daher : 

cos  2a     sin2ür l 

^^ liA-'B)  ^     C'  ^  f6  ' 

wenn  wir  abkürzend  setzen: 

10) (f^y+c^=(P, 

und  G  positiv  annehmen. 
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Hießlr,  wird  gemäss  (8),  fiir  9  =  a: 

also: 

*  — — 2— Ttr. 

Nun  sind  bei  der  Ellipse  jedenfalls  A  und  B  einstimmig,  also 
für  positiv  annehrabary  G  ist  ebenfalls  positiv  vorausgesetzt^  mit> 
bin  gilt  für  G  das  obere  oder  untere  Vorzeichen,  je  nachdem  wir 
den  kleinsten  oder  grossten  Werth  von  5»  d.  i.  $i  oder  s^  verlangen. 

Es  ist  nemlich: 
der  kleinste« 

der  grusste  Werth  von  g.  Sonach  verwandelt  sich  die  Gleichung 
(7)  in: 

und  liefert  die  Längen  der  Halbaxen  a  und  6. 

Sei  nun  /"  der  fragliche  Flächeninhalt  der  Ellipse,  so 
ist  bekanntlich  überhaupt  /"=  nab^  also  hier: 

Es  ist  aber: 

..=(^)'_<.=(^)--(^)--c 

daher  wird: 
13) f^^—j^, 

der  anffäüig  einfache  und  doch  allgemeinste  Ausdruck  der  Fläche 
der  Ellipse,  in  welchem  man  nur,  weil  f  immer  positiv  gedacht 
wird,  die  Zahl  ^  =:  VaB-^C^  mit  /C—A;  gleichstimmig  zu  neh- 
men hat 
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Bwelte    Anfi^»1ie. 

Durch  einen  bestimmten  Punkt  der  Axe  einer  schie- 
fen circulären  Kegelfläcbe  denke  man  eich  alle  mög- 
lichen Ebenen  dergestalt  gelegt,  dass  sie  gegen  die 
Ebene  ihrer  leitenden  Kreislinie  i^leleb  geneigt  seien 
und  die  Kegelfläcbe  in  lauter  Ellipsen  sehneiden; 
man  suche  die  Flächeninhalte  solcher  Ellipsen  aber- 
haupt,  und  die  Lage  sowie  die  Grosse  der  kleinsten 
und  grOssten  derartigen  Ellipse  insbesondere. 


1. 

Man  nehme  den  Mittelpunkt  O  des  leitenden  oder  Gnmd- 
kreises  des  Kegels  (Taf.  VII.  Fig.  I.)  zum  Ursprünge  rechtwink- 
liger Coordinaten,  die  Ebene  dieses  Kreises  zur  Ebene  der  or'y 
und  lege  die  x'^r'- Ebene  durch  des  Kegels  Axe,  wodurch  diese 
Coordinatenebene  zum  Hauptaxenschnitt  des  Kegels  wird. 
Der  Halbmesser  des  Grundkreises  sei  q,  so  sind  seine  Gleichungen: 

femer  seien  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  oder  der  Spitze  C 
der  Kegelfläche  x'z=iOF=e,  yT  —  0»  z'  ^  FC=i  f\  und  zugleich 
bedingen  wir,  dass  diese  Coordinaten  e,  /'positiv  seien.  Indem 
wir  diejenigen  Hälften  der  Axen  der  ac^  und  z'  als  positiv  an- 
nehmen, auf  welche  die  Projektionen  des  Kegel -Mittelpunktes 
in  diese  Axen  zu  liegen  kommen. 

Dann  sind  die  Gleichungen  irgend  einer  Seite  der  K^eifläcbe 

x'^e  ^y'  _z'^f 
ffi  n  I     ' 

Bekanntlich  eliminirt  man  aus  diesen  vier  Gleichungen  die 
Coordinaten  ^,  y',  z'  und  in  der  so  entstehenden  Gleichung: 

setzt  man  fär  die  arbiträren  Constanten  m,  n,  1  ihre  Propor- 
tionellen 3c^ — e,  y't  z'^f  und  findet  so  für  die  Kegelfläcbe  die 
Gleichung: 
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In  der  Axe  \0C  des  Kegek  liege  der  bestimnite  Punkt  Q» 
durch  den  die  erwähnten  unz&hlig  vielen  Ebenen  gelegt  werden 
soHen.  Ihn  nehmen  wir  sum  Ursprung  neuer  su  den  vorigen 
parallelen  und  gleich  gerichteten  Coordinatenaxen  der  :riyi  Zi  und 
hedfagen,  das«  beziehllch  dieser  zweiten  Axen  der  Kegelmittel- 
pukt  C  die  Coordlnaten  g—QG,  h^GC  habe.  Dann  gelten 
Ar  die  fraheren  Coordlnaten  die  Verwandlungsgleichnngen: 

j/rse-iy  +  ari, 

*'=/-*  +  !,. 

Pohren  wir  sie  in  der  letzten  Gleichung  der  Kegelfiäche  ein, 
8«  wird  selbe; 

Benfitzen  wir  zur  Abkfirzung  noch  den  Halbmesser  r  des  von 
der  £bene  ^Ti^t  erseogten  Kreisschnittes,  so  bestehen  bekannt* 
licli  die  Proportionen: 

e       f  _0C      Q 

folglich»  wenn  man  in  obiger  Gleichung  der  Kegelfläche  für  e»  /*,  g 
ihre  Proportionalen  g^  h,  r  einträgt,  nimmt  sie  die  Form  an: 


8. 

Durch  den  angewiesenen  Punkt  Q  lege  man  jetzt  irgend  eine 
den  Kegel  schneidende  Ebene  C  nnter  dem  spitzen  Winkel  e 
gegen  des  Kegels  Grundebene  at'y',  also  auch  gegen  die  zu  ihr 
parallele  Ebene  ari^i  geneigt.  Dm  volle  Bestimmtheit  in  die  Auf- 
fassung dieses  Neigoagswinkels  zu  bringen,  nehmen  wir  als 
p  osltive  Halbscheid  der  schneidenden  Ebene  diejenige  an,  welche 
a«f  der  positiven  Seite  der  ^i  gi  d.  i.  auf  derjenigen  Seite  liegt, 
wohin  «Ich  die  positive  Richtung  (oder  Halbaxe)  der  2|  ersireekt. 
Dieselbe  schneidende  Ebeae  zertheilt  auch  die  d*|^i -Ebene  in 
zwei  Hälften  (Halb-Ebenen),  deren  eine  die  Projekfionen  der 
Punkte  obiger  positiven  Halb-Ebene  in  diese  :riyi -Ebene  aof«' 

Thcll  XLYI«  21 
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nimmt.  Jene  und  diese  Ifalb*Ebene  betrachten  wir  sonach  aici 
die  zwei  Schenkel  des  Flächenwinlcels  €  und  zwar  die  in  der 
^1^1 -Ebene  liegende  als  den  Anfangs-  oder  AasgangsschenkeL 
die  andere  aber  als  den  End-  oder  Schlussschenkel  desselben: 
zugleich  wollen  wir  diesen  Neigungswinkel  b  jederzeit  als  positiv 
in  Rechnung  bringen. 

Die  Einschnittslinie  jener  schneidenden  Ebene  (K  in  die 
OTiyi* Ebene  nehmen  wir  nun  zur  a:-Axe  neuer  rechtwiiiUiger 
Coordinaten,  deren  ^«Axe  in  der  schneidenden  Ebene  selbst 
liegt,  von  welcher  die  positive  Hälfte  in  der  positiven  Hfilfle  der 
schneidenden  Ebene  S  liegen  soll.  Die  wandelbare  positive 
Richtung  oder  Halbaxe  der  x  bestimmen  wir  noch  wie  folgt.  Wir 
denken  uns  die  schneidende  Ebene  C  zu  allererNt  durch  die  Axe 
der  Xi  hindurch  geführt,  folglich  mit  dieser  die  or-Aze  uberein- 
fallend,  und  nehmen  hier  die  mit  der  positiven  Halbaxe  der  Xi 
zusammenliegende  Halbaxe  der  x  für  die  positive  an.  Drehen 
wir  nun  in  Gedanken  die  Ebene  S  um  den  fest  si:ehaltenen  Punkt 
Q  dergestalt,  dass  die  i^o  eben  als  positiv  erklärte  Halbaxe  der 
X  aus  jener  der  Xi  um  den  festgehaltenen  Punkt  Q  sich  schwen- 
kend zunächst  den  ersten  Quadranten  (rechten  Winkel),  den  die 
positiven  Halbaxen  der  Xi  und  y^  mit  einander  machen,  dnrch- 
streift  und  sich  dann  immer  weiter  und  weiter,  und  endlich  rings- 
berum  schwenkt,  so  wird  diese  bewegliche  Halbaxe  Ox  jeder- 
zeit zur  positiven  Halbaxe  oder  Richtung  der  x  angenommen 
und  der  von  ihr  durchstrichene  Winkel  Xi  Ox  =  tp  gilt  immer 
als  positiv,  und  wächst  sohin  stetig  von  0  bis  360^.  Zur  Ab- 
kürzung  wird  es  wohl  gestattet  sein ,  diesen  Winkel  ^,  nach  dem 
in  der  Bergmannssprache  gebräuchlichen  Begriffe  vom  .«Streichen 
eines  ebenen  Ganges''  den  Streichungs-  oder  St  reich  Win- 
kel der  schneidenden  Ebene  S  zu  nennen;  was  insbesondere 
dann  ganz  passend  ist,  wenn  zur  Erleichterung  des  Ueberblickes 
die  Ebene  ocy  wagrecht  gedacht  wird. 


4. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  M  (x^^QP,  yi  =iPJS,  Xi=:NM) 
der  schneidenden  Ebene  C  (Taf.  VU.  Fig.  2.)  seien  jetzt  die  in 
derselben  Ebene  liegenden  Coordinaten  a::sQR,  yssRM,  Dann 
findet  man  sofort,  dass  der  Winkel  NRM=sey  also  RNssycosB 
und  iVilf  =  ^sin€  =  2i  ist.  Wenn  man  dann  die  gebrochenen 
Linien  QRN  und  QPN  oder  auch  die  Q/2/Vilf  und  QPNJU  anf 
die  Axen  der  Xi  und  yi  projicirt,  so  erfolgt: 
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und  mao  erhält  «otiach: 

2|   =  ^siii£ 
zu  Uniwandlongsgleichangen  der  Coordinaten  Xi  yi  Xi  io  x,  y. 


Lassen  wir  naiimehr  den  Punkt  M  (^iyi2|)  der  Einschnitts- 
kurve der  Ebene  C  in  die  Kegelfläche  sugeburen,  so  haben  wir 
die  letsten  Coordinatenausdrficke  in  die  Torangebende  Gleichung 
des  Kegels  einzusetzen  und  finden  so  des  entstehenden  Kegel- 
ecbnittes  Gleichung: 

[xktoB  ^  +y(h  coscsin  9)— -5^sId  s)]*  +  h^{xsio  9  '-^9  cosccos  9)* 
=  r«(ysin£+Ä)« 

Ordnen  wir  sie  naeb  den  Potenzen  der  x  und  y,  so  verwandelt 
sie  sich  in 

Aai^  +  B^  +  Wxyi^2Dx+2Eyz=iK, 

uidem  wir  abkörsend  setzen: 

J  =     A*, 

Ä  =      (A  cos  tairnp  —  g  sin  £)•  -f  A^cos  «* cos  9* — r' sin  f*, 

C  =  — ^Asin  i  cos  9 , 

/>=      0, 

£sa^— Ai38in€, 

Ä=      A«r«. 


Dieser  Schnitt  soll  nun  für  alJQ  Streichungswinkel  g>  eine 
Ellipse  werden»  folglich  muss  der  charakteristische  Unterschied 
AB—'C^  Immer  positiv  und  grosser  als  Neil  ausfallen;  er  kann 
demnach  =  J*  gesetzt  werden.  Es  ist  aber,  wenn  man  A*  als 
Faktor  heraushebt: 

21* 


Digitized  by 


Qoo^Q: 


306       Mal%ka:    Lotung  %weUr  Aunaben  über  Ber^ 

/ 
nimmt.    Jene  und  diese  Halb-Ebene  betracht'  /  aiot«co8©« 

die    zwei   Schenkel  des  Flächenwinlcels  b  v>  ^ 
ar^^i -Ebene   liegende  als  den  Anfangs-  <:     " 
die  andere  aber  als  den  End-  oder  Sc?'   ■ 
zugleich  wollen  wir  diesen  Neigungsw;  Krcl««chnitt, 

in  Rechnung  bringen.  «^  «*>•»•»  »*^^*'  ^^ 

;bt 
Die    Ein«chnlttslinie   jener 
^1^1  «Ebene  nehmen    wir    nur  .ikb)*— r*. 

Coordinaten ,    deren   y  -  Axe 

Hegt,  von  welcher  die  po*'  ^  ^.^j  ^^^  ^^  ^|„^„  gewissen 

schneidenden    Ebene  «        ^^^^  j^^  Kegelschnitt  eine  Parabel, 
Richtung  oder  Halbax*^  '^^j  ^  wandelbaren  Ellipsen;   and  man 

denken  uns  die  sehr     J^„„gsgleichung : 
der  Xi  hindurch  r    ^f^ 

fallend,  und  ni»\ -^    ^^^f^— «'»««9^)*— >••  =  0» 
zusammenlief  -' 
wir  nun  in  '  i^sin^dbr 

Q  derges'  ^  co*«o  = J 

X  aus 


kend  ^^  «rtrd  nun  roOglicbst  klein,  daher  seine  Cotangente 

pof         _•  ^'"zL  ausfallen,  wenn  siny  =  + 1 ,  also  9  =  OO»  wird. 

^^ 

coteo  =  ^^^» 

jlesen  zwei  als  Sq  «»«h  ergebenden  spitzen  Winkein  ist 
^J^  +T  entsprechende  der  kleinere,  daher  hier  allein  ab 
**  ^^ der  i  in  Betracht  kommende;  deshalb  nehmen  wir  ent- 


COt«o  =      ^       =       f 


^^nden  Winkel  ^  als  oberste  Grenze  der  möglichen  Neigung«- 
«riokel  €  an,  so  dass  wir  fortan 

0<f<fo 
bedingen. 

Zur  ferneren  Abktinning  setzen  wir: 

Acotf  =  c, 

ond  finden,  wegen  Gots>cot€o» 

c>  Acotfo» 
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-y  dem  entstehenden  Qaotienten 


_  /c— ^ainyy  _  j 


ersehen«  daes,  weil  c>^-f  i^>  also: 
»>'-±Ä<L=^i5^>>l+f(l-..l.y). 

.alt  0  positiT    und  >1  ist^    der  Unterschied  e*— 1  und  somit 
soeb  4^  jedenialis  positiv  sich  ergiebt    Hiernach  erhalten  wir: 

J  =  *rsineVS*"^, 
jedoch  Immer  iüt  sine>0. 


7. 

Suchen  wir  jetzt  den  Flächeninhalt  f  der  entstehenden 
Ellipse  nach  den  Formeln  (6)  und  (13)  der  L  Aufgabe 

*= jt ' 


so  daaen  wir: 

*  =  -^r  =  ^sHi  =  +  (positiv)» 

nithio  die  Fläche  der  Ellipse : 

^_»r*     e«— 2    _»rA   (e-fr V2)(e— V2) 
'-  siuf  •  (t^-l)t  —  sin«'         (e*— 1)1         ' 


worin 


^  ^  c-ysiny 

r 
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ist.  Da  diese  Fläche  f  nar  positiv  in  Rechnung;  gebracht  su 
werden  pflegt,  müssen  wir  noch  bedingen,  das»,  wenn  9>1  aber 
<V2=l,4  wäre,  V»*— 1  negativ  au  nehmen  sei,  oder  das« 
Vv^ — 1  immer  mit  dem  Vorzeichen  von  r  —  V2  genommen  werde. 


8. 

Aus  dem  Aasdrucke  des  Flächeninhaltes  f  und  der  Hilfssabl 
V  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  fflr  zwei  Winkel  9,  welche  einer- 
lei Sinus  haben,  also,  wenn  tp  einen  spitzen  Winkel  vorstellt, 
ffir  <p  und  sein  Supplement  180^  —  9,  andererseits  fiir  180-f  9 
und  300^  —  9  sowohl  v  als  auch  f  einen  und  denselben  Werth 
erhalten. 

Demnach  sind  zwei  solche  elliplische  Schnitte  flächengleich, 
wenn  die  Spuren  ihrer  Ebenen  unter  zwei  supplementären  Strei- 
chungswinkeln q>  und  18(y^— 9,  oder  unter  180^  f  q>  und  3ö0^— 9 
gegen  den  Hauptdurchmesser  des  Grundkreises  des  Kegels  ge- 
neigt sind. 

Diess  erklärt  sich  übrigens  auch  leicht  daraus,  dass  ein  Paar 
solcher  Schnitte  gegen  den  Haupt*Axenschnitt  2|  Xi ,  der  den  Kegel 
in  zwei  symmetrisch  gleiche  Hälften  zertheilt,  symmetrisch  liegen, 
daher  selbst  symmetrisch  gleich  sein  müssen. 


Um  ferner  die  grussten.und  kleinsten  Beträge  dieses 
Flächeninhaltes  f,  so  wie  die  Streichungswinkel  tp  der  sie  ent- 
haltenden Schnitt-Ebenen  zu  ermitteln,  setzen  wir  für  einen  Augen- 
blick den  Faktor  oder  Quotienten 

fsing_    e*->2    _ 

und  differenziiren  ihn  nach  9),  bemerkend,  dass 

dv  g  .da  c* — 4 

5^  =  _«cosv   and  -2^  =  -»(5rZTj» 

ist.    So  finden  wir: 

d±_.__9  t>(g-t-2)(c-2) 
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Dieser  Differentialqaotient  kann  bei  Eintritt  eines  grössten 
oder  kleinsten  Werthes  von  q  und  f,  wegen  f  >  1»  nur  verschwin- 
den,  wenn 

cos  g>  =  0    oder    t)  =  2 

ist,  von  denen  die  erste  Bedingung  entweder  9  =  90^  oder  9=270^ 
erheischt,  so  dass  die  schneidende  Ebene  durch  die  yi-Aze 
hindurch  geht  und  sohin  auf  dem  Hanpt-Axenschnitte  ti  Xx  senk* 
recht  steht. 

Um  hoch  entscheiden  zu  kOnnen,  ob  ein  solcher  fiusserster 
Werth  des  q  wirklich  statt  habe,  bedürfen  wir  bekanntlieh  noch 
des  zweiten  Differeiitiatquotienten  von  9,  zn  dessen  Ermittlung 
wir  jedoch  vorerst  noch  den»  nur  die  VerSnderliche  v  enthalten- 
den und  nie  verschwindenden  Faktor 

trotzen  und  dadurch 

q  =  F(t— 2)C0S9 
machen.    Wir  finden  sonach  den  zweiten  Differentialquotienten: 

f  =  0=-(^(t-2)  +  F)fco«g.«-F(o-2).iny. 

und  je  nachdem  er  negativ  oder  positiv  ausfallt,  muss  q  und  so-  * 
hin  auch  f  ein  Maximum  oder  Minimum  werden. 


10. 

1.  Im  ersten  Falle,  wo  9>=:900ist,  ßillt  die  positive 
Halbaze  der  x  auf  die  der  yi,  es  ist  sin^  ==  1,  die  Hilfszahl  v 
übergeht  in: 

c  —  q 
*  r 

und  die  elliptische  Durchschnittsfigur  hat  den  Inhalt: 

—  «rA      Pj'— 2    _  ÄrA   t?A  +  V2    Ot—V^ 
^*  -  sine  •  (»i«— 1)1  —  sin e*  rt«-!  '  yTv^Zli 
Ferner  ist  hier: 
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und  sonach  sind  P|  — V2,   V  »i*  —  I,   F|  gleicbstlniroig. 
Nun  sei: 

a)  t'i>2,  so  sind  «i  —  %  «i — V2  und  somit  auch  F^  positfT, 
also  ist  g"  negativ  und  deshalb  f|  ein  Maximum. 

b)  Sei  V|<2  aber  >  V2  also  0|— 2  negativ  aber  Vi—V^ 
positiv;  so  ist  F|  positiv,  also  q"  positiv  und  f|  ein  Minimam« 

c)  Endlich  sei  V|  <V2<2  aber  immer  noch  >!»  so  Ist  so* 
wohl  V|— 2  als  auch  «i— V2  negativ,  daher  Fi  und  f^'  negativ, 
also  f]  ein  Maximum. 


IL  Im  sweiten  Falle,  wo  9  =  270^  Ist,  teilt  die  positive 
Halbaxe  der  as  auf  die  negative  der  yi,  es  ist  sing^s:— 1«  die 
Hilfszaht  V  fibergeht  in: 


r.=  ^>l+2«. 


r  '      r 

und  die  Ellipse  hat  den  Inhalt: 

u 

Ferner  ist: 


_   Tcrh     Ca»— 2    _^  «rÄ    p«_+V2    p»  — V2 
—  sinc*(r9*— I)i  ""  sin«' r^«— 1  * ^^^^\ 


^»""r- (!,,•- 1)1' 
und: 

^'=:Fa(«,--2); 

daher  sind  Dj— V2,  V^r^* — I,  F^  immer  glelcbstimmig. 

Nun  sei: 

«)  i?»>2,  so  sind  t?a— 2,  »,— V2  und  F«  positiv,  daher 
ist  q"  positiv  und  sobin  fg  ein  Minimum. 

ß)  Sei  o,<2  aber  noch  >  V2,  so  ist  9«— 2  negativ,  da- 
gegen v^  — V2  und  damit  auch  F«  positiv,  also  ^  negativ,  vnd 
fs  ein  Maximum. 

y)  Endlich  sei  p,<V2<2,  so  ist  o,  — 2  und  e,— V2»  also 
auch  F«  negativ  und  sonach  q"  positiv,  daher  f^  ein  Minimum. 
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IIL  BetrachteD  wir  Doch  deo  ZosammeDbang  der  beiderlei 
Fälle»  indem  wir  berficksichtigen,  das«  immer: 

«2— V|  =2*=+,   also  ra>ri  iat;   «o  sei: 

1)  in  I.  a)  die  9i>2,  so  ist  auch  v«>2  wie  in  ILa).  Hier- 
nacb  ist  für  fi>2  die  Ellipse  fi  ein  Maximum  und  sogleich 
wegen  e,>2  die  f^  ein  Minimum. 

2)  Wie  in  I.  b)  sei  V2<9i  <2,  daher  f|  ein  Minimum,  so 
ist  wegen  r,  >  »i  >  V2  die  r»  zwar  >  V2;  ob  sie  aber  noth wendig 
doch  noch  <2,  mithin  (wie  in  II.  ß))  die  f^  ein  Maximum  sei, 
tässt  sich  allgemein  nicht  entscheiden,  bevor  man  nicht  den 
eigentlichen  Wertb  von  v^  berechnet  hat. 

3)  Endlich  sei  wie  in  I.  c)  die  Zahl  ei<V2,  folglich  U  ein 

Maximum,  dann  ist  aus  rs  =  ei-f2^   keineswegs    allgemein    er^ 

sichtlich,  dass  es<2  sei,  folglich  findet  wieder  die  vorige  Onge- 
ivissheit  statt 


18. 

IV.    Verschwindet   endlich  der  Üifferentialqnotient  g',   weil 
9=2  wird,  so  wird  F=8^,  und  die  FISche  der  Ellipse: 

'•  —  3V3.sine' 

Hiebei  wird  9'' = —2 (—cos 9)*  immer  negativ,   mithin  wäre  f, 

jedenfalls  ein  Maximum. 

Den  zugehörigen  Streiehungswinkel  tp  findet  man  aus    der 
Bedingungsgleichung : 

r=r^'^y"y=2, 

daher,  wenn  man  den  ihr  genügenden  spitzen  Winkel  mit  9' 
beseicbnet,  ist: 
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c— 2r 

eifiQ)'  =  sin  (180^ — 9')  = • 

Dieser  Bruch  mu88  jedoch  positiv  und  <1  ausfallen,  daher: 

c'^'It,    aber    c<2r+^ 

sein.     Da  nun: 

,         c 
coU  =  j 


ist«  80  niuss: 


cot«>-j-,   aber   < — r-^ 


sein.  Derlei  möglich  grüsste  Schnitte  unter  den  Streicbungs- 
winkeln  q>^  und  180^  —  q>*  könnten  sich  demnach  nur  ergeben, 
wenn  der  Neigungswinkel  c  durch  die  letzteren  zwei  Ungleichun- 
gen eingeengt  wäre.     Der  ersteren  Ungleichung  genCgt  ansere  in 

Artikel  6  gestellte  Bedingung  eotc>^,     »  wirklich  dann,     wenn 

g^r,  d.  u,  wenn  die  Projektion  des  Kegelroittelpunktes  ausser- 
halb  des  Grundkreises  dessen  Ebene  trifft 

Nehmen  wir  den  Winkel  g>  zwischen  180^  und  360^  und  setzen 
wir  q>  =  180^ -f- 09,  so  erstreckt  sich  a>  von  0  bis  180^  und  es  ist: 

sin  9>  =  —  sin  o , 
daher: 


und  wegen: 


^9MSi 


c  =  2r  f^sing)'    auch    ü  =  2  +  ^  (sin» +  sin9')>2. 

Sonach  kann  nur  im  ersten  gestreckten  Winkel  von  9,  nicht  aber 
im  ««reiten  v  s  oder   <  2  werden.    Ferner  ist  bei  ^  s  90^  die 

©  =  ©i  =  ^  =  2-^  (l-siny'),  also  9|  <2. 

Da  dich  aber  hieraus  nicht  ersehen  Iftsst,  ob  t^i  >  oder  <  V2 
sei,  so  kann  man  (vermöge  I.  b)  c))  nicht  wissen,  ob  hier  f|  ein 
Maximum  oder  Minimum  sei 

Dagegen  ist  fflr  g)  =  270*>  die  r=:üe=^^=2+^(I+8hi90 
also  99  >  2  and  sonach  .f«  ein  Minimum. 
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14. 

Wenn  demnach  bei  gewissen  schiefen  Kegeln  solche  Nei- 
gungswinkel €  der  schneidenden  Ebene  gewählt  werden  könnten, 
dass  0  =  2  würde»  also  der  positive  spitze  Winkel  9'  nach  obi- 
gem Ansdracke  sich  bestimmen  Hesse;  so  erhielte  man  einmal» 
wenn  die  positive  Halbaxe  der  x  im  ersten  und  zweiten  Qua* 
dranten  der  Axen  der  x^  und  y^  liegt,  zwei  gleiche  Maximalwerthe 
fs  der  elliptischen  Fläche  f ;  jedoch  würde  sich  Im  allgemeinen 
in  voraus  nicht  entscheiden  lassen»  ob  für  9  =  90^  der  Werth 
fi  ein  Minimum  oder  Maximum  sei;  obsehou  Letzteres  unwahr- 
scheinlich ist,  weit  dann  drei  Maxima  nach  einander  folgen  wur- 
den, nemlich  bei  g»  =  9',  <p  =  90*^  und  q>  =  180^  — 9';  was  jedoch 
durchaus  unmöglich  ist.  Es  zeigt  sich  daher,  dass  das  Vorzeichen 
des  zweiteo  Differentialquotienten  mancher  Funktion  —  wofern  diese 
in  beschränktem  8inne  aufgefasst  wird  —  nicht  immer  ein  ver- 
lässliches Kennzeichen  für  ein  Maximum  oder  Minimum  derselben 
an  die  Uand  gebe. 


15* 

Dieserwegen  ziehen  wir  nun  die  Aenderung  der  Hilfszahlen 
V  und  q  und  ihrer  Differentialquotienten  in  Betracht»  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Streichungswinkel  9  von  0  bis  360^ 
stetig  anwachse.    Da  ersehen  wir  sofort»  dass 

c — asino) 

V  = 

r 

im  ersten  Quadranten  des  Winkels  9  von-  stetig  bis ab- 

Q 

nimmt»  im  zweiten  dagegen  wieder  auf  -  hinaufsteigt.  Soll  dem- 
nach In  diesem  Bereiche  die  Zahl  v  durch  2  hindurchgehen»  so 
muss  diese  zwei  Mal  geschehen  und  zwar  Ist  diess  nur  möglich^ 
wenn  sie  anfangs  und  zu  Ende  grosser»  in  der  Mitte  aber  kleiner 
ab  2»  also  e--2  dort  positiv»  hier  neglitiv  Ist;  es   mass  also 

^>2  und^^<2,  oder  c^2f  aber  <2f-|-^  sein.  Dettfeufolge 
ist  der  Differentiaiqootient 


dsi^g  t>(r  +  2)(t>-2) 
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anfangs  (bei  ^=0)  positiv,  fBr  9  =  9)'  und  p — 2=0  aber  NaII, 
also  filr  ip=ip'  bis  91s 90^  negativ,  wo  er  abermals  Null  trird. 
Er  geht  demnach  soerst  ans  dem  Positiven  durch  Null  in's  Ne- 
gative, dann  umgekehrt;  dort  also  mnss  q  und  mit  ihr  f  seinen 
grössten,  hier  einen  kleinsten  IVerth  erhalten.  —  Setst  man  diese 
Betrachtungen  fort,  so  findet  man  folgende  Zusammenstellung: 


I.    Von  9=0  bis  9>==I80<». 

9>      =0 q>'    W   l809^q,\...l9Q9 

r  ^  2    =  -f  ••••  "f" ««^  ö^-  •"  •••• —(Min.)  — • — — •    0  •••.  -f-  ^.-  -f- 

da  "t  ~"  4" 

a^  •  ^  4.  ^ 


q  und  fss Max.. Min Max.. 


VL    Von  9>=180o  bis  q>^{ 

9      =:  180^ 3700  380^— 9' 

e  ■■"  Jt  S5  ^  ...»^  ••••    ^  •••«  ^ ... •       ^ 

afp  ^ 


q  und  f  =: Min 

Hieraus  erhellt  sonach,  dass  wofern 
2r+^>c>2r, 


abo 


2r  -f  17  2r 


ist*   der  erste  Diferentiali|aotient  ^  anstandslos  Ausknnfk  Aber 

den  regelrechten  Wechsel  der  zwei  Manma  und  swel  Minima 
der  q  und  f  gibt. 

Prag,  aO.  Oktober  1806. 
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Zur  Integration  einer  Differentialgleicfaong  erster  Ord- 
nung mittelst  Aufsteigen  zu  höherer  (sweiter)  Ordnung. 

Ton 

Herrtl  Professor  Dr.  J.  Dienger 

Am  PolyterfinilrDni  ?n  Carlurnlie. 


L 
Sei 

/(ap,y,y)  =  0, (1) 

wo  y'^=^*  ^1^  Torgelegte  DIferoDtialgleiebang  erster  Ordoang» 
aus  der  dorcb  DIfferenzirang  erhalten  vrird: 

|^+|»'+|»-=o m 

WO  y  =  ^^*  ^^^  (2)  ergebe  sich,  indein  man  Döthigenfalls  (1) 
damit  Terbindet: 

''(*.»,y,»^=o, (3) 

eine  Difereotialgleicbang,  deren  allgemeines  Integral  die  Gleiehaog 

9(*»»»  «»*)==  0 W 

sei,  wo  a,  6  swei  wiilkflrlicbe  Konstanten  bedenten.  Zieht  man 
ans  (4): 

jfss^(x,o»b), (5) 

so  genügt  selbstrerstindlicb  dieser  Werth  von  y  der  (3)  identisch, 
und  es  gibt  keine  sodere  Fonktlon,  welche,  an  die  Stelle  von  g 
gesetat,    dieser  CHeichmig  ideoHseb  Genflge  leisten  kann. 
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Da  nun  offenbar  alle  Funktionen ,  welche  der  (1)  genOgen, 
auch  der  (2)  und  (3)  genGgen ;  letzterer  aber  blos  if;  (ffir  y)  ge- 
nfigt,  80  kann  der  (1)  auch  nur  durch  eine  Funktion  genflgt  wer- 
den, welche  au8  y\)  entsteht,  indem  vielleicht  die  eine  oder  die 
audere  Konstante  in  ^  besondere  Werthe  annimmt  u.  s.  w.  Jeden- 
tallfi  muss  die  der  (1)  genugende  Funktion  in  ^  enthalten  sein. 

Werden  also  a  und  b  gehOrig  befstimnit,  so  genügt  (das  nun- 
mehrige) t/;  der  (I)»   so  dass  dann  identisch 

/'GT,i(;,t(/')  =  0, (6) 

wobei  natarlicb  auch  wegen  (2): 

Si  +  ay*  +^*  =0, 0) 

wenn  man  '^^  ^ »  ^f  ^^  ^^^  Stelle  von  y  und  y'  setzt  ^  und  V- 

Da  alsdann  die  erste  Seite  der  (7)  der  (totale)  Differentialquo- 
tient der  Grösse  fix,  ^,  ^')  nach  a  ist,  so  folgt  hieraus»  dass 
in  (6)  die  Grosse  a:  ausgefallen  ist,  dass  mithin  nur  a  und  ö  In 
dieser  Gleichung  vorkommen.  Dieselbe  stellt  nun  die  Be- 
ziehung zwischen  a  und  b  (eBj,  dnmit  die  (5)  oder  (4)  die 
Integralgleichung  von  (1)  sei. 

Das  System  der  zwei  Gleichungen 

Aa?,if^.if^')=0,    y=;ifi  (oder  9  =  0)   .   .   .   -  (8) 

stellt  also  die  allgemeine  Integralgleichung  von  (1)  dar.  Die  erste 
dieser  Gleichungen  (die  nur  a  und  b  thatsfichllch  enthält)  sagt 
n&mlich  offenbar  ans,  dass  die  zweite  der  (1)  identisch  genSge, 
natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  und  b  an  einander 
durch  eben  diese  erste  Gleichung  gebunden  sind. 


n. 

bifferenzirt  man  die  Gleichung  (4)  nochmals ,  so  ergibt  sich: 


gy-o («) 


aus  ^reicher  Gleichung  y'  gans  eben  so  folgen  wird,  wie  aus  (5), 
nämlich  y'z=z^\  natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  man 
y  aus  (4)  In  (9)  einsetze. 

Daraus  ergibt  sich,  dass  die  EllailnatioB  von  y^  v^i  b  %w 
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nx,y,y')  =  0,    9(.r,y.ri,6)  =  0.    g|+^y'  =  0(10) 

eiieiifallti  zu  der  Integralgleichung  von  (1),  mit  der  einen  ivillkur- 
liehen  Konstanten  a,  ßihrt  Denn  die  Elimination  von  b  aus  (8) 
filbrt  zu  der  fraglichen  Integralgleichung.  Da  aber  y  =  if;,  so 
kann  man  die  (8)  auch  cichreiben: 

A.T,  y,  T»'')  =  0,     9>(a:,y,ö,6)=:0,  .    .    .    .(11) 

und  die  Elimination  von  6  muss  Immer  noch  zu  der  Integral- 
gleichung fähren.  Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  aber  das  Er- 
gebiiiss  der  Eliniination  von  y  zwischen  der  ersten  und  dritten 
(10)»  indem  die  letztere  auch  heisst:  ^  =^',  woraus  nun  offen- 
bar unsere  ßehauptuuj?  ^o'gt 


ID. 

Eliniinirt  man  etwa  //  zuerst  aus  den  zwei  letzten  (10)  und 
dann  y'  aus  der  so  erhaltenen  Glt^icliung  und  der  ersten  (10),  so 
erhält  man  natdrlich  immer  wieder  die  niebrgenannte  Integral- 
gleichung. Die  aus  erster  Rechnung  hervorgegangene  Gleichung 
hat  die  Bedeutung  einer  ersten  Integralgleichung  von  (3),  so  daas 
hieraas  folgt,  dass  wenn  man  eine  solche  erste  lotegralgleicbung 
von  (3)  (mit  x^  y,  y^  und  einer  Konstanten  n)  kennt,  nian  durch 
Elimination  von  y'  zwischen  derselben  und  (1)  ebenfalls  die  Inte- 
gralgleichung von  (1)  erhält. 

Welche  der  zwei  Konstaaten  man  lEwiscben  den  (II),  d.  h. 
zwischen  (6)  und  (4)  eliminirt,  ist  ganz  gleichgillig.  Denn  folgen 
aus  diesen   zwei  Gleichungen: 

a  =  »(^,y),    6==»a,(a:,y);     (12) 

so  genSgen  natürlich  diese  Grössen  der  (6),  d.  h.  man  hat  eine 
Gleichung  zwischen  <^,  <^|,  woraus  sofort  hervorgeht,  dass  beide 
Gleichungen  (12)  als  Integralgleichungen  von  (1)  erklärt  werden 
dOrfen. 

Welches  folglich  auch  diejenige  der  (zwei  möglichen)  ersten 
tntegralgleichmigen  von  (3)  sei,  die  man  in  dem  zu  Eingang  dies- 
ses  Paragraphen  angegebenen  Verfahren  benfitzt,  ist  gleichgiltig. 


I?. 
Gesetzt,  es  seien  die  Gleiehungen 
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i=a,    ^  =  6 (13) 

aus  den  swei  GleichuDgen 

*'(a:,y,ii,A)=ü,    ^  +  ^y=ö    .   .   .   -(14) 

durch  EliiDinatioii  von  je  einer  der  tCoueUnten  entstanden,  so 
dass  also  l,  ii  Funktionen  von  ar>  y,  y  (ohne  a  oder  ö)  sind. 
Dann  hat  die  Gleichung 

ra>f*)=0 (15) 

zur  Integr&lglelchung  dos  System 

^(«.».«.*)  =  0,    f{ü,b)  =  0. (W) 

Die  (15)  Ist  die  (I)  In  §.  f.;  die  (13)  sind  erste  Integralgleicbnn- 
gen  von  (3),  deren  allgemeine  Integralgleichung  die  erste  (16)  ist, 
welche  mit  der  (4)  snsammenflillt ;  die  letzte  (16)  ist  die  (6)  des 
$.  I.  Denn  wenn  man  F=:0  anriöst  und  daraus  die  (ß)  erbftit, 
sodann  y  =  ^  in  (15)  einsetzt,  so  erhält  man  ganz  dasselbe,  als 
wenn  man  y,  y^  zwischen     # 

F(:r,y,fl,6)  =  0,     Jj+?^y=:0,    fil.i^l^O     (17) 

eHmlnIrt.     Da  die  swei  ersten  die  (13)  liefern,   so  ei^ht  sich 
durch  diese  Elimination  die  letzte  (16). 
Will  man  die  Gleichung 

Fix,y,a,b)z=zO    .......  .(18) 

nicht  herstellen,  um  sich  thatsXchlich  zu  überzeugen,  dass  die 
(13)  beide  aus  den  (14)  entstehen ,  so  hat  man  nur  die  (13)  zu 
differenziren.  Entsteht  aus  beiden  dieselbe  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  so  besteht  nothwendig  die  Funktion  fX^,y,a,A), 
so  dass  die  (13)  aus  (14)  entstehen  können,  und  es  ist  (18)  die  allge- 
meine Integralgleichung  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 
Ellmlnirt  man  also  g'  zwischen 

i  =  o,    /•(i,rt=0,    oder   fi  =  6,    /(il,fi)=0, 

so  erhält  man  die  Integralgleichung  von  (15).  Dies  kommt  auch 
damuf  hinaus,  y'  und  6  aus 

i  =  a,  f*  =  6,  /(a,6)  =  0; 
oder  y'  und  a  ans 

i  =  fl,  fissA,  /•(ii,6)  =  0. 
d.  h.  denselben  Gleichungen ,  zu  eliminiren. 
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X¥II. 

Elementar 'geometrischer    Beweis    des    Satzes:     Die 

Kegelschnitte  werden  von  den  in  den  Kegel  gelegten 

Kugeln  in  ihren  Brennpunkten  berührt. 

VOD 

Herrn  Dr.  F.  C.  Fresenius, 
Lehrer  an  der  höheren  Bnrgerschiile   in  Frankfurt  a.  M. 


1.     Ffir  die  Parabel.    (Taf.  VII.  Fig.  3.) 

eilt  sei  Durchschnitt  des  Kegels  durch  die  Achse,  dio  Durch- 
schnitt der  hineingelegten  Kugel,  so  ||  6n,  cn  senkrecht  zur  Kegel- 
achse bm,  iojicn  und  <o,  also  ist  der  Durchschnitt  der  Ebene 
ios  mit  der  Kegeioberfläche  die  Parabel  if. 

Es  ist  zu  beweisen,  dass  o  Brennpunkt  derselben  ist. 

I)  co:et=:  c/:ctf       2)  co:ot  =  oi:or       3)  sciso  =z  bcibn  =:l:\ 

cu=:no  0**=  co.on  soz=:si 

et«  =  cono  ^^  =  ^'  sC'\'Si  =zct:=  2, so 


oi  =  2.^0 

Wo  aber  hei  der  Parabel  die  Ordinate  gleich  doppelter  Ahscisse 
ist,  da  ist  der  Brennpunkt.  Also  ist  der  Berührungspunkt  der 
Kugel  Brennpunkt  der  Parabel. 

II.    Für  die  Ellipse.    (Taf.  VII.  Fig.  4.) 

Die  Figur  zeigt  wieder  den  Achsenschnitt  durch  Kegel  und 
beide  Kugeln,  welche  die  Ebene  der  Ellipse  berühren,  sp  ist 
Durchschnitt  dieser  auf  pbq  senkrecht  stehenden  Ebene,  also 
zugleich  grosse  Achse  der  Ellipse.  Es  ist  zu  beweisen,  dass 
die  Berührungspunkte  o  und  u  die  Brennpunkte  der  Ellipse  sind. 

TKeil  XLYI.  29 
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ms  =  tnpi  mu>,  nc,  hs  und  pq  senkrecht  gegen  die  Regelachse. 
1)  co:ct=:  cticf 

c<*  =  co.on 


et  =  Ordinate  des  Kreises,  dessen  Durchmesser  cn  ist,  in  o; 
c^=  Ordinate  in  o  fSr  die  Ellipse,  deren  gr.  Achse  =xp. 

2)  ^Lxsk  =  900       und  ^xpk  =  90^  (gebildet  von  den  Bai- 
^usk  =  ^sxo  ^xpo  =  ^pku  birungslinien  zweier 
A  usk  co~^Ji3co  A^pocNJ  AjpA-tt  Nebenwinkel) 
ti^mifc  =  aoios  poiao  =  tiA: :/?» 

tif.o^  =  uU.xo po.pu  =  uk,xo 

usipu  =zpo:os 

d.  h.  usips  =  poips 
us  =  po 
pu  =  o« 

3)  m^  =  mp  4)  po  =pc2  =  qt  5}  fm:«p  =  noss^ 

mo  =  niu  $o  =  pu  =z$t  sm^^jsp 

uo^  sq  no  =  i#^  =  om  =  m« 

6)         soisc=:  smisto  7)  #0  =  im —  om 

soiso  -f  IC  =  #m:im -I- no  im  heisse  a  (grosse  Halbachse) 

io-|-ic^€<  so=:a — om 

sm-j-sw  g=  SU opss  a-j-om 

so,su=:  ci.sm  10.0J9  =  (a— om)(a<|-om} 

su^:^  op =:  «* — om* 

so.opss  ct,sm 

8)    tc  (Ord.  in  o)  =  ^  Va'^'-om^ 
ct.sm  =  byTa^^om* 

9)        so,op  =1  ct.sm 

a*-^om*  =  b^  a* — om* 


(fl*-om«)^  =5  6»(fl^— om*) 
a* — om*  ==  6* 


om*  =  fl*-6*  =  g*    («=  Ezcentricität) 
om  =  e  =  mu. 

Also  sind  o  und  u  die  Brennpunkte. 
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111.    Für   die  Hyperbel.    (Taf.  VII.  Fig.  5.) 

Die  Voraussetzungen  sind  denen  des  vorigen  Beweises  ganz 
analog,  on,  wm,  pg  ±^  zur  Achse,  $m=^mp.  Die  BerOhrnngs- 
punbfe  o  und  u  sind  als  die  Brennpunkte  zu  erweisen. 

I)    co:et=^  ction 

et  SS  Ordinate  in  o  lur  den  Kreis  cn  und  die  Hyperbel  ou. 

2)     ^xso  CV)  ^sUu      und    äk^op  CVJ  ^puk 
o$ :  oa:  =  ku :  us  opiox  ::=  ku;  up 

os.ui  ^=  ox.hi       »        op.up  =i  ox.ku 
osiop  =  up:  US 
OS :  op  —  o*  =  up :  u# — w/i 
d.  h.    os:sp  =  up:sp 
3)    Ol  =s  up    und  da    #m  =  mp 
om  =  mtc 

4)        po  =  pd  =  gt  5)  smzsp=s  suoisg 

so  =  pu=its  sm  =  j<p 

no  =  Isg  =  om  =  mu 

6)  «o:«c  c=  sm:su>  7)  so  =  om — tm 

sm^=  a  (Halbachse) 


uo  =  sg 

soisc  c=  sm:su> 

so 

ISO  +  #c  =  smism 
so  -f-*c  =c< 
im  ^no=5Yi 

+ 

<to 

so, SU  =  cf  .«m 

«ti  =  op 

so  =  om  —  a 
op  =  om  -I-  g 


so.op  =  (om — a)(om  \  a) 
=  om^^a^ 


so.op  =  ct.sm 


8)    /c  (Ord.  in  o)  =- Vom^^^^^ 

ct»sm=^bSfom^ — o* 

9)  so.op  =:  ct.sm 

om^ — a^  =  bVoni^ — o* 
(om^  — g^)*  =  b^(om^-^a*) 

om^-'a^=b^ 

om^  =  flg  -f  6^  =  e* 

omss  e  =  mtl. 

Also  sind  o  und  ic  die  Brennpunkte. 


22* 


Digitized  by 


Google 


324  Vebungsaufgaben  für  Schüler, 


UebuQgsaufgaben  für  Schuler. 


Es  ist: 

4«!  a,  =  (öl  +  a»)*—(a«  -  €ij)«, 

24«!  atas=(ai  +«3+  Cj)*-  (01  +a»-08)*— (ßi  +  ßa^fl«)*— (at+«t— «i  )*. 
192o|  a,  o,  a^  =     (Oi  +  a«  +  a,  -f  04)^ 

— (ai+«t  +  fl4  — «b)* 

—  (01+08  +  04— fll)* 
-(fl«  +  08+fl4— ö|)* 

+  (a»  +  fl8-ö4-öi)* 

+  (««+04  — «3  — «1)* 

+  (a»+ö4— flf— öl)* 

Ein  allgemeines  Gesetz,  unter  welcbem  diese  Formeln  als 
besondere  Fälle  enthalten  sind,  bat  Herr  Professor  Tardy  in 
Genoa  in  den  „Annali  di  scienze  matematicbe  e  fisiche, 
compilati  da  Barnaba  Tortolinl.  TomoSecondo.  Roma« 
1851.    p.  287/'  bewiesen. 


Es  ist,  me  sieb  doreb  Entwickelang  des  Quadrats  leicht  all- 
gemein nachweisen  lässt: 

(l  +  a?  +  ar«  +  ar»  +  „..+a;«)« 

l  +  2ar+&r«+4ar»  +  ....+(n-2)aj^8+(n-I)a?«^  +  n«— » 

+  (n+l)x« 

+na?»+-H  (n— l)ar"+«+ (n-2)a!*H+....+3a?*^«+ar*^+Ä*», 

und  well  nun 
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ist,  80  ist  aoch: 


(^) 


l  +2*  +  ar«  +  4^-»  + . . . .  +  (n— 2)a:"-3  +  (n— l)ar*-*  +  nx*-^ 


Jede  durch  die  gerade  Linie»  welche  die  Mittelpunkte  zweier 
einander  gegenüberstehenden  Seite»  eines  Tetraeders  mit  ein- 
ander verbindet»  gelegte  Ebene  theilt  das  Tetraeder  in  zwei  ein- 
ander gleiche  Theile. 


In  der  Ebene  eines  gewöhnlichen  Vierecks  den  Punkt  zu 
bestiiDinen,  dessen  Entfernungen  von  den  vier  Ecken  des  Vier- 
ecks, in  die  zwei  den  entsprechenden  Ecken  gegenüberstehenden 
Seiten  multipliclrt»!  gleiche  Producte  geben. 


I^ebraatB» 

In  Taf.  III.  Flg.  16.  seien  aus  den  Punkten  C  und  C 
mit  gleichen  Halbmessern  zwei  Kreise  beschrieben, 
von  denen  jeder  durch  den  Mit  telpunktdes  anderen  geht. 
Die  Durcbschnittspunkte  der  Centrallinie  dieser 
beiden  Kreise  mit  ihren  Peripherieen  seien  O  und  0^ 
In  einem  beliebigen  Punkte  7^  der  Peripherie  des  um 
C  beschriebenen  Kreises  ziehe  man  an  denselben  eine 
Berührende,  fälle  von  dem  Punkte  O  auf  diese  Berüh- 
rende ein  Perpendikel  OM,  und  ziehe  CM  und  CT; 
so  Ist  der  Winkel  MCO'  dreimal  so  gross  als  der  Win- 
kel TCO'. 

Diesen  Satz  hat  Herr  Professor  Cesare  Toscani  in  Siena 
in  den  „Annall  dl  Scienze  matematiche  e  fisiche,  com- 
pilati  da  Barnaba  Tortolini.  Tomo  Terzo.  Roma.  1852. 
p.  276"  bewiesen,  und  zur  Trisection  des  Winkels  angewandt. 
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M    i    8    c    e    I    I    e    n. 


In  ThI.  XXXIX.  S.479.  habe  ich  bewiesen,  dass 

«•  +  (a  +  d)*  +  (a  +  2rf)»+....  +  (a+nd)» 

__{(a  +  {n'H)d)(a  +  nd)\^-\a(a-d)\* 
"-  43 

ist,  und  will  hier  nachträglich  bemerken,  dass  diese  SummeDfor- 
mel  sich  noch  in  zweckmässiger  Weise  transformiren  lässt.  Es 
ist  nämlich: 

|(a  +  («  +  l)d)(«+f»<ÖI*-{a(a-d)|« 

=  l(fl+(«+I)rf){a+«c£)+a(a-d)l{(a  +  (»+l)d)(a+itrf)-a(a— «i)l, 

aber«  wie  man  leicht  findet: 

(a  +  (n  +  l)d)(a+nd)  -t-aia-^d)  =  2a*+2iiad  +  fi(«+  I)d« 

_  4a«+4iiflcf-f  n«cP+2«(n-f  l)cP-n«<P 
""  2 

_  (2a  +  nd)*-{^n{n  +  2)d^ 
_  _ 

und 

(a  +  (n  + 1)  c?)  (a +»Mf)— a{a— rf)=  (n+ l)d(2a+fw£) ; 
also  nach  dem  Obigen: 

«•  +  (a+d)»  +  (a  +  2rf)»+....+(a+nrf)» 

_  (n-H)f2a-fnd){(2fl-f«d)«  +  yi(n+2)<P} 
g 
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Ffir  a  =  0  und  d^l  erhält  man  hieraus : 

wie  bekannt.  G. 


Es  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

,ii(w  +  l),«      ^n(n-H)(it-|-2)(n4-3)      ^n{n  +  l)(n+2)  .  nin+l) 
?    1.2    ^    "^  1.2.3.4  ""^        1.2.3       ^     1.2    ' 

Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  für  ii  nach  und  nach  1,  2»  3» 
4,  ....  n  und  summirt  mittelst  der  bekannten  Summirung  der 
6garirten  Zahlen,  so  erhält  man  auf  der  Stelle: 

>L2i*      .2^>*      jSJ«      .4.6«  .   cn(n-H).« 

<i.2<  +  a.2«  +h.2*  +?r:2?  +•••  +  ?   1.2  » 

_  ,«(»+l)(«+2)(n-h3)(«+4)     ^n(ii-H)(n-f2)(n-t-3) .  n(«+l)(wf2) 
-"  1.2.3.4.5  ~°         1.2.3.4         ^      1.2.3 

Weiter  entwickelt  wird  diese  Samme: 

3n»+15n* + 2Sn»+ 15««+ 2n 
57475  ' 

oder: 


Der  in  Tbl.  XLV.  8.  217.  roitgetheilte  Satz: 

»,Die  Huhendurchschnittspankte  dervierDrei- 
ecke,  die  ein  vollständiges  Viereck  darbietet, 
liegen  in  einer  geraden  Linie'' 

ist  allerdings  nicht  neu,  und  findet  sich  schon  im  Archiv.  Tbl.  III. 
8.231.  in  einer  Abhandlung  von  F.  Seydewitz^  wo  er  auf  fol- 
gende Art  ausgesprochen  wird : 

„Die  Hohenpunkte  der  vier  Dreiecke,  welche 
von  vier  beliebigen  Geraden  gebildet  werden, 
liegen  in  einer  geraden  Linie.'' 

Zugleich  wird  dort  Herr  Heine  n  als  Erfinder  genannt,  worauf 
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wir  hier  ganz  besonders  hinweisen.  Der  Sats  ist  a.  a.  O.  aus 
allgemeineren  Betrachtungen  abgeleitet  worden.  Dqrch  die  Mit- 
tbeilung  desselben  in  Tbl.  XLV.  S.  217.  sollte  vorziigrich  die  An f- 
suchung  elementarer  geometrischer  Beweise  veranlasst  werden, 
um  den  Satz  in  die  geometrischen  Elemente  aufoebmen  zu  können, 
wozu  er  sich  gewiss  sehr  gut  eignet.  Die  mir  bis  jetzt  gutigst 
zugesandten  Beweise  will  ich  nun  im  Folgenden,  ohne  ängstliche 
Unterscheidung  dessen,  was  diese  Beweise  vielleicht  gemein- 
schaftlich haben,  sämmtlich  mittheilen,  mit  noch  anderen  in 
zweien  der  mir  eingesandten  Aufsätze  enthaltenen  geometrischen 
Bemerkungen.  Der  Herausgeber. 


Beweis  des  Satzes:  Die  Höhendurchschnittspunkte 
der  vier  Dreiecke,  die  von  vier  beliebigen  sich  durch- 
schneidenden geraden  Linien  gebildet  werden  (oder: 
die  ein  vollständiges  Viereck  darbietet),  liegen  in 
einer  geraden  Linie. 

Von  Herrn  Carl  Schmidt  in  Spreinberg. 

Das  vollständige  Viereck  sei  ^fiCZ>£:F  (Taf.  III.  Fig.5.);  die 
vier  Dreiecke  desselben  sind  ABFy  ACD,  BCE  und  DBF.  Ich 
betrachte  drei  beliebige  unter  ihnen,  etwa  die  drei  ersten.  Die- 
sen drei  Dreiecken  zugleich  gehurt  von  den  vier  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierecks  nur  ABC  an;  die  Punkte  A^  B,  C  liegen 
also  in  einer  geraden  Linie  und  jeder  ist  Eckpunkt  von  zweien 
der  betrachteten  Dreiecke.  Ich  ziehe  von  jedem  dieser  drei  End- 
punkte in  jedem  seiner  zwei  Dreiecke  die  Höhen.  Diese  sechs 
Höhen  sind  je  zwei  einander  parallel  als  Senkrechte  zu  je  einer 
der  drei  anderen  Seiten  des  vollständigen  Vierecks,  und  diese 
drei  Paar  Parallelen  geben  zwölf  Durchscbnittspunkte:  drei  der- 
selben sind  ihre  Ausgangspunkte  A,  Bf  C,  die  in  gerader  Linie 
liegen;  drei  sind  die  „Höhendurchschnittspunkte''  der  drei  be- 
trachteten Dreiecke',  nämlich  bezieblich  Z,  Y,  X,  von  denen  be- 
wiesen werden  soll,  dass  sie  in  gerader  Linie  liegen;  die  sechs 
übrigen  sind  je  drei  und  drei  die  Ecken  zweier  von  den  Höhen- 
linien gebildeter  Dreiecke  GHJ  und  Cr|i7|«/|.  Ich  betrachte 
eins  dieser  Dreiecke,  etwa  GHJ,  mit  Bezug  auf  die  Punkte  A, 
B,  C,  die  auf  seinen  Seitenlinien  liegen,  und  dann  mit  Bezog 
auf  die  Punkte  Z,  F,  X,  die  auch  auf  seinen  Seitenlinien  liegen. 

Nach  dem  Satze  des  Menelaus  ist 

AG.BH.CJ=  AJ.BG.CH. 
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leb  setze  aus  den  ersten,  aus  den  zweiten  und  aus  den  dritten 
Factoren  dieser  Producte  drei  Proportionen  an,  uro  auf  die  Pnnicte 
Z,  F,  X  überzugehen  : 

AGiAJ  =  ZGiZa, 

BH.BG^  XH.XJ, 

CJ  :CH=  yjiFG, 

Da  das  Product  der  ersten  Glieder  dieser  drei  Proportionen  gleich 
dem  der  zweiten  ist,  so  ist  auch  das  Product  der  dritten  Glieder 
gleich  dem  der  vierten,  also: 

ZG.XH.YJ  =  ZH.XJ.YG, 

woraus  nach  der  Umkehrung  des  Menelaus  folgt,  dass  die  drei 
Punkte  Z,   F,  X  in  gerader  Linie  liegen. 

Betrachte  ich  noch  die  beiden  ersten  Dreiecke,  ABF  und 
ACDj  zusammen  mit  dem  vierten,  DEF»  dessen  Huhendurch- 
Schnittspunkt  W  beissen  mag,  Indem  ich  dabei  als  Hohenaus* 
gangspunkte  die  Punkte  B,  F,  E  der  diesen  Dreiecken  zugleich 
zugehörigen  Vierecksseite  benutze,  so  ergiebt  sich,  dass  auch 
Z,    F  und  W  derselben  geraden  Linie  angehören. 

Es  liegen  also  alle  vier  Huhendurchschnittspunkte  In  einer 
einzigen  geraden  Linie. 

Der  vorstehende  Beweis  beruht  auf  den  beiden  Theoremen, 
die  an  die  Spitze  der  Lehre  von  den  Transversalen  gestellt  wer* 
den,  dem  Satze  des  Menelaus  und  der  Umkehrung  dieses  Satzes. 
Der  Satz  selber  dreht  sich  um  die  einfachsten  Begriffe  und  könnte 
schon  im  geometrischen  Anschauungsunterricht  als  Probe  exacter 
Zeichnung  dienen.  Für  eine  etwaige  Behandlung  desselben  im 
Unterricht  —  zu  dem  Zwecke,  unmittelbar  nach  dem  Menelaus 
und  dessen  Umkehrung  eine  Anwendung  folgen  zu  lassen,  die 
den  Nutzen  dieses  Satzes  ins  Licht  stellt,  —  wurde  es  gerathen 
sein,  den  Beweis  zu  theilen,  so  dass  der  an  sich  schon  merk- 
würdige Satz^  der  den  Kern  des  Beweises  bildet,  etiva  in  folgen- 
der Fassung  voranginge: 

Durchschneiden  sidi  drei  Paar  Parallelen  und  liegen  drei 
Durchschnittspunkte,  die  sämmtlichen  sechs  Linien  angeboren, 
in  gerader  Linie,  so  liegen  auch  diejenigen  drei  Durchschnitts- 
punkte, welche  zu  den  ersteren  die  Gegenecken  der  Parallelo- 
gramme bilden,  in  gerader  Linie. 
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B. 


Schreiben  des  Herrn  Oberlehrers  v.  Behr  in  Konigsbcrt^  i.  Pr.  an  den 

Herausgeber 

In  dem  Bd.  45.  Heft  2.  8.  217.  Ihres  Archivs  finde  ich  einen 
Lehrsatz  mitgetheilt ,  den  ich  vor  etwa  vier  Jahren  einmal  in  der 
Schule  zum  Beweis  vorgelegt  habe.  Einer  meiner  Schüler 
(Hu lisch,  jetzt  Bauakademiker  in  Berlin)  lieferte  mir  damals 
folgenden  Beweis,  den  ich,  weil  er  ganz  geschickt  ist,  mir  notirte 
und  Ihnen  hiermit  zur  Verfügung  stelle. 

liClirsatsB.  Die  Hohenschni  ttpunkte  der  vier 
Dreiecke,  welche  ein  vollständiges  V'ierseit 
darbietet,  liegen  auf  einer  geraden  Linie. 

Der  Beweis  stützt  sich  auf  den  Hitfssatz:  Wenn  P  der 
Höhenschnittpunkt  in  einem  Dreieck  ABC  ist,  so  ist  das  Stück 
CP  nur  von  dem  Winkel  C  und  der  gegenüberliegenden  Seite 
AB  abhängig,  nemlich  =  AB.coi^C. 

In  Taf.  HI.  Fig.  6.  sei  nun  Pj  der  Huhenpunkt  im  Dreieck 
ABC,  Pa  im  Dreieck  BEF,  P^  in  ADF  und  P^  in  DCE.  Man 
kann  nun  zunächst  beweisen,  dass  die  Linie  PjPj  parallel  P3P4 
sein  muss.  Es  sei  nemlich  O  der  Schnittpunkt  der  Hohen  AG  und 
EJ ,  auf  denen  die  Punkte  P|  und  P^  liegen;  da  nun  offenbar 
OPi  II  DP^i  und  OPa  II  DP^,  so  bleibt  nur  noch  übrig,  zu  zeigen, 
dass  OPi :  OP^  =  DP^xDP^.  Nun  sind  OP^  auf  AB  und  OP«  aaf 
BC  unter  gleichen  Winkeln  projicirt  in  JK  und  GH\  dieselben 
Strecken  sind  aber  zugleich  auch  die  Projectionen  von  CE  auf 
AB  und  von  AF  auf  BC  unter  gleichen  Winkeln.  Daher  Ist 
schliesslich  OPi :  OPi^  =  CEi  AF.  Andererseits  ist  in  dem  Dreieck 
CDE  nach  dem  oben  angeführten  Hilfssatz  DPj^  =  CE.cotgCDE 
und  in  dem  Dreieck  ADF  ebenso  DP^  r=z  AF.cotgADF;  daraus 
folgt  DP^:DP^=z  CEiAF,  Aus  dieser  und  der  vorigen  Propor^ 
tion  aber  ergibt  sich 

OP^.OP^  =  DP^.DP^, 
Hieraus  folgt,  wie  zu  Anfang  bemerkt  wurde,  dass  P1P9  ||  PsPi-  — 
Da  sich  nun  ganz  eben  so  beweisen  lässt,  dass  P1P3  ||  P2P4  und 
auch  P1P4 II  P^^y  so  müssen  alle  vier  Punkte  auf  derselben  geraden 
Linie  liegen. 


Der  Lehrsatz  von  Herrn  Alessandro  Dorna  über  ein  Pa- 
rallelepipedom  findet  seinen  Beweis  in  einer  leicht  auf  der  Hand 
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liegenden  elemeutaren  Betrachtung  de«  Dorcbschnitts  durch  zwei 
gegenüberliegende  parallele  Kanten.  In  Taf.  III.  Fig.  7.  sind  AB' 
und  A'B  Diagonalen  von  Parallelogrammen,  m  and  m'  Ihre  Mitten. 


Der  andere  Lehrsatz  desselben  Mathematikers  über  das  Ver* 
hältniss,  in  welchem  sich  die  drei  durch  einen  Punkt  ilf  gebenden 
Transversalen  eines  Dreiecks  schneiden: 

AM       AE     AF 
DM  -  CE^  BF 

lässt  sich  auf  folgende  Art  leicht  geben. 

Betrachtet  man  BE  in  Taf  III.  Fig.  8.  als  eine  Transversale, 
welche  die  Seiten  des  Dreiecks  ACD  in  den  Punkten  E,  B  und 
M  schneidet,  so  gilt  bekanntlich  die  Gleichung: 

DM.CB.AE  =  AM.DB.CE, 
abo: 

.4Äf       Cß  ^  CD     AE 

DM  ~  DB'CE  -  t'  +  BD^  '  CE 

AE     CD.AE 
""  CE^ BD.CE 

Ausserdem  gilt  bekanntlich  auch  wegen  der  drei  durch  M  gehen- 
den Transversalen  die  Gleichung: 

CD.AE.BF=  BD.CE.AF, 
d.  I.: 

CD.AE _  AF 

BD.CE^  BF 

Dieses  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  gibt  das  Resultat: 

AM  _AE      AF 
DM^CE+BF' 


€. 

Deber  Terschledene  geometrische  Sätie. 

Von  Herrn  Oberlehrer  Dr. S t a m m e r  an  der  Realschule  in  Düsseldorf. 

L    Der  In  Tbl.  XLV.  Nr.  IX.  S.  217.  aufgegebene  Satz   über 
die  Durchschnlttspunkte  der  Hohen  der  vier  Dreiecke  eines  voll- 
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st&ndigen  Vierseits  lässt  sich  aaf  gans  elementarem  Wege  be- 
weisen. 

In  dem  vollständigen  Vierseit  ABCDEF  (Taf.  III.  Fig.  9.) 
betrachten  wir  zunächst  die  drei  Dreiecke  EBC^  ABF,  SAD, 
deren  Huhendurchschnittspunkte  iff,  N,  O  sind. 

Die  beiden  Paraellelen  Aa,  Eb,  von  den  Transversalen  Bf, 
/^j3  durchschnitten»  liefern  BKiKM^r:  BA:AE.  Ebenso  ergeben 
die  Parallelen  Bß*,  Es'  mit  den  Transversalen  EB,  FA  die  Pro- 
portion : 

LAiAO  =  BAiAE. 
Daher : 

LAiAO  =  BKiKM, 

woraus  folgt,  dass  NOM  eine  (Gerade  ist,  wenn  man  NB9  Na, 
NO  als  Strahlen,  von  den  Parallelen  LO,  Bjli  durchschnitten, 
ansieht  Auf  derselben  Geraden  liegt  natürlich  auch  der  vierte 
Durchschnittspunkt. 

II.  Der  Satz  vom  Parallelepiped,  dass  nämlich,  wenn  A  und 
A'  zwei  gegenüberliegende  Ecken  und  AB,  AC,  AD  und  A'B\ 
A'C\  A'iy  die  in  denselben  zusammenstossenden  Kanten  sind, 
die  Diagonale  AA'  von  den  Ebenen  ßCD  und  Bf  C  W  in  drei 
und  von  den  Schwerpunkten  der  beiden  abgeschnittenen  Tetraeder 
des  Parallelepipeds  in  vier  gleiche  Theile  getheilt  wird:  ergiebt 
sich  sogleich  aus  der  Betrachtung  der  Diagonalebene  ABA'Bf, 
welche  alle  genannten  Theilpunkte  enthält 

III.  Der  einfachste  Beweis  der  Umkehrung  des  Ptolemäi- 
schen  Lehrsatzes,  der  sich  ganz  an  den  gewöhnlichen  Beweis 
des  ursprünglichen  Satzes  anschliesst,  dürfte  der  folgende  sein. 

In  Taf.  III.  Fig.  10.  macht  man  jiLCBE  =  2LABD  (wie  bei'm 
directen  Satz)  und  j^BCE  =  ^BDA  (welche  im  Kreisviereck 
gleich  sind).     Daher  Dreieck  DCE  02  Dreieck  ADB,  folglich: 

BC:BE  =  BD:BA, (1) 

BC:CE=z  BD: AD ^) 

Schreibt  man  die  erste  dieser  Proportionen  BCiBD=zBEiBA 
und  bedenkt,  dass  auch  ^DBC^  Z.ABE,  so  folgt,  dass  Drei- 
eck DBC  CO  Dreieck  ABE,  mithin  DCiBD  =  AEiAB.  Ans 
dieser  und  der  Proportion  (2)  folgt  weiter: 

DC.AB+BC.AD  =  BD.{AE  +  CE), 
welche  Gleichung,  mit  der  Annahme  verglichen,  lehrt,  dass  E  auf 
AC  liegt,  wodurch  der  Satz  bewiesen  ist 
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IV.  Die  Transversalen  des  Tetraeders  und  Sätze 
ober  die  Transversaleo  im  Viereck. 

Ich  bezeichne  die  Ecken  des  Tetraeders  mit  A,  B,  C,  D, 
die  auf  den  gegenüberliegenden  Ebenen  beGndlichen  Fasspunkte 
der  Transversalen  mit  «,  ß,  y,  d,  und  endlich  die  Theilpunkte  der 
Kanten  AB,  AC,  BQ  u.  s.  w.  mit  (06),  (ac),  (bc),  u,  s.  w. 

Betrachtet  man  jede  der  vier  Ecktransversalen  als  gemeinschaft- 
liche Uurchschnittslinie  von  drei  Ebenen,  welche  durch  die  in 
der  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  gelegt  sind,  so  erkennt 
man  zunächst^  dass  die  Spuren  von  je  drei  zusammengehörigen 
Ebenen  auf  der  der  Ecke  gegenüberliegenden  Tetraederfläche  die 
drei  in  Einem  Punkte  sich  schneidenden  Ecktransversalen  des 
Dreiecks  sind.  Ein  System  von  vier  in  einem  Punkte  sich  schnei- 
denden Ecktransversalen  des  Tetraeders  erhält  man  demnach, 
wenn  man  durch  einen  Punkt  im  Räume  und  die  Kanten  des 
Tetraeders  die  sechs  Ebenen  legt.  Als  allgemeinste  Bedingung 
für  die  Transversalen  kann  man  daher  die  folgende  aufstellen: 

Die  vier  Durchschnittspunkte  a,  ß,  /,  8  der 
Ecktrausversalen  des  Tetraeders  mit  den  ge- 
genfiberliegenden  Ebenen  müssen  so  beschaf- 
fen sein,  dass  die  In  diesen  Ebenen  durch  die 
Punkte  gezogenen  Ecktransversalen  der  Drei- 
ecke die  Kanten  des  Tetraeders  zu  je  zweien 
In  .denselben  Punkten  (ab),  (ac)  u.  s.  w.   treffen. 

Durch  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  der  Te- 
traedertransversalen gehen  auch  die  drei  Geraden,  welche  die 
Theilpunkte  von  je  zwei  gegenfiberliegenden  Kanten  verbinden. 
Von  den  sechs  Theilpunkten  sind  drei  willkOrlicb,  welche  aber 
weder  auf  den  Seiten  derselben  Fläche,  noch  auf  den  Kanten 
derselben  Ecke  liegen  dürfen.  Die  anderen  erhält  man  durch 
Constrnction  oder  mit  Hülfe  der  bekannten  .Gleichung  flir  die 
Transversalen  des  Dreiecks. 

Einen  besondern  Fall  bildet  das  Tetraeder,  In  welchem  die 
gegenfiberliegenden  Kanten  senkrecht  auf  einander  stehen^  und 
welches  man  dadurch  erhält,  dass  man  die  vierte  Fläche  senk* 
recht  auf  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  legt,  die  durch  die 
drei  Kanten  der  gegenüberliegenden  Ecke  senkrecht  auf  deren 
Seiten  gelegt  sind«  Der  schon  von  Heis  in  seiner  Stereometrie 
und  in  diesem  Archiv  (Theil  XXXI.  Seite  42.)  bewiesene  Satz, 
dass  die  Hohen  eines  solchen  Tetraeders  sich  in  Einem  Punkte 
scbneideo,  ist  ein  besonderer  Fall  des  obigen  allgemeinen  Satzes. 


Digitized  by 


Google 


334  msceilen. 

Es  folgt  aber  daraus  aoch,  dass  in  diesem  Tetraeder  sich  die 
Linien  der  kürzesten  Entfernungen  der  gegenüberliegenden  Kan- 
ten in  Einem  Punkte  schneiden. 

Betrachtet  man  die  Projektion  des  Tetraeders  als  eine  ebene 
Figur,  so  gelten  für  dieselbe  die  fiir*s  Tetraeder  beiviesenen  pro- 
jektivischen  Eigenschaften.  Die  Ecken  des  Tetraeders  sind  jetzt 
die  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks  (nach  Steiner,  zum 
Unterschied  von  Vierseit),  die  Kanten  sind  die  sechs  Seiten 
des  Vierecks  u.  s.  it.  Die  Sätze  heissen  jetzt:  Zieht  man  in 
^  einem  der  vier  Dreiecke»  welche  zu  Ecken  je  drei  der  Ecken  des 
vollständigen  Vierseits  haben,  zwei  beliebige  Ecktransversaleu  und 
in  einem  anderen  ! Dreieck  eine  Ecktransversale,  so  erhält  man  für 
alle  vier  Dreiecke  je  ein  System  von  drei  sich  in  Einem  Punkte 
schneidenden  Ecktransversalen  der  Art,  dass  jede  der  sechs 
Seiten  des  Vierecks  von  je  zwei  Transversalen  in  demselben 
Punkte  getroffen  wird  (auch  direkt  zu  beweisen).  Die  vier  Ge- 
raden, von  welchen  jede  den  Durchschnittspunkt  der  Transver- 
salen eines  Dreiecks  mit  dem  vierten  Eckpunkt  des  Vierecks 
verbindet,  schneiden  sich  in  Einem  Punkte.  Durch  denselben 
Punkt  gehen  auch  die  Geraden,  welche  die  Theilpunkte  von  je 
zwei  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vierecks  verbinden. 

Ein  besonderer  Fall  des  letzten  Satzes  ist  der  bekannte  Lehr- 
satz, dass  sich  die  Verbindungslinien  der  Mitten  der  gegenüber- 
liegenden Seiten  eines  gewöhnlichen  Vierecks  und  der  Mitten 
der  Diagonalen  in  Einem  Punkte  schneiden. 

Vermöge  des  Prinzips  der  Dualität  erhält  man  f&rs  voll- 
ständige Vierseit  folgenden  Satz:  Nimmt  man  auf  zwei  Seiten 
eines  der  vier  Dreiecke,  welche  von  je  drei  Seiten  des  Vierseits 
gebildet  werden,  zwei  beliebige  Punkte  an  und  fegt  durch  die- 
selben eine  Gerade,  so  bestimmt  diese  auf  der  dritten  Seite  einen 
neuen  Punkt.  Die  Geraden,  welche  diese  Punkte  mit  den  Gegen- 
ecken verbinden,  bestimmen  auf  den  anderen  gegenGberliegenden 
Seiten  neue  Punkte,  durch  welche  wieder,  wenn  noch  ein  Punkt 
beliebig  angenommen  worden ,  drei  neue  Transversalen  bestimmt 
werden.  Auf  diese  Weise  erhält  man  vier  Dreieckstransversalen 
der  Art,  dass  jede  der  sechs  Ecken  des  Vierseits  mit  zwei  Theil- 
punkten  auf  einer  Geraden  liegt.  Dann  liegen  die  vier  Punkte, 
von  welchen  jeder  der  Durchschnitt  einer  Vierecksseite  mit  der 
Transversale  des  nicht  zu  der  Seite  gehörigen  Dreiecks  ist»  in 
einer  Geraden,  auf  welcher  sich  auch  die  sechs  durch  die  Ecken 
gehenden  Geraden  zu  je  zwei  schneiden. 

Diese  Sätze  sind  natfirtich  nicht  die  allgemeinsten,  die   sicli 
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über  das  Viereck  und  doa  Vterseit  aufstellen  lassen,  wie  schon 
ihre  Herlcitung  ergiebt,  insofern  der  Durchschnittspunkt  xvreier 
<ieraden  in  der  Ebene  nicht  nothivendi«^  die  Projektion  des 
Dorchschnittiipunktes  im  Räume  der  projicirten  Geraden  ist. 


BemerkiDg  über  die  BereehiuDg  des  Vlachcihbalts  geradliniger 
PigMren  duck  Trapcila. 

Von    dem    II  eraiiaj^eber. 

Vielleicht  mögen  die  folgenden  einfachen  Bemerkungen  aber 
die  bei  geodätischen  Rechnungen  so  oft  vorkommende  Berechnung 
des  FlScheninhalts  geradtinigf^r  Figuren  durch  Trapezia  nicht  ganx 
ohne  Interesse  sein. 

In  Taf.  III.  Fig.  II.  seien  AA'  und  BB'  auf  verschiedenen 
Seiten  von  AB  auf  dieser  Geraden  senkrecht,  und  hierauf  iverde 
A*B^  gesogen.    Dann  ist: 

^^ACA'-^^BCB')^AA\AC—BB\BC\ 

aber: 

AA'iBB'  =5  ACiBC 
oder: 

AA\BC=  Bß'.AC, 
also: 

^^ACA'-^-^BCB')  =  AA'.AC  +  AA'.BC-^BB'.AC^BB.BC 

=  AA'.{ACi^BC)--BB'.iAC^BC) 

=  (AA'--^BB)(AC+BQ, 
und  folglich: 

I).   .   .   .2{^ACA'--^BCB')=:(AA'-^BB').AB, 

oder: 

2).   .   .   .  2(^BCB^^ACA')z=:iBB''-^AA').AB. 

In  Taf.  IIL  Fig.  12.  ist  nun,  wenn  durch  die  Ptgur 

abcdefaßySi^ 

deren  Flächeninhalt  wir  durch  F  bezeichnen  wollen,  die  beliebige 
Axe  MN  gejegt  ist,  und  von  den  Ecken  der  Figur  auf  dieselbe  wie 
gewObnlich  Perpendikel  genillt  worden  sind: 
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+  (66'+  cc').6V       +  ißß'-t'  yr')'ßV 
+  (cc'+  dd!).c'd!      +  ()7'+  W)./^' 

^{ee' öftrer 

+  2  ( A  ama'  —  A  ß»««')  +  2(A  «««'  —  A  /»/*')' 

also  nach  1)  oder  2): 
3).    .    .    .2F  =      (aa'+66').a'Ä'  +  (aa'+ /3/30 •  «T 

+  (rfrf'+  €eO .  rf'e'    f  («d'  +  w') .  «'e' 

+  («a'-«a').«V  +  («'-/JT).«'/'. 

Man  sieht  hieraus  deutlich^  wie  man  in  solchen  Fällen  ivie 
der  obige  zu  rechnen  hat;  auf  weitere  Erörterungen  Clber  vor- 
stehende Formel  und  Verallgemeinerungen  derselben  mittelst 
des  Positiven  und  Negativen  wollen  wir  uns  nicht  einlassen ,  da 
das  Obige  fQr  die  Praxis  vollständig  genCgt. 


Zu  geometrbclieD  CoHstrictloD  der  Herten  «nd  der  mittlere! 
ProportloDtle« 

Von  Herrn  Dr.  K.   Weihranch  in  Arenfburg  anf  der  Inael  Oetel 

in  Livland. 

Die  gewöhnlichen  Lösungen  der  Aufgabe,  zu  drei  gegebenen 
Linien  die  vierte,  zu  zwei  gegebenen  die  mittlere  Proportionale 
zu  finden,  für  erstere  durch  Auftragen  der  Linien  auf  die  Schen- 
kel eines  beliebigen  Winkels  und  Parallelenziehen,  fOr  letztere 
durch  Construction  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  stehen  in  keinem 
Zusammenhange.  In  didaktischer  Hinsicht  muss  es  angenehm 
sein,  eine  Lösung  angeben  zu  können,  die  beide  Fälle  umfasst. 

Set  abc  (Taf.  III.  Fig.  13.)  ein  Dreieck,  in  dem  die  Höhe  be 
gezogen  ist    Ein  Beweis  des  Satzes,   dass  die  drei  Höhen  sieb 
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in  eioem  PaDkte  schneiden,   besteht  bekanntlich  darin,  dass  die 

GrSsse  der  Abschnitte  eo,  vrelcbe  durch  die  zweite  und  die  dritte 

Hube  ad  und  cf  auf  be  hervorgebracht  werden,  sich  beide  Male 

ae .  ec       .,  ^ 
=  -JJ-  ergibt. 

Sind  also  die  Linien  m,  n,  p  gegeben,  so  trage  man  an  einen 
Endpunkt  von  n  die  Linie  p  als  Verlängerung^  die  Linie  m  als 
Normale  auf  j9-|-ft,  verbinde  die  Endpunkte  und  ziehe  im  entstande- 
nen Dreieck  eine  zweite  Hohe;  der  untere  Abschnitt  x  auf  der 
ersten  Hohe  ist  dann  die  gesuchte  vierte  Proportionale  zu  m,  n,  p. 
(Taf.  HI.  Fig.  14.  und  Fig.  15.}. 


Fällt  der  Punkt  o  (Taf.  I IL  Fig.  13.)  mit  b  zusammen,  wie 
es  beim  rechtwinkligen  Dreieck  geschiebt,  so  wird  m  =  x;  der 
Ort  des  Scheitels  wird  durch  einen  Halbkreis  über  ti-f  p  bestimmt, 
und  man  erfahrt  die  Grösse  von  m  und  x  durch  eine  aus  dem  n 
und  p  geroeinsamen  Punkte  gezogene  Normale,  was  eine  der  be- 
kannten Constructionen  für  die  mittlere  Proportionale  ist.  Auch 
die  andere,  vermittelst  der  Kathete  und  des  anliegenden  Ab- 
schnittes, erlaubt  einen  ähnlichen  Zusammenhang  nachzuweisen. 
Id  Taf.  III.  Fig.  13.  ist  ab:ac:=ae:af,  was  für  die  vierte  Propor- 
tionale abermals  eine  leichte  Construction  an  die  Hand  gibt;  teilt  f 
mit  b  zusammen,  wie  beim  rechtwinkligen  Dreieck,  so  kommt  die 
genannte  zweite  Losung  zum  Vorschein. 


Veber  einen  Sati  ron  der  lyperbel. 

Von  dem   Herausgeber. 

So  viel  ich  weiss,  hat  Brianchon  den  Satz  gefunden, 
dass  der  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  der 
drei  Hohen  eines  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  be- 
schriebenen Dreiecks  jederzeit  ein  Punkt  derselben 
Hyperbel  ist  Analytisch  lässt  sich  dieser  Satz,  der  nach 
meiner  Meinung  zweckmässig  als  Uebung  in  der  Theorie  der 
Kegelschnitte  und  der  analytischen  Geometrie  benutzt  werden 
kann,  ohne  Schwierigkeit  auf  folgende  Art  beweisen^  wobei  es 
mir  nicht  darauf  ankommt,  wenn  die  folgende,  jedenfalls  weniger 
bekannte  Darstellung,  schon  anderwärts  gegeben  sein  sollte,  was 

Theil  XLVL  2:^ 
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ich  nicht  weias,    und  aach  in  diesem  Aagenbliclce  nicht  weiter 
ontersQchen  mag. 

Wir  legen  die  beiden  anf  einander  senkrecht  stehenden 
Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel  als  Axen  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems  der  xy  za  Grnnde;  dann  ist»  wenn 
wir  die  sogenannte  Potenz  der  Hyperbel  durch  IS^  bezeichnen, 
die  -Gleichung  derselben : 

xy  =  ö« 

Ein  beliebiges  in  die  Hyperbel  beschriebenes  Dreieck  sei 
AqAiA^  und  die  Coordinaten  seiner  Ecken  Aq,  Ag^  A^  seien  be- 
ziehungsweise ^o>^o;  ^uVi^  ^^yy%\  <so  ist: 

av)yo  =  s*»  ^i  Vi  =  s*»  ^y%  =  s*. 

Die  Gleichungen  der  Seiten  A^A^  und  AgA^  sind: 

y-yo-5-=r~(^-a:o), 

also  sind  die  Gleichungen  der  von  Aq  anf  Ai  A%  und  von  il|  auf 
^0^  gefüllten  Perpendikel : 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  mQssen  sc,  y  bestimmt  werden, 
um  den  H5hendurchschnitt  {xy)  zu  finden.    Nun  ist  aber: 

yo  = 
und: 


3^0  =  ^-   »1  =  ^'   y«  =  ^. 


5*  S«  5«^ 

yo        '      yi  yi 

also  nach  dem  Obigen: 

y-yo  =  ^5«    s«(^-^o)  =  -=5^  (a?— «^). 

^0     ^a 
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und: 

5«      5« 

yo — y«  yoy* 

Wir  haben  also  die  GleicboDgen: 

and: 

ans  denen  man  durch  Snbtraction  die  Gleichungen: 

yi  — yo  =        gi      «» 
(yi— yo)y« 


yi     yo  ö*      '^' 

a?aJ?  _        5*       yjy  ^^       5*  . 


also: 

folglich: 

also :  _  _ 

«0^1 «««  =  —  o*,  yoyi  y«y  =  —  ö* 

erhftit,  welche  Gleichungen  an  sich  bemerkenswerth  sind.  Durch 
Multiplication  ergiebt  sich: 

^oyo-^iyi-^«ya-^  =  ö*» 

also  nach  dem  Obigen: 

5*5*ö*a:y  =r  Jh^xy  =  5*, 
folglich: 

xy  =  5*, 

so  dass  also  der  Punkt  (:ry),  nämlich  der  gemeinschaftliche 
Dnrchschnittspunkt  der  drei  Höhen  des  in  die  Hyperbel  beschrie- 
benen Dreiecks  AqAiA^,  ein  Punkt  derselben  Hyperbel  ist, 
wie  behauptet  wurde. 


«3* 
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Einige  BemerkoHgen  über  das  tob  ilen,  toh  den  Spitien  eines  Brel- 

eeks  Bteh  den  littelpnnkten  der  fiegensciten  gesogenen  TransTersalen 

tis  Seiten   gebildete    Breieek. 

Von  dem  Herausgeber. 

Das  von  deo  Transversalen,  welche  die  Spitzen  A,  B,  C 
eines  Dreiecks  ABC  mit  den  Mittelpunkten  der  Gegenseiten 
a,  hy  c  verbinden,  die  beziehnngsiveise  durch  a,  ß,  y  bezeichnet 
werden  mögen,  gebildete  Dreieck  ist  schon  ol^  betrachtet  wor- 
den, auch  von  mir  selbst  analytisch  und  rein  geometrisch  in 
meinen  Supplementen  zum  niatheroatiscben  Wörter- 
buche.  Tbl.  L  S.  704.  Die  in  dem  trefflichen  Giornale  dt 
Matematiche^  pubblicato  per  cura  del  Professore 
G.  Battagllni.  Anuo  IV.  Settembre  e  Ottobre  1866. 
p.  293.  vorgelegte  „Questione:  Essendo  dato  un  triangolo 
ABC,  si  form!  colle  mediane  un  secondo  triangolo,  dimostrare: 
che  Farea  del  triangolo,  che  ha  per  lati  le  mediane»  ha  un  rap- 
porto  costante  coll'area  del  triangolo  ABC,  (Mogni)/'  veran- 
lasste mich  zu  einigen  neuen  gelegentlichen  Betrachtungen  fiber 
diesen  Gegenstand,  von  denen  ich  nachstehend  das  Wesentliche 
mittheilen  werde,  weil  der  eine  oder  andere  Ausdruck  vielleicht 
nicht  ganz  ohne  Interesse  sein  durfte,  oder  zu  Cebungen  für 
Schüler  benutzt  werden  konnte.  Alle  im  Folgenden  in  Anwen- 
dung gebrachten  Formeln  findet  man  in  meiner  Abhandlung  Theil 
XXXVI.  Nr.  XVIII.,  auf  welche  daher  hier  ein  für  alle  Mal  ver- 
wiesen wird ;  auch  werden  hier  ganz  dieselben  Zeichen  gebraucht 
wie  dort  und  ganz  das  nämliche  Coordinatensystero  zu  Grunde 
gelegt,  worüber  daher  hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist. 

Die  Coordinaten  von  C  sind: 

'2Rco8A8inB,     2/2  sin  il  sin  i?; 

die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Seite  AB  oder  c  sind: 

AsInC,  0; 

also  ist: 

y»  =  Ä«(2coSi4sinÄ-sinC)*+4fi«slnil«sinÄ«, 

woraus  man  mit  Rficksicht  darauf,  dass 

ist,   leicht  findet: 
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)f>  =  /ZS(8in  C^  -i-  48in  A  »io  i^cos  C). 
Also  i^t  überhaupt: 

|3s=s  A«(8in^-h48iDilco8ß8inC), 

ys  =:  ««(sin  C*  -h  4810 AAn Bcoa C). 

Bekanntlich  iat: 

cos  A sin  ß  sin  C  -f  sin  A  co8  ^sin  C  -f  8in  A  sin ß cos  C 

=  l(8in^«  +  sinÄ*  +  8inC*). 

also  nach  1): 

2).   .   .     ««  +  iJ«+y«  =  3Ä«(8inil«+8inÄ*+sinC*), 

oder: 

3) a«+iJ«  +  y« 

=  6A*(co8i48in  ßsinC-f  sin^cos^sin  C-f  stn^lsin  BcosC). 

Bekanntlich  ist: 


also : 


sin2l  =  ^-g»     sin />  =  0^2*     *'*"^^2B' 


8inil«  +  8inÄ*+  sinC«  =      \^     i 


folglich  nach  2) : 

*^ a«  +  6«  +  c«""4' 

Aos  1)  erhält  man  mittelst  der  leicht  zo  beweisenden  Relation: 
sin  2A  -f  sin  2B  +  sin  2C  =  4sin  il  sin  ß  sin  C 
ohne  Schwierigkeit: 

**> ~~äs 

=  sin  ^«  +  siD  ^«  +  sin  C*  +  lÖsin  il^sio  J^^sin  C> 

-I- 16  cos  il'siD  B*eioC* 

+  16siD  il>8in£>cos  C*; 
und  weil  nno  nach  2) 

^'^  +  ^+f^  -  9(sin^«+8inB»+8lDC«) 
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ist.  so  ist: 

(«.+^  +  y«)«_2(««+p*+f*) 

Ä* 

=  7(8in  A^  +8in  Ä* +8in  C*)  +  Ssin  ^*sin  B«(9  -  lÖcos  C«) 

+  28in  Ä*8in  C«(9— 16  cos  il«) 
+  281«  C«8in.4*(9— 16co8Ä^ 
— 32siniia8ini?«sinC*. 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  ans  den  Transversalen  a,  ß,  y 
als  Seiten  construirten  Dreiecks  durch  A,  so  ist  bekanntlich: 

16z/»  =  2«*/5«  +  2/5«y«  +  2y«a«— «*— /5*— y«, 

also: 

16^  =  (a«  +  iJ«  +  y«)«-2(a*  +  /3*  +  y*). 

folglich  nach  der  obigen  Gleichung: 

6) 
^^  =  7(8ln  ^*  +  sin  Ä*  +  sin  C*)  +  2sin  ^*sln  Ä*(9—  lOcos  C*) 

+  2sini9«sinC«(9— I6COB2I*) 
+  28inC<8inil«(9  — 16co8fi>) 
—  32sin  il^sin  B^  sin  C*. 

Setzt  man  aber  in  dieser  Formel 

cosC*  =  1— sinC»,     coSi4*=  1— sln^l»,     cosÄ»=  1— »ioC»; 

so  vvird  dieselbe»    wie  man  sogleich  fibersieht: 

^> -»T 

=7(sini4H8in^H8inC«-28in^«8inB*-2sini7^lnC*-2sioC*8inil*) 

-föisin^Ssin^SsinC«, 
also»   weil 


8iq4=r^,     8inÄ=2Ä'     «''«C=ä 


ist: 


-«4- s=  -^ — = — = |g,y4   ■ ^  +  odsm il*sin iRsin C. 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  gegebenen  Dreiecks  ABC  durch 
/>•  so  ist  bekanntlich: 

16/)«=:2aW  +  26*c«+2cV— a*-.6*-c* 
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und 

D  sz  2R^B\nAB\nB8\nC; 

also  ist  nach  obiger  Gleicbong; 

folglich : 

oder: 
8) 4^^  =  31),    ^=j; 

wie  belcanDt 

Nach  4)  ist  aUo: 


WeU 


.      6«-H!*--o«        ,   „       b         .    />     ,c 
"'•^~ Üe •    "'"*  =  2fi'    •'■'^  =  58 


ist;   so  ist,  wie  man  leicht  findet 

sin 
also  nach  1): 


sini<«  +  4cosi<BingslnC  =  ^^^^ff     ***. 


10) 

^       2(6«+c«)-o»       „      2(c*-t-a«)-A»        .      2(d»-t-6«)-c*. 
«^= 4 '    "= 4 »    r^ 4 » 

wie  bekannt 

Bezeichnet  man  die  den  Seiten  a,  ß,  y  des  von  den  Trans- 
versalen gebildeten  Dreiecks  gegenflberstebenden  Winkel  dieses 
l>reieeks  durch  4,  ]0,  <E;  so  ist: 

««»*= 2^ • 

aod  folglich  nach  10),  wie  man  leicht  findet: 

gg»— (ft»+c») 


cosil  = 

11)....  <C08)J  = 


2  V  |2(c"+a«)-6«U2(o«+6")-c*r 
S6«-(c»  +  a«)  _ 

2V|2(a«+ft^-c*M2(6«+c»)-o»r 
castf^  Sc'-Ca'  +  A»)  _ 

2  V  |2(A«-|-c«)-o«|  |2(c»+o^  -A»j' 
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Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  um  das  von  den  Trans- 
versalen gebildete  Dreieck  beschriebenen  Kreises  durch  M»  so  iat : 

a«  =  41tVinll«  =  ßs(sin^«  -|-  4  cos  .4  sin  £  sin  C), 
/3S=  4)r«sin]^=  i2S(sinB>4^4sinilcosi?sinC), 
ys  =  41t«siD  tf«  =  /^^(sin  C<-f  4  sin  ^4  sin  ^cos  C) ; 

und  da  nun 

J  =r  2]t*  sinH  sin]Ssin<E, 

Z>  =  ^li^sinAsm  B  sin  6\ 

4/^  =  3/> 

ist;  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

12) 

R 6  sin  i^  sin  i^  sin  C 

Ä  ""  dTr  (sin^H4cos2lsin^8in6^(sini9H4sin2lcosA8inC)  \' 
^    l  X  (sin  C«  +  4sin  .4 sin  B  cos  C)  ) 

oder  nach  dem  Obigen: 

13) 

R %abe 

~^  ""  Vt2(6«+c«)-o»|{2(c»  +  a«)-6»lt2(o«  +  6«)-"^r 
Weil  nun  nach  dem  Obigen: 

.            Ä    V^sin^-f  4cos^sio^sinC 
sinJ  =  jf 2 


_R    V2(6«  +  c«)-o« 
""»•  4ß 

ist,  so  ist  nach  13): 

,    ^  3aAc 

sinH  = 


14)....  <8inB  = 


sintf  ^ 


2Ä  V{2(ca+a«)— 6«ll2(aHA*)-c«} ' 

3a6c 

2Ä  Vj2(aH6«)-  c^l  t2(AHc«)-aäi ' 

3a6c 


'  2Ä  Vt2(6Hc*)— a«M2(cHa*)-6*l ' 
oder,  weil  bekanntlich 


^^D 

m-^^ 


ist: 
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V(2(c«+a«)— 6«lti(o«+Ä«)— c«)  * 

6^ 

Vl2(a»+6»)-c»lt2(6«+c«)-  o»| ' 

6/> 


Vr2(6»  +  c«)  -fl«M2(c«+««)-6*r 
Nach  16}  and  11)  ist: 


5a«-(6>-fc«)' 

*»"g«=5c«-(««f6«)' 
womit  wir  diese  Bemerkungen  schtlessen  wollen. 


Benerkmigeii  rar  eleneitareii  BcrecbmiDg  des  Hreiraiifkiigs« 

Von   dem   Heraoageber. 

Der  nächste  Zweck  der  folgenden  Bemerkungen  ist :  eine  An- 
wendung des  Binomialtheorems  zu  zeigen^  die  vielleicht  bei'm 
Unterrichte  nützliche  Verwendung  finden  kann. 

Den  Halbmesser  des  Kreises  wollen  wir  durch  R  bezeichnen ; 
die  Seite  und  den  Umfang  eines  in  den  Kreis  beschriebenen  regn- 
lären  itecks  bezeichnen  wir  durch  Sn  und  Ur,  und  die  Seite  und 
den  Umfang  eines  um  den  Kreis  beschriebenen  regulären  necke 
durch  Sn  nnd  Vn\  der  sogenannte  kleine  Halbmesser  des  In  den 
Kreis  beschriebenen  regulären  necks  werde  durch  r»  bezeichnet. 

Ans  der  leicht  durch  sich  selbst  verständlichen  Figur  Taf.  VII. 
Fig.  6.  erhellet  sogleich  die  Richtigkeit  der  folgenden  Proportion : 

and  well  augenscheinlich  die  Dreiecke.  Cil£  und  AOB  einander 
ähnlich  sind^  so  Ist: 

\Sn-kSfmikS9m^  Sn-S9n:Su  =  R:rn; 

also  Ist,  wenn  man  dies  mit  der  vorhergehenden  Proportion  vergleicht : 
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Snl$n  =  Sn  —  Sfm'Sim 
folglich : 

iToraus  sich  die  Gleichung: 

■> *-=£fi 

ergiebt;   weil  nun  aber: 

ist,  so  ist: 

^> ^-=üä+ii;' 

Ans   der  Aehnlichkelt   der    Dreiecke  DEF  und   ülßZ>    folgf 
ferner : 

also: 

3) 2fa,.«  =  !,&«; 

und  folglich  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher,  weil  <sii=öz~  wt: 

4) tu«*  =  «n  Dl». 

Setzen  wir  nun : 

^.  Vn—Um 

^> '•=ü;rHi;' 

so  ist: 

folglich  nach  2): 

also  nach  4): 

itt»«  =  t«„*(l+9«), 

80  dass  wir  jetzt  die  folgenden  Formeln  haben : 

6)  .   .  .  .    ti««  =  iinVT+^,     I7a«i=:tii»(l-i-9ii); 

oder  auch: 

In  ähnlicher  Bezeicbnang  wie  oben  bt: 
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Ü2n  — ««« 


8) 9««  = 


tfte-ftfB 


Wenn  man  non  bei  der  annähernden  Berechnung  des  Rreis- 
OTOfanga  von  den  Uniföngen  Un  und  Vn  der  inneren  undjiusseren 
regulären  necke  ausgeht,  so  kann  man  die  Rechnung  auf  ver- 
schiedene Arten  anordnen ,  etwa  auf  folgende  Art : 

^""-   t/n  +  tl«' 

•i««  =  ttiiVl  +  9«,     Oa«  =  tt«,(I  +  ^b)  ; 
U411  =  US«  VI +  98«»     Cm= ti2i»(l  +  9Sfl) ; 

^*"  **■  t/4«+ «4«  ""  «4«  + 112«' 
«8ll  =  t^iiVl+94»,      Di«  =  1*4^  (1  +  94,); 

_  lJ%n — tig«  __  Hsn  —  «4» 
'•"  ""  Dg.  +  «8«  ""  «8«  +  «4«' 

Uie«  =  «811  VT+jii,     üie«  =  ti8«(I  +  98«) ; 

U.   8.   W. 

Man  braucht  aber  bloss  den  Umfang  u»  des  inneren  necks 
BU  Grunde  zu  legen,  weil  sich  daraus  ün  berechnen  lässt  Es 
ist  nämlich  offenbar : 

5«:««=  RiTn»    also   auch    I7ii:tt«  =  Ritni 

Dun  Ist  aber: 

r..  =  «.-*,..  =  ii.- g.  =  Ä.(l-J^. 
fo^licb : 
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also: 

10) Vn=-  "" 


Yt: 


und  vreoD  man,   vrie  es  bei  allen  diesen  Rechnungen  bekanntlich 
das  Vortheilhafteste  ist,    i2=I    setzt: 


II).   .    .   t7,= 


V^'-CS)"  V"<'-£'<.+g)' 


Weil  die  halbe  Seite  eines  jeden  in  den  Kreis  beschriebenen 
regulSren  Vielecks  offenbar  kleiner  als  der  Halbmesser  ist,  so  ist : 

und  well  nun  nach  Vorstehendem: 

isty  SO  kann  man  sich  bei  der  Berechnung  von  ün  aus  Ua  zweck- 
mässig des  Binomialtheorems  bedienen,  wodurch  man  in  der  be- 
kannten Bezeichnung  der  Blnomialcoefficienten  den  folgenden 
Ausdruck  erhält: 

ü«=«»tl-(-4)..(£)'+(-4)..(gX-(-4)..(£y  +  ....J. 

Nun    ist   aber    bekanntlich: 


-kh-        1.2       -  +  2.4' 


( 

/     i.       -i.-i-l.-i-2 LM 

V— *«—  rO  -      2.4.6' 

/     .X        -i.-|-l.-i-2.-i-3_  ■  1.3.8.7 

^"'*^«-  17273.4  —■•■2.4.6.8* 

u.  s.  w., 
also: 

12)....ü.=:«.|l+4.(gy+g^.(£) 

.  1.3.6  /i^jV 
+  2.4.6  aW 
.  1.3.6.7  /^Y 
+  2.4.6.8  aW 
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Wenn  man  die  vorstehende  convergirende  Reihe  bei  einem 
gewissen  Gliede  abbricht,  also  etira: 

13)     ^-  =  «..l+i.(£)'  +  ^J.(gy  \ 


+  2.4.6  VW 


+ 


(£)• 


1.3.6.7 
2.4.6.8' 

U.   8.    \ 

1.3.5. 7....  (2A-I) 
2.4.6.8....2ifc 


(s; 


setzt,  so  kann  man  den  Fehler,  welchen  man  bei  der  Bestim. 
mnng  von  17.  begeht,  anf  folgende  Art  beurtheilen.  Es  ist  offen- 
bar die  Summe  der  anf  da«  letzte  Glied  der  eingeklammerten 
Reihe  folgenden  Glieder: 

1.3.8....(2it-H)  /'«.\«*+«     1.3.5....(2iH-3)  /«^'\"+* 
2.4.6....C2A  +  2)A2»/         +2.4.6....(2*+4)V2»y      rs 

1.3.S....(2iH-5)   /««\«+« 
+  2.4.6....(2*  +  6)'V2ny 

+ 

<w    +VW    +w    +W    +••• 

folglieh    kleiner   als: 

(£r"+(ö"+(s)*+(s)"+-i. 

also,  wie  aus  der  elementaren  Lehre  von  den  geometrischen 
Reihen  bekannt  ist,    kleiner  als : 


(Ö 


■-Ö) 

nod   der   Fehler,   welchen  man   begeht,    wenn  man  1]%  mittelst 
der  Formel  13)  bestimmt,  ist  also  immer  kleiner  als: 


m 


'-(£)■ 
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0as8  dieser  Fehler  in's  Unendliche  abnironit,  wenn  k  in's  Un- 
endliche  wfichst,  i»t  klar,  weil  »-  <1  ist;  natürlich  sind  u%  and 

,T^   hier  als  constante  Grossen  zo  betrachten,   indem  man  nnr  k 

sich  verändern  lässt. 

Bei  der  Rechnung  nach    den  Formeln  9)   ist  yorzflglich    die 
Berechnung  der  Quadratwurzeln: 

V^IT^.  VTT^«,   V^iT^,   VT+^,.... 

lästig»  weshalb  man  sich  bei  dieser  Berechnung  auch  wieder 
zweckmässig  des  Binomialtheorems  bedienen  wird,  wie  wir  jetzt 
(&r  die  erste  dieser  Quadratwurzeln  zeigen  wollen.  Weil  nach 
5)  offenbar  ^n  <  1   ist,   so  ist  nach  dem  Binoraialtheorem : 

VTT^  =  (1  +  qn)^  =  1  +  (4)i  qn  +  (l)«^«*  +  («s  ^n'  +  •-. 
und  folglich,   weil: 

(«8-  1.2.3         ""*"  2.4.6' 

,^,     4a-i)a-2)ft-3)_     1.3.5 

(*^*  =  1727374  2.4.6.8* 


U.  6.    W. 


ist: 


14) 

1  11  1     1    ft 

vi+7-  =  i + 19-  -  o  *"' + 270«"'  ~  ö:ö:s«-*+- 

Die   einseinen  Glieder    dieser  Reihe   berechnet  man    am  Besten 
nach  nnd  nach  mittelst  der  folgenden  Formeln: 

'O*"   ~**"'4' 

1.3       ,        1       ,  Zqn 
äTTÖ»"   =0»"  "W' 

1.3.6      ^_    1.3      ,  5j^ 

2.4.6.8 '^"  —2.4.6'^"  '  8  ' 

1.3.6.7        .         1.3.6       .    Iqn 

OjOIÖ»"  =2X^:8*"     TS' 

u.  s.  w. 
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Zur  Berecbonng  vod  uu  ans  ttm  hat  man  nun  nach  9)  die  fol- 
gende Formel: 

Bleibt   man   nun   In    dieser  Formel  bei    einem    gewissen   Gliede 
stehen  und  setzt  demzufolge  etwa: 

1  13 


1.3....(2A-3) 
•—^K     I)      •     2.4....  2Ä     *" 


80  kann  man  den  Fehler,   welchen  man  auf  diese  Weise  begeht, 
auf  folgende  Art  beurtheilen. 

Man  setze  der  Rärse  wegen: 

17).   .   .     C=h    ft  =  i%^^RirÄ>l; 
80  ist:  ^ 

Hl.  =  «•(  l  +  Q  q,-  Ciflf,«+  C,  qn*  - ....  +  (- 1)*-»  Qtqn"]        1 
+  (-l)*u.|ClH.t9«*+>-  a+«9.H«+  C»+i9,H»-  Ct+4y,t+«+....| 

=  «.11 +  Q9'.-<^V.«+<^  ?.•-....  +  (-!)*-»  C»9«M 

i  ■KC»+«^.*+»_Ch6».H-«) 

*  + 

Weil  nach  17)  fflr  A  ^  1 : 

2A  — 1 

ist,   so  bilden  die  positiven  Grossen 

wt     Ci|f    C3,     U^,    C/5,  ..•• 

eben  so  wie  die  Potenzen  von  9«  eine  fortwährend  abnehmende 
Reihe,  und  die  Differenzen: 

n.  s.  w. 
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sind  folglicb  offenbar  sänimtlicb  positiv;  also  ist  nach  dem  Obigen: 

oder 

mn<nn{\  I  Ciyn-Ciy««  + Ca ?»»-.... +(~l)*-*a^«*U 
jenacbdem  k  eine  gerade  oder  eine  ungerade  ZabI  ist 

Folglich   ist  immer: 

jenacbdem  k      ..^ax^Ae   ^**'    ""^  ^*  ®*'"^  ^\»o: 

jederzeit  zwei  Gränzen»  zwischen  denen  U2in  liegt.  Der  absolnte 
Werth  des  Unterschieds  dieser  beiden  Gränzen,  welchen  der  za 
bestimmende  Fehler  offenbar  nie  übersteigen  kann^  ist: 

und  es  erhellet  aus  dem  Obigen  leicht»  dass  dieser  Fehler  io's 
Unendliche  abnimmt,  wenn  man  k  in's  Unendliche  wachsen  lässt, 
wobei  man  noch  bemerken  kann,  dass  »n  nie  grösser  als  2»  Ist. 

Nachdem  man  Vn  nach  der  oben  gegebenen  Anleitung  be- 
stimmt hat,  kann  man  die  Formeln  9)  nun  auf  folgende  Art  dar- 
stellen : 

18) 

Ün—Un 

/i  .  1  '       «  .     '3       ,        1-3.5       ^ 


ütm  =  Un(l+qn); 


Utn—Un 


I  13  1  3  ß 

«41.  =  «a«(l  +  i^«  -  274^*  ^•OTB^'~2.4.6.8^*'*'-^' 
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«41»  — !««• 


«ta-i-ttS»' 


/i  .  1  *        •  .     >-3        .       1.3.6       ^ 

«^  =  «*-('+*»*» -O»^  +  270^^       274X8^*"  +' ••^• 

O.   8.   W. 

Aus  der  ersten  der  beiden  Formeln  6)  erhalt  man  nach  ond  nach : 
112.  =«„Vl+9», 

=  tt«VTTy;;.v^iT9ir, 

MB«  =  tltoV^lT^ 
U{%%  =  «8«  VI +98» 

U.      8.      W« 

also  allgemein : 

Ferner  ist  nach  4):  ^ 

also    Dach   19): 

«»«(1  +  9*»)  (1  +  9«»)  (1  +  ?4«) ....  (1  +  9,»-i,) 

%         w         s  >* 

und  folglich; 

20) 

P,»,  =  itaVTT?..  VT+^.  VTh^....  V  i+v,»-.,.(l+7^»-i,) 

oder: 

21) 

ThcU  XLVL  M 
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daher  nach  19)  imd  21): 

wie  es  Dach  der  zweiten  der  Fonneln  7)  sein  mass. 


Weil  natürlich 


V-<2*<^.'- 


ist,    80  sind: 

«f«  V  1  +  V«.  V  1  +  ^.  V  l  +  »i...„  V  I  +*^t-i,, 

«.VT+7..Vl  +  9t,.Vl+94 VI+v^t_.,.Vl+9^*-i, 

zwei  GrSnzen,    zwischen  denen  2n  liegt. 
Nach  5)  ist: 

_  C/,-t/.  _  ^ P, 

*"-  17,  +  «.-  ««' 

also,    weil  nach  dem  Obigen  beltannilich : 

Su'.tu  =  V„-nn  =  R:th 
ist: 

rto\  '^  R  ^  Tn 

und  fflr  R=l: 

^) *-=ttJ;' 

woraus  zugleich  erhellet»  das»  immer  ^<;]  Ist 
Nach  8)  nnd  7)  ist: 

also: 

''^ ^-VlT?«  +  i' 

oder :  

^(VH-y„-l)«^_       ff. 
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also: 

und  da  nun  offenbar : 

ist,  fto  ist  immer: 

27) 9«»<i9«- 

Daher  Ist  nach  und  nach: 

q^n   <  \qn, 

I 

9411   <i^aii  <  42^»» 

U.   8.   W., 

also  allgemein: 

'^) Vt.^4**»' 

woraus  man  sieht,   dass,   wenn  k  in's  Unendliche  wächst ,   q  k 
in's  Unendliche  abnimmt ,  sich  also  \  -{-q  h    oder  auch  1  -f  o  «-i  » 

'ä  n  '2       Ä 

folglich  natürlich  auch    Vi  +9  *-i,»  in's  Unendliche  der  Einheit 
als  Gränze  nähert. 

Diese  Bemerkungen  ober  den  vorliegenden  Gegenstand  mögen 
für  jetzt  hinreichen. 


Einfacher   Beweis   der  Formel   6*'=cosa:  +  tsina:. 

Von  Herrn  Dr.  K.  L.  Bauer,  Assistenten  der  Phjsik  am  Polytechnikum 

in   Carlsruhe. 

Von  den  bekannten  Beweisen  obiger  Formel  basirt  einer  auf 
der  Definition  der  Exponentialgrüsse  e*,  auch  bei  komplexen,  z, 

als  Grenzwerth  der  Potenz  (1  -f-  *'')'"  für  ohne  Ende  wachsende  m 

(Schlömilch,  Höh.  Anal.  1.  258.  u. s.  w.) ;  ein  anderer,  weniger  zu 
empfehlender,  auf  der  imaginären  Substitution  xi  statt  x  In  der 
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für  reelle  x  entwickelten  Exponentialreihe  (Stern,  Algebr.  Anal. 
S.  179.  n.  s.  w.).     Ist   man  in  der  Wahl  der  Beweismittel  nobe- 
schränkt,  so  dürfte  man  am  einfachsten  zum  Ziele  gelangen  wie  folgt. 
Jedenfalls  werden  wir 

1) e*'  =  f«  +  tö 

setzen  können ,  so  dass  u  und  t^  reelle  Funktionen  von  x  bedeu- 
ten; diese  sind  zu  ermitteln.  Differenzirt  man  beiderseitig  in 
Bezug  auf  x,  so  folgt: 

du       dv 

welche  Gleichung  sofort  in  die  beiden  anderen  zerf&llt: 

2> ^  =  -^' 


Hieraus  ergibt  sich  weiter: 


du        dv 


oder,    was  dasselbe  ist: 

dju'^  +  f)*) 
•  dx 


=  0,     tt«  +  ©«  =  Con8t. 


Weil  nun  gemäss  1)  gleichzeitig  x=^0,  u=^l,  o=Ozu  nehmen 
ist,  so  hat  man  bestimmter: 

4) M«  +  tJ«=l. 

Nach  dieser  Beziehung  verwandelt  sich  Gleichung  3)  in : 
^=:r=:_-  =  cLr ,    arc  sin  t^  =  :r  -f  Const. » 


VT 

und  mit  Benutzung  von  4): 

V  ==  sin  (x  -f  Const.) ,    u  =•  cos  (x  -f  Const). 

Die  Integrationskonstante  bestimmt  sich  wie  oben  durch  Specia- 
lisirung  von  x,  u,  v  in  0,  1,  0;  wornach  die  Konstante  gleich- 
zeitig den  Bedingungen  zu  genügen  hat:  sin  Const.  =0,  cos  Const. 
=  1,  woraus  Const.  =2m?c  folgt,  ein  ganzes,  positives  oder  nega- 
tives Vielfaches  der  Kreisperipherie.  Gleichung  1)  ist  also  zu 
schreiben : 
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^  =  cos  (x  +  imn)  +  isin  {x  +  2fii») 
=  cosa;-f  i's>n^> 
woraus  auch  leicht  6**^'=  1,   also 
V) €*'+««^  =  co8a?  +  fsina: 

folgt. 

Man  konnte  dieses  Beweisverfahren  etwas  abändern^  indem 
man  die  logarithmische  Ableitung  von  Formel  I)  nähme.  Man 
wfirde  dann  auf  die  Differentialgleichungen  gefährt : 

du        dv       ^ 
2') «^+"5^  =  ®' 

welche  beide  auch  aas  2)  und  3)  gefolgert  werden  kSonen.     In 
der  Gestalt 

sind  sie  ohne  Weiteres  integrabel  und  fähren  also  ebenfalls  zum  Ziel. 


Ueber  die  in  ThI.  XLV.  Heft  2.  S.  219.  mitgetheilte  Sammi- 
rungsformei  des  Herrn  Alessandro  Domain  Turin. 

Von  Herrn  M.  Cnrtze,   Lebrer  am  Gyranatitim  in  Thorn. 

Die  In  ThI.  XLV.  Hft.  2.  S.  219.  mitgetheilte,  dem  trefflichen 
Giornale  di  Matematiche  dl  Napoli  entnommene  Formel 
des  Herni  Alessandro  Dorna 

(i) 

in  COSO9)  +  («  -l)cos  fp  +  (n— 2)co829)-f....-f2cos(fi— 2)9)-|-l.cos(n~l}9 

sin'inq) 

""28K«i^ 

lässt  sich  in  folgender  Weise  leicht  entwickeln.    Bekanntlich  ist: 

(2) 

»        o     .        Q     t        I                    cos4(p  +  l)g).sini«9) 
cos  9  +  cos  29  +  cos 39  + ....  +  cosp9>  := — H^  =^-^. 

Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach : 

ps=ii  — ],    n  — 2,    ft— 3,....3,  2,  1; 

so  erhält  man: 


Digitized  by 


Google 


358  mscelien, 

cos9+co82g)+coß3g)+..+co8(n-2)9)+cos(w-l)9)= — l_?;__fi?nJ??, 

cos9+cos29)+cos39+..+co8(?i-'2)g>  = — v-^ — — ^-^, 

cosi(n-2)9>.siDi(n-3)93 


co8<p+cos29+cos3g>+..+cos(n-3)g? 


sin  i^ 

U.    8.    W.       U.    8.    IV. 

cosg>-fco62cp-f  cosSqo  = ^—^^ — —  , 

,       „  co8j9).8in|g> 

cos©  -|-co82a)  = ^T— ; f 

^  ^  ^  6ini9 

cos»  = ; — i I 

^  siii|9 

uud  hieraus  darch  beiderseitige  Addition: 

(n— l)cosg)+(it— 2)cos29+(/i— 3)cos39)  t—  +2cos(ii-2)9>+l.cos(jt-l)<p 

!cos ln(p .  sin i(«  — 1)9  +  cos4(ii  —  1) g> sin i(n  —  2) g)  + ....   i 
.... -fcos|g)6in|9^ -f  cosl^.sinjg?  ) 

sin  iq) 

Verwandelt  mau  jetzt  nach  der  Formei 

cos  a .  sin  ß  =  i  [sin  (a  +  P) — sin  (« — ß)] 

jedes  der  Producte  im  Zähler  des  ßruches  auf  der  rechten  Seite 
in  eine  Differenz  zweier  Sinusse,  so  erhält  man  nach  leichter 
Umformung : 

(n-l)co8  9+(n-2)cos29+(7«-3)cos3g)+....+2co8  (»-2)gp+l.cos(n— 1)9 

siniq>  +sm  itp  +  sin  19  + ....  +  sin  — 5 —  9  -f-  sin  — ^ —  9 

~"  2  sin  49  ~2' 

Der  Zähler  des  Bruches  lässt  sich  für  «=^9,  /3  =  9  und  tnzssn 
nach  der  Formel  ' 

sin  «  +  sin  (a  +  ß)  +  sin  (a  +  2j5)  +  ....  +  sin  («  +  (w— 1)  j3) 

_  sin  («  +  i(»i— 1)  ff) .  sin  jmß 
"■  sini/J 

zusammenziehen^    und  ist  dann: 

g'P  (»9  +  T  («  —  ^)  9) '  sl"  tW9  _  sin*in9 
sin^  "^   6ini9 
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Führt  man  diesen  Werth  des  Zählers  ein ,  setzt  —  ^3  auf  die  linke 

Seite  nnd  beachtet,  dass  cos09>=:l  ist,  so  ergibt  sich  unmittel- 
bar die  Formel 

5  cosO^  +  (n — l)co8()()  +  (n — 2)co82^+...+2cos(w— 2)9+1. cos(n--l)^ 

""  2  sin  ^^9  * 

was  die  zu  beweisende  Gleichung  ist. 

Behandelt  man  die  bekannte  Formel  : 

.ov         .       ...>..«.          .             sin4(n+l)g>.sinÄna) 
(3)  ...  sin9>-|-sin2(p-fsm39-f....-)-sinn9  = --y— — - 

in  derselben  Weise  v^ie   Formel  (2)  unter  Beachtung    der  Glei- 
chungen : 

sin  ö.  sin  ß  =  i  [cos  (a  —  ß)  — cos  (a  +  /?)] , 

cos  a  +  co8(a  +  J5)  +  cos  («  +  Iß)  + ....  +  co8(«  +  («  —  1)/?) 

'  _cos[«-t-i(ii'-l)/3]3lniw/g 
""  sin  iß 

so  erhält  man  sehr  leicht  folgende,  vielleicht  eben  so  interessante 
Formel : 

(4) 

(n— I)8in9)+{n-2)sin29+(ii— 3)sin39+...+2sin(n— 2)<p+l.sin(M— 1)9 

nsiny  —  sinny 

4sin*^9 

Mit  RGcksicht  auf  diese  Formel,  die  sich  nicht  gut  anders 
schreiben  lässt,  wOrde  ich  die  Formel  (1)  auch  folgendermassen  zu 
schreiben  mir  erlauben: 

(5) 

(n— l)cos9+{n-2)cos29+(n— 3)cos39+...+2cos(n— 2)9+l.cos(n-l)g) 

sin  ^\n(p — n  si  n  ^\q> 

""  2  sin  349  ' 


Schreiben  des  Herrn  Gymnasial -Oberlehrers  Dr.  Meyer  in 
Banzlan  (Schlesien)  an  den  Herausgeber. 

In  Folge  Ihrer  im  dritten  Hefte  des  45.  Theils  Ihres  sehr 
geschätzten  Archivs  Seite  348.  enthaltenen  Aufforderung  zur 
IVfittheihing  eines  directen  Beweises  der  Relationen: 
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1) 8in20O-|-8in40o  =  8in80(», 

2)  -^8io2(y>.6in40o+6inaOo.8in80048in40o.8ln80»  =  i, 
3) ]68iDt20o.8in40o.8in60o.6in80o=:3, 

erlaube  ich  mir,  Ihnen  nachfolgend  einen  solchen  Beweis  zur  ge- 
fölligen  Mittheilung  für  das  Archiv  zu  übersenden: 

1).    .   .  8in2(i^-f-sin40<>=28in « -^^^ 2 

=  2  sin  30^.  cos  IQo  =  coslQo  =  sinSO». 

2).    .   .8in80o.8in4(h>  +  sin800sin2(K>— sln40o.8in20o 
==  coslOO(sin4üo+ein20«)  — Ico820«+ico860o 
=  co8l<y>.28in30ö.co«10o— 4(2co8«100— 1)  +i 
=  cos«100— cos«l(h>  +  i  +  i  =  }. 

3)  168in20<>.sin4(K>.sin60<>.8io8tf>===86in20<>.sin60<>(co840<>-co6l20<>) 

=:88in20o.sin60o.co840»-f88in20o.sin30o.sin60«> 

=  88in20o.8in60<>.cos400-f  46in20o.sin60o 

=  4fiinrao(8in(K)o~8in20O)  +  48in600.sin20<>  =  48in«6(r>  =  3. 

(VergL  S.  143.) 


Berichtigungen. 
Thl.  Vn.  8.  105.  Z.  9.  statt  1  — cosy«  setze  man   1  — siuy«. 
_      —  S.  105.  Z.  6.  y.  u.  muss  es  statt 

heissen : 

-  ?^^^^i^|8in4C>cosi(9-vr)« -co8l(;»8ini(9-y)«l«. 

~      —   8.  106.  Z.  17.   von  unten   statt   ^j=:  — 2U jjcot^C  setse  man 


Draekfeliler  in  Sclirdn'fl   0te1»eii«telll9eii    liOfrAritli- 

mentafelit* 

No.  18.    Taf.I.  8.  6.  Fusstabelle,  Spaltes  zwischen  Zeile  1  mitD.  und  Zeile  3 

fdüt  in  einigen  Auflagen  das  Minnszeichen  ( — ). 
No.  19.    Tafln.  8.448.  Diff.  zwischen  logtang89O58M0^  und  SO'^  statt  2S8 

lies  428. 
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XJL. 

Warfbewegong   im  widerstehenden  Mittel   und  Con- 
straction  der  Flugbahn. 

Von 
Herrn  Dr.  ^.  M.  Neil, 

Lehrer  an  der  technischen  Sehnte  in  Oarmatadt 


Um  die  Bewegung  eine«  Körpers  im  lufterfullteo  Räume  be- 
stimmen zu  Icunnen,  ist  natürlich  vor  allem  nuthig,  das  Gesetz 
des  Luftwiderstandes  zu  kennen.  Newton,  der  sich  zuerst  ein- 
gehend mit  diesem  Gegenstand  befasste,  nahm  an,  dass  dieser 
l^iderstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  sei. 
Da  übrigens  die  hieraus  entwickelten  Umstände  der  Bewegung 
keine  gute  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung  zeigten,  so 
suchte  man  in  nenerer  Zeit  andere  Gesetze  zu  Grunde  zu  legen. 
Hut  ton,  der  ausgedehnte  Beobachtungen  Ober  den  Luftwider- 
stand machte,  stellte  eine  Formel  auf,  in  welcher  ausser  der 
zweiten  auch  die  erste  und  nullte  Potenz  der  Geschwindigkeit 
vorkam. 

In  einem  Schriftchen:  Theorie  des  Widerstands  der 
Liuft  bei  der  Bewegung  der  Korper  entwickelt  Schmidt 
eine  andere  Formel,  worin  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  als 
Eb[ponent  erscheint,  wodurch  Uutton's  Beobachtungen  sehr  ge- 
nau dargestellt  wurden.  Ausserdem  zeigt  Schmidt,  dass  filr 
kleinere  Geschwindigkeiten  das  Newton'sche  Gesetz  sich  aus 
dieser  Formel  herleiten  lasst. 

Es  scheint  hiernach,  dass  insbesondere  ffir  so  grosse  Ge« 
schwindigkeiten ,  wie  sie  bei  den  Flinten-  und  Geschfitzkugeln 
▼orkommen,  das  von  Schmidt  aufgestellte  Gesetz  der  Wahrheit 
am  nächsten  kommt.  Aber  trotzdem  wollen  wir  das  einfachere 
*  Gesetz  von  Newton  hier  beibehalten,  und  diese  um  so  mehr, 
als  von  militärischen  Schriftstellern  nachgewiesen  wurde,  dass 
Theil  XLVI.  25 
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dadurch  die  Bewegang  der  aus  gezogenen  RCbren  geworfenen 
Geschosse  hinreichend  genau  dargestellt  werden  kann,  und  dass 
die  Verschiedenheiten  der  complicirtesten  Luftwiderstandsgesetie 
nur  einen  geringen  Einfluss  auf  die  Rechnungsresultate  ausfiben. 


S.  2. 

Nach  Newton  ist  der  Luftwiderstand  (wir  wollen  ihn  durch 
P  bezeichnen)  gleich  dem  Gewicht  einer  LuflsSole,  deren  Basis 
der  zur  Flugbahn  normale  grSsste  Querschnitt  (F)  des  KSqiers 
und  deren  Höhe  ein  gewisser  Theil   der  GeschwindigkeitsbOhe 

v2ay  *    ^*'  setzen  daher 

"='"•1' « 

wo  y  das  Gewicht  der  Gubikeinheit  Luft  und  l  den  Faktor  Rlr 
den  Antbeii  der  GeschwindigkeitshObe  bedeutet 

Die  der  (in  Gewichtseinheiten  ausgedrückten)  Kraft  P  ent* 
sprechende  Beschleunigung  {G),   welche  sie   einer  Masse  vom 

p 
Gewichte  Q  ertheilt,  ist  bekanntlich:  G=s  -Qg.    Substituirt  man 

obigen  Werth  von  P,  so  wird  Gs-^v*.    Wir   schreiben    der 

Kfirze  halber 

G  =  bv^, 9) 

so  dass  also: 

iL     ^yP 

*  =  Ä 3> 

Durch  Beobachtungen  fand  sich  im  Durchschnitt  -k  ss  0,23; 
setzt  man  femer  f&r  den  Cubikmeter  Loft  y  :=  1,3  Kilogr«,  so 
wird 

6  =  0,1495  ~. 4) 

Manche  Schriftsteller  setzen  öT  =  ^;  danach  Ist 

Ä  —  j      *  JC*     •••••••••••  9) 

oder  mit  den  obigen  Zahlenwerthen : 

Ä  =  3,344ö|. 6) 

K  Ist  eine  lineare  Dimension. 
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9.  a 

Sei  nun  ABDS  (Taf.  VIII.  Fig.  I.)  die  Flagbahn  eines  6e- 
scliosses,  das  vom  Punkte  A  mit  der  Geschwindigkeit  F  unter 
Hern  Neigungswinkel  a  zum  Horizont  ausgebt.  Nach  der  Zeit  f 
mB  angelangt,  besitze  es  die  Geschwindigkeit  e;  der  Tangenten* 
Winkel  an  dieser  Stelle  sei  gleich  9.  Bezeichnet  man  durch  X 
nod  F  die  Beschleunigungen  parallel  zu  den  Coordinatenaxen, 
so  bestehen  die  Gleichungen: 

Auf  den  KSrper  wirken  im  Punkte  B  die  Beschleunigung  der 
Scbivere  nach  abwärts  und  der  Luftwiderstand  G  in  der  Tan- 
gente der  Bahn.  Wird  G  parallel  zu  den  Azen  zerlegt,  so  hat 
man  die  SeitenkrSfte  Gcosip  und  Gsing>  und  daher»  weil  diese 
Kräfte  die  Coordioaten  zu  verkleinem  streben: 

A^=  —  Crcos^,     F= — ^— Crsinq». 

Wird  für  G  sein  Werth  aus  2)  eingesetzt,  so  findet  sieht 

^=-.6ü*cos9.       I  ^ 

jj|  =— ^— 6r«sin9.  j 

Nun  ist  »  =  5i»  co8g>  =  T-»  sing»  =  ^>  wodurch  die  Glei- 
chnngeo  7)  übergehen  in 

d^x  .  dtdx  \ 

5?  =  -*^'  8) 

Dte  erste  Gleichung  8)  kaoD,  wie  folgt  geschrieben  werden: 


<|)=- 


-^ -Ärfl. 

dx 
dt 

Wird  integrirt  und  bezeichnet  I  den  natfirlicben  Logarithmen» 
so  ist: 

1^  =  IC-'bs.le,  oder  -^  ss  C.e     • 
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Zur  Bestimmuog   der   Constanten  C  vrird  -^  =  Veosa    för 
1  =  0,  daher  C=  Fcosa. 

-j- =  Fcosa. 6 9) 

Nach  den  Gleichangen  8)  hat  man  ferner: 

di  di* 

^dt'^''  dx 

dt 

und 

d$  dy      Af       dy  d^x     ^y 

woraus  man  ableitet 

Setzt  man  nun 

^  =  P 10) 

so  ist 

^  —    V^/   __dxd^y^dyd^x 
dx  *~     dwT      """  dwT'  * 

jrrfl>+ <{p<2a;  =  0.     U) 

Aus  9)  und  11)  erhUt  man  durch  Elimination  von  dix 

''-P+Tw5^*^  =  ®- »*> 

Eliminirt  man  dx  vermittelst  der  Gleichung: 

df==:iteVT+p*, 
so  ist: 

Diese   Gleichnng   integrirt   und  die    wiUkfibrliche   CenstaBtc 
gleich  iL  gesetzt,  so  erbalt  man: 

13) 

pVTHrp+ /(p+ VTf^  +  5^5;^  =  X. 
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Zor  Abkarinng  schreiben  wir: 

pVT+p+/(p+Vl+^*)  =  ^(p) 14) 

Dadurch  geht  die  Gleichung  13)  Aber  in: 

Zur  Beetimninng  von  L  hat  man  p  ==  tga»  wenn  f =0: 

Ans  12)  aod  15)  findet  sieb: 

''^-L-AipY "> 

and  mit  Beaciitang  von  10): 

»*=f^, >«> 

Aus  den  Gleichungen  11)  und  17)   iässt  sich   die  folgende 
ableiten: 

^•*=vÄ- '" 

Da«  negative  Zeichen  wurde  gewählt,  weil  p  abnimmt,  wenn 
i  wächst. 

Dm  auch  die  Geschwindigkeit  su  bestimmen,  hat  man: 
dM       dx^TT^ 

folglich  nach  9): 

r=Fcoso.«-*»VT+p«. 20) 

oder  wenn  $  vermittelst  15)  eliminirt  wird: 


•=VlV^^ «) 

Die  hier  Öfter  auftretende  Funktion  A(p)  wollen  wir  die 
Lamdafunktlon  nennen.  In  Tafel  L  sind  'die  Werthe  derselben 
berechnet,  so  dass  man  ffir  jedes  p  das  zugehSrige  jl(p)  ein- 
Goich  daraus  entnehmen  kann. 


(.  4. 
Die  Gtdchungen  17),  18)  und  19)  lassen  sich  nicht  integrireo; 
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man  mnss  dessbalb,  um  die  Coordinaten  der  Bahn,  so  wie  die 
Flugzeit  berechnen  zu  kOunen,  zu  einer  NSherungsmetbode  seine 
Zuflucht  nehmen.  Wir  setzen  voraus  >  die  Gleichung  der  Bahn 
lasse  sich  in  folgender  Form  darstellen; 

y  =  ila?  +  Ba:«  +  Gr»+Da«  +  £;ar*+    .   .   .    .22) 

Die  successive  Differentiation  dieser  Gleichung  ergibt: 

dx 

2^  =  J  +  2fij?  +  3Gr«+4Da:»  +  6£Lc*  .  .   .   .  23) 

^  =2Äf6Cr  +  12Dx«  +  20£ar» 24) 

0  =6C+24Dj:  +  60£;r« 25) 

^^UDU^Ex. 26) 

etc. 

Um    die   Werthe  der   Differentialquotienten    abzuleiten,   so 
folgt  aus  10)  und  17): 


^  =  -6(L-.^(p)), 27) 


oder: 

g  =  -26«(L-z/(p))VrTp 28) 

lo  ähnlicher  Weise  erhält  man: 

29) 


2i  =  26»(L-^(p))«;^^==^^4*»(L-^i(p))  (1+p*). 

Aus  10)  und  23)  folgt  p  ss  A+2Bx  +  3Ge*  +  ...•  Setit 
man  or  =  0,  so  wird  p  =  tga,  daher  i4=tgo.  Ebenso  erhält  man 
durch  Gleichsetzung  von  24)  und  27),  von  25)  und  28)  etc.  die 
folgenden  CoefBcienten,  nSmIich: 

«  _     9_ r  —  *^         n  ~  i£l?!EfL        *V  ^ 

^  -"""2F«co8V    ^  ""  ""3F«cos*a*  ^  ^  12F*cos*a     6F^:os*o 

Daher  ist  jetsl  die  Gleichung  der  Flugbahn  s 


Digitized  by 


Google 


tina  Camstntctim  der  Flugbahn.  367 

30) 

$.  5. 

Mittelst  der  Gleichung  30)  kOnnte  man  jetxt  eine  Reihe  von 
Coordinaten  der  ballietischen  Gurye»  namentlich  auch  die  Wurf- 
hOhCt  Wurfweite  u«  s,  «r.  näherungawelse  berechnen.  Doch  wol- 
len wir  hier  ein  anderes  Verfahren  entwickeln,  das  uns  in  den 
Stand  setaen  wird»  ohne  Schwierigkeit  jeden  Grad  von  Annfthe- 
rung  SU  erreichen« 

Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  (Taf.  VIII.  Flg.  2.)  irgend 
ein  BogenstQck  BC,  dessen  LSnge  durch  c  bezeichnet  werden 
mag.  Die  Tangentenwinkel  in  den  Punkten  B  und  C  seien  gleich 
tp  und  fp.    Nach  Gleichung  15)  ist 

2ft.^C=/(A^«)+/(I,-^tg*) 
1b(AC~AB)  =.  liL-Atgif)-l(L-  Aigq,) 

'  =  2b\L-Atg<p) '*> 

Wir  wollen  nun  versuchen»  aus  den  3  Grossen  g>,  ip  und  c 
die  Coordinaten-Differenz^n  von  B  und  C,  nämlich  BP:=m  und 
PC=sn  abzuleiten.  Zu  dem  Zweck  betrachten  wir  das  Bogen- 
stQck  BMC  als  Parabel  und  nehmen  dafür  die  Gleichung: 

i,  =  .<|  +  ÄS>, 32) 

welche  auf  ein  neues  durch  den  Punkt  B  gelegtes  und  dem 
anderen  paralleles  Coordlnatensystera  bezogen  ist  Uan  findet 
aus  32): 

^=A  +  2Bi 33) 

Fflr  (=0  Ist  ^  =  tg9  und  fflr  £  =  m  ist  ^  =  tg^.  Da- 
durch finden  steh  die  Werthe  von  A  und  B  wie  folgt: 

A  =  igip  \ 

_  tg»-tgy     { 34) 
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Daher  heisst  jetzt  die  Gleichung: 

i,  =  tg^.|-^^^{.. 35, 

Für  {ss  m  wird  17  =  n,  daher  erhalten  wir  die  Beziehung: 
„^tgy  +  tg»^ 36J 


Hiernach  Iftsst  sich  it  berechnen,  sobald  m  bekannt  Ist.  Wir 
bestimmen  aber  den  Werth  von  m  vermittelst  der  Bedingung, 
dass  der  durch  B  und  C  gelegte  parabolische  Bogen  dem  Bogen 
BMC  der  ballistischen  Curve  gleich  wird.  Um  die  Parabel  zu 
rektificireo,  ist 

de  =  di^T+^y=  di  V1  +  (J  +  2ÄÖ« . 

Zur  Abkürzung  setzen  wir  A  +  iB^  :=  x,   folglich  : 

Die  Integration  ergibt: 

ff  =  4^(«\^lT^+  /(2+  VTM*))+const 
und  mit  Beachtung  von  14): 

ö  =  jg  A(x)  +  const 
Ffir  0  =  0  ist  £  =  0,  X  ==  A,  also: 

const.  =  -  ^^ ,    iBc  =  A(t)^A(A) . 

Um  den  ganzen  Bogen  BMC  zu  erhalten,  ist  zu  setzen: 

t  =2  A  +  2Bm  =  tg^s 
und  weil  nach  34): 

2 

4Ä  =  -(tgi|/-.tg9>), 

so  findet  sich: 

Wird  In  diesen  Ausdruck  der  Werth  von  c  aus  31)  gesetzt, 
so  erhfilt  man: 
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37) 

«  =  5(tgV-tgi^) ^(,g„)-^(tg^) 

Werden  die  nach  36)  und  37)  erhaltenen  Werthe  von  m  und 
n  EU  den  Coordinaten  x^  y  des  Punktes  B  addirt,  so  erhält  man 
diejenigen  von  C.  Om  also  nach  dieser  Methode  die  Coordinaten 
des  höchsten  Punktes  der  ballistischen  Curve  zu  erhalten,  wird 
man  den  Winkel  a  in  irgend  eine  Anzahl  gleicher  Theile  theilen, 
je  2  dieser  aufeinanderfolgenden  Werthe  an  die  Stelle  von  <p 
und  'k\>  in  37)  und  36)  einfahren,  wobei  der  letzte  Winkel  ^  gleich 
Mull  zu  nehmen,  indem  die  Tangente  im  obersten  Punkte  hori- 
zontal Ist  Man  erhält  dadurch  zunächst  die  Coordinatendifferenzen 
einer  Reihe  von  Punkten  und  dann  sehr  einfach  die  Coordinaten 
selbst 

Diese  Coordinaten  wird  man  natfirlich  um  so  genauer  erhalten, 
in  je  mehr  Theile  der  Winkel  a  zerlegt  wurde,  weil  sich  die 
einzelnen  Parabelbögen  um  so  genauer  an  die  ballistische  Curve 
anschüessen,  je  kleiner  sie  sind. 


§.  6. 

Die  nach  der  in  §.  5.  entwickelten  Methode  erhaltenen  Coor- 
dinaten können  der  ballistischen  Curve  nicht  genau  entsprechen; 
denn  es  sind  eigentlich  die  Coordinaten  der  Berfihrungspunkte 
einer  Reihe  von  Parabeln,  bei  welchen  die  Eigenschaft  stattfindet, 
das«  ein  solcher  Parabelbogen  dieselbe  Länge  hat,  wie  dasjenige 
Bogenstflck  jener  Curve,  dessen  Anfang  und  Ende  mit  der  Pa« 
rabel  gleiche  Tangentenwinkel  hat. 

Man  sieht  aber  leicht  ein,  dass  die  Methode  ganz  genau  sein 
würde,  wenn  bei  beiden  Curven  fOr  jeden  Werth  des  Tangenten- 
winkels die  Krümmungshalbmesser  gleich  wären.  Wir  wollen  da- 
her deren  Werthe  miteinander  vergleichen. 

Wird  der  Krilmmungshalbroesser  der  Parabel  durch  R  (Taf.  VIII. 
Fig.  2.)  und  der  der  ballistischen  Curve  durch  q  bezeichnet,  so  Ist 
fOr  den  Punkt  Jf,  flir  welchen  der  Tangentenwinkel  gleich  B  sein 
mag: 

m«ec»<^ 
^-tg9-tgKi ^> 

^=6(L-^tge)' ^^^ 

Für  den  Punkt  B  ist  daher: 
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Für  den  Punkt  C  Ut  dagegen : 

^    msec'tl; secV 

^^•"tg9)-tgip'     ^^-6(L-^tgtf;)-' 

Da88  diese  Werthe  von  R  und  (f  nicht  fibereinstimmen^  geht 
schon  daraus  hervor ,  dass  bei  R  nur  im  Zähler  eine  Veränder- 
liche Torkominty  während  bei  g  auch  der  Nenner  veränderlich  ist 

Statt  der  Gleichung  32)  legen  wir  jetzt  die  folgende  so 
Gronde: 

iy  =  JS+ ««•  +  «»  +  />!*, 40) 

und  wollen  die  vier  Coefficieufen  dadurch  bestimmen,  dass  wir 
ausser  den  früheren  Bedingungen  auch  noch  die  Krümmungen 
am  Anfang  und  Ende  des  Bogens  BC  In  Uebereinstimniung 
bringen. 

Bexeichnet  man  den  Krummungähalbmesser  der  durch  40)  dar- 
gestellten Curve  durch  R,  so  ist  för  den  Punkt  M: 

Von  den  beiden  Zeichen  behalten  wir  das  untere  bei,  damit 
R  positiv  werde.  Denn  B  ist  jedenfalls  negativ,  da  tgO 
=  A  +  2Bi  +  3CP  -f  4/>S>  und  A  =  igq>,  der  Winkel  e  aber 
kleiner  als  g>. 

Zur  Bestimmung  von  A,  B,  Q  D  haben  wir  folgende  Glei- 
chungen : 

igfp  =  A, 

tgifi  =  AV^Bm\Wm^\Wm^, 
sec*y  sec  'g? 

A(L— ^tgg))—        2S~' 

sec*^ secV 

6(L— ^tg*) 'IB^^Cm  +  VlDm^' 

Die  Werthe  finden  sich»  wie  folgt: 

42) 
^=      tg9, 

Ä=:-46(L->itg9), 

3m*C  =     3(tg^— tg9>) — 4£m-|-M2^^tgt), 
2m*Z>  =     tg9- tgt  -f  Am— iAm(£--^tgt). 
Werden  diese  Werthe  in  die  folgende  Gleiehong  eingesetst: 
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n^  Am^Bm^^Cm^^^Dm\ 43) 

so  erhält  man  schliesslich  : 

«  =  4(tg9  +  tg*)"»  +  Vitft(^tg9— u4tgt)iii«.   .   .44) 

Diese  Gleichung  lehrt,  den  Werth  von  n  zu  finden,  sobald 
m  bekannt  ist. 

Der  Werth  von  m  ist  wieder  ans  der  Bedingung  abzuleiten, 
dass  der  Bogen  BC  der  Curve  40)  dieselbe  Länge  habe,  vrie  der 
zwischen  den  gleichen  Tangentenwinkeln  fp  und  ^  liegende  Bo- 
gen der  ballistischen  Curve.  Dazu  ist  die  Rektifikation  jener 
Curve  erforderlich;  allein  die  betreffende  Integration  lässt  sich 
nicht  in  geschlossener  Form  durchfQhren. 

Wir  können  (ibrigens,  um  diese  Schwierigkeit  zu  umgehen, 
einen  von  Lambert  aufgestellten  Satz  zu  Hflife  nehmen.  In 
dem  Bande  II.  der  Beiträge  zum  Gebrauch  der  Mathema- 
tik zeigt  dieser  Geometer,  dass  wenn  man  an  die  Endpunkte 
A^  B  (Taf.VIII.  Fig.  3.)  des  Bogens  Irgend  einer  krummen  Linie 
die  Tangeuten  AC,  BC  legt,  man  sehr  nahe  setzen  kann: 

f=:i(/4C+ßC+2chorde^ß) 4Ö) 

Nun  ist: 


AC 


AB  sin  ß         csln/}  -^         csina 

=  irr? — rö\  =  im — tik  •      BO  = 


sin(a+/3)  -  sin(a  +  ^)*       ''^  ^  mn(a+ß)' 

folglich: 

_e  sinP+sing-|-2sin(tt  +  /3)  _  c/      cos^C«— P)\ 
'  "3  •  sin  (a  +  ß)  "  3V  +co«  4(o+/3)/ 

Da  der  Quotient  der  beiden  Cosinus  wenig  von  1  verschieden« 
wenn  a  und  ß  kleine  Winkel  sind,  so  schreiben  wir  jetzt: 

.-T-l     f\     co«^(«-/^)^^  _  c/       2s}ni«sintf\ 
'  "-3L^""V"~cos4(«+/J)yJ  -  3V^+  cosHa+ß))' 

2  sinjasintfX 

3cos4(a  +  /3)/ "^^ 


r=c(l  + 


Cm  za  sehen  y  mit  welcher  Annäherung  diese  Formel  die 
Länge  eines  Bogens  gibt,  wenden  wir  sie  auf  einen  Kreisbogen 
an;  Halbmesser  sei  gleich  1,  Winkel  am  Mittelpunkt  10^,  so  ist, 

da  hier  a=:/J  =  6o  and  d=2sin5o  »=2sln5</l+5  *-^^~^): 
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log|  =  9.8239087 

Iog8in«2030'  =  7.2793592 

Comp,  log  cos  50  =  9.9983442 

7.1016121 

log2  =  0.3010300 
|iiggin5o  =  8.9402960 

log«  z=i  9.2418786  danach  i  =     0.1746  3341 

Genauer  tat  i  =    01745  3293 

Fehler    :=-O.OÖ000048 

Der  Fehler  Ist  also  bei  einem  Winkel  am  Mittelpunkt  von    W^ 

kleiner  als  QQQyQQ^  des  Halbmessers.     Bei  einem  Winkel   von 

50  ist  der  Fehler  32roal  kleiner. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  man  mittelst  46)  einen  Bogen  wird 
sehr  genau  bestimmen  können,  ^wenn  a  und  /?  kleine  Winkel  sind. 
Zerlegen  wir  In  46)  den  Nenner,  so  erhalten  wir : 

'  =  ^^*+»r=t^ti4^> ^7> 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  nur  vom  Produkt  der  beiden 
Tangenten  abhftf^ig.    Wir  setzen  jetzt : 

und  erhalten  danach: 

,=:c.^(tglatg4iJ) 49) 

Die  Tafel  II.  enthftit  fiir  log(tglatgl/3)  die  zugehörigen  Wertbe 
von  logi'(tglatgl^)  auf  5  Decimalen. 

(Taf.  VIII.  Fig.  4.)  Bezeichnen  wir  jetzt  wieder  den  Bogen 
BMC  durch  <r  und  jiL  CBP  durch  »,  so  ist  nach  49): 

<'  =  ^.i^(tgi(9--x)tg4(»-*)),    .  .  .  .W> 

und  diesen  Werth  demjenigen  der  Gleichung  31)   gleichgesetzt, 
erh&lt  man: 

l^-26'U-^tg9A>^(tgi(9-»)tg*(»-*))'      ^*> 
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Um  aber  hieroach  m  berechneo  zu  kSDneo»  idus«  der  Win- 
kel %  bekannt  sein.  Nach  der  Figur  ist  tg»  =  ~,  and  fiar  n  sei- 
oen  Werth  aus  44}  gesetzt: 

tg»  =  i(tg9  +  tg*)  +  ^M^i%9  — ^tg*)!«. 

Da  hier  m  noch  im  letzten  Gliede  auftritt,  so  mfisste  dessen 
Werth  bekannt  sein.  Beachten  wir  aber»  dass  dieses  Glied  gegen- 
das  erste  sehr  klein  ist«  Indem  b  eio  kleiner  Bruch«  so  können 
wir  flir  m  seinen  Nähernngswerth  nach  37)  nehmen.    Dadurch  wird: 

tg»  =  *(tgg»  +  tg*)  +  T'f(tg9-tg*)/(j^^).    62) 

Um  die  hier  vorkommenden  natfirlichen  Logarithmen  in  Brigg- 
sehe  zu  verwandeln«  dividiren  wir  durch  ^^0,4342945  und  haben 
endlich  cur  Bestimmung  von  m  und  n  die  Gleichungen: 

53) 

^     I     .      /L — Aigy^\    cosx • 

"•-2if6*^8U-^tgg)y'^(tg4(9-*)tgi(x-*))' 

n  =  m\%%. 

8.7. 

Fflr  den  olederstelgenden  Ast  der  ballistischen  Curve  sind 
die  Tangentenwinkel  grosser  als  90^^.  Wir  wollen  daher  unter- 
soeben«  wie  sich  die  Lamdafunktion  bei  negativen  Werthen  von 
p  verhält.    Sei  ;?= — p' 9  wo  also  p'  positiv,  so  ist«  weil 

^ip)  =  P  VT+i^  +  hp  +  VThTP). 

wenn  p'  eingesetzt  wird : 

^{-.p')=-(p'  vr+7*+ /(p' + ^r+7*))=~^(pO. 

Hiernach  ist  also  allgemein: 

-^i-p)=-^{p) 64) 

Statt  der  stumpfen  Winkel  97«  i|;  und  x  (Taf.  VUL  Fig.  6.)  wol- 
len wir  fibrigens  Ihre  Supplemente  ^i,  ^n^^  einführen.    Da  nun 
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x=!=180  — »1»  9:=  180  —  ^1  nnd  ^  =  180 — ^1,  so  geben  die 
Gleichungen  53),  wenn  man  sie  auf  den  niedersteigenden  Ast 
bezieht»  in  die  folgenden  über: 

65) 
tg%  =  i(tg*i +tgg.»)-,^(tg*,  «  tgg,Olog(J±^|^ 

^ 1      .^^/t,+  >itg1^|\ COSX| 

*"»  -  2)116 '^SU  ^.  ^tgg)|/^(tg4«'i  -«i)tgi(»i-9^i))' 
n,  =  iRitg»!. 

Man  kann  also  auch  ßr  den  niedersteigenden  Ast  die  Lage 
einer  Reibe  von  Punkten  bestimmen.  Derselbe  schneidet  den 
Horizont  des  Punktes  A  unter  einem  Winkel  c,  welchen  man  den 
Einfallswinkel  nennt.  Dieser  Winkel  muss  bestimmt  werden,  um 
die  Wurfweite  AS-=iW  berechnen  zu  können. 


$.8. 

(Jra  zuerst  einen  genäherten  Wertb  fdr  den  Einfallswinkel  c 
zu  erhalten»  benutzen  wir  die  Gleichung  30)»  nehmen  Indes«  an» 
der  Körper  beginne  seine  Bewegung  im  Punkte  D  (Taf.  VlIL 
Flg.  5.)  in  horizontaler  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  Fg ,  so 
hat  man  nach  21),    da  hier  p=0: 


'.=V"fr 


w, 


Die  Abscissen  zählen  wir  jetzt  auf  der  Linie  DE\  aosserdera 
wollen  wir  fflr  die  Ordinaten  die  Richtung  nach  abwärts  als  posi* 
tiv  annehmen»  so  Ist  in  30)  zu  setzen:  -*y  statt  y»  a=:0  und 
V^=:Vi\   dadurch  erhält  man : 

y=2fr**+r^*'+^**+-}-  .  •  .57) 

man  leitet  daraus  ab: 

Setzt  man  die  Wurf  höhe  QD=H  und  QiS  =  tO|»  so  findet  sich: 

tg«  =  bHwi  +6wi«+  I6V1»  + ....). 
Zor  Berechnung  von  voi  dient  die  Gleichung: 
2i7  6* 
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Durch  Cmkehraag  dieser  Reihe  erhilt  man: 

"«  =  >  6Z-3I+'X\  61-"" 
Diesen  Werth  in  den  Aosdrock  fiSr  tg«  eingesetzt«  findet  »ich: 

Der  Dach  dieser  Formel  erhaltene  Werth  von  a  kann  nicht  gans 
genao  »ein«  da  nur  einige  Glieder  der  Reihe  benfitzt  vrarden. 
Wir  wollen  daher  den  nach  58)  erhaltenen  Werth  durch  i'  be- 
zeichnen und  annehmen,  derselbe  entspreche  dem  Punkte  Fan- 
statt S  (Taf.  VIII.  Fig.  1.).  Dann  lassen  sich  mittelst  der  Glei- 
chungen 55) 9  wenn  man  t'  als  letzten  Tangentenwinkel  nimmt» 
dieCoordinaten  von  F,  nämlich  DE  und  £IF  bestimmen,  und  setze: 

H-EF^t 69) 

Durch  den  Punkt  F  legen  wir  jetzt   eine  Parabel«   deren  Tan- 

genteowinkel  gleich  «'   und   deren  Kriimniongshalbmesser   in    F 

sec  'c 
gleich  ist   .  .y  ,  ^.    7v*     Die  Gleichung  dieser  Parabel  ist: 

wenn  nfimlich  FG  die  Abscissenaxe  ist  und  die  positive  Richtung 
der  Ordinaten  nach  abwärts  geht.  Werden  Ä  und  B  den  gedacht 
teo  Bedingungen  gemäss  bestimmt»  so  findet  sich: 

i,  =  tg«'.S  +  46(L+^tga')6*. eO) 

Ffir  4  =s  tt   wird    17  ^  £;,    und  daher: 

t=(tge'  +  i6{L  +  ^tg«0«)», 

i 


»  = 


tgtH4Ä(r+^tg?)i 


Ein  Näherungswerth  flir   »  ist  t~^,    da  Im  zweiten  Glieds  des 
Nenners  der  kleine  Faktor  6  vorkommt.    Wir  kOnnen  daher  setzen: 

«  = ^- r- •^> 


Aus  der  Gleichung  00)  erhält  man 
dl 


^  =  tg«'  +  6(I.+-<tg«')6. 
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Setzt  man  darin  1=:»,    so  wird  ^stgc,    daher: 

tR«  =  tg»'  +  6(L  +  y/tgO» 82) 

Endlich  hat  man  noch: 

u)i  =  DE+  10. (B) 

S.  9. 

Bestimmang   der   Flugzeit. 

Die  Differentialgleicbang  19),  ivelche  die  Beziehung  zvriechen 
dt  und  dp  angibt,  kann  nicht  integrirt  werden.  Doch  lässt  eich 
leicht  ein  genäherter  Werth  für  die  Zeit  r  aufstellen,  welche  ver- 
fliesst,  wenn  p  sich  um  eine  gewisse  Grosse  Sndert  Denn  setzt 
(Taf.  VIII.  Fig.  2.)  man  den  Bogen  BC=  a  und  die  Geschwindig- 
keit in  ßz=:v,,   in  C=v,,,  so  ist  nach  31)  und  21); 


«  ^   l;./I-:^tgtf;\ 

"^  -26^U-^tg?/' 

'       cosyV^Zr— ^tg9*  ' 


9 


Vi 


cos  ^  ^/^L — ^  tg  fff 

Nimmt  man  an,  die  Bewegung  Ton  ß  nach  Csei  eine  gleicb- 
mftssig  verweigerte,  was  um  so  weniger  von  der  Wahrheit  abwei- 
chen wird,  je  kleiner  der  Bogen  BC,  so  hat  man  <y=  '^  "t,  also 

2<r 
T=:— ^ 65) 

«^/  +  ^st  ^ 

Um  rar  t  einen  genaueren  Werth  abzuleiten,  betrachten  wir 
die  Zeit  i  als  Abscisse,  die  Geschwindigkeit  e  als  Ordinate  eioer 
Curve,  deren  Gleichung  daher  durch  v=f(t)  dargestellt  wird. 

vdt»  so  stellt  <r  die 
«' 
Fifiche  BCED  (Taf.  VIIL  Fig.  6.)  dieser  Curve  vor.    Es  ist  daher 
aus  der  bekannten  Fläche  a  und  den  begrenzenden  Ordlnaten  v^, 
V,,  die  Abscissendifferenz  x  zu  bestimmen. 
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Dm  eineD  bequemen  Ausdruck  fSr  diese  FIficbe  sn  erhalten, 
verlegen  wir  nach  DJ  die  Abacissenaze  eines  Coordlnatenaystems 
and  nehmen  fflr  das  CurTenstack  DE  (Taf.  Vlil.  Flg.  6.)  folgende 
Gldcbungen  an: 

Für  ;r=0  wird  ^  =  tgi:,   für  a:  =  T  wird  y  =  v,   -^z=X%e,  daher 
haben  wir  sur  Bestimmung  Von  A^  B,  C  folgende  Gleichungen: 

tgö  =  il+2ÄT  +  3CT«, 

Hieraus  findet  sich: 

^  =  tg£,  \ 

£T<  =  3y— TtgO— 2rtg£j      67) 

Cr»  =  T(tgi:  +  tg«-2v,     ' 

Fliehe  DJB  =  J   ^ydx  =  ß      (Ax+ Bx^+  Cr«)  dx 

=  ß(6i<r  +  4ßT«  +  3Cr»). 
Werden  die  Werthe  von  A,  B,  C  eingesetzt,  so  ergibt  sich: 

Fliehe  flJJB=4TV+AT«(tgt-tgÖ)=  5^^'r- At«(tgd-tgö, 

Fliehe  BCED = BCJD  —  D J£= v,t  -  4(t?,«  e J  t  +  ri**(tg  ö-tg  t), 

<y  =  i(r,  +  rjT+A(tgÖ~tgOT«. 68) 

Cm  die  Winkel  i  und  0  zu  bestimmen,  suchen  wir  den  Werth 

des  Dillereotialquotienten    '^.      Nach    21)    ist    p«=|>j^^^  . 

Ninnmt    man   beiderseits    die   Logarithmen    und    differentiirti    so 
findet  man: 

nnd  erhUt  mit  Zuziehung  der  Gleicliung  19): 


dt~    ^ V vr+i* "^ L- W 


Th«ll  XLVL  26 


69) 
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Dieser  Ausdruck  ist  die  Tangente  des  Neigungswinkels  der 
Beröhrenden  mit  der  Abscis^enaze  für  die  Curve  v=zfit),  Dan 
negative  Zeichen  sagt«  dass  dieser  Winkel  ein  stumpfer  ist.  Die 
Winkel  i  und  $  sind  die  Supplemente  der  stumpfen  Winlcel  fSi 
diejenigen  Punkte,  wo  psstgip  und  |»  =  tg^  ist.  Wir  hal>en 
daher : 

tg£=f,(.i09,+£^5^)    und    tge  =  g(üni.  +  jj^^). 

Mit  Beachtung  der  Gleichungen  64)  erhSit  man: 

tgi^gBingf-i-bv*    und    tgö  =  ^sin^  +  6»,/, 

tgö-tg{;  =  ^(sln*-sing))  +  ÄK«— O-     .    .   .70) 

Wird  dieser  Werth  in  68)  eingesetzt,  so  erhält  man  znr  Bestim- 
mung von  T  die  Gleichung: 

a  =  4(ü;  +t)jT  +  AT»[^(sin^-sin9)  +  6(t,,«— r,«)]. 

Im  aufsteigenden  Ast  der  ballistischen  Curve  ist  9>>^  und  0|>r«> 
desshalb  schreiben  wir: 

<»  =  4(t>^+t>jT-AT*[j7(sin9-sin^)+6(»/-01» 
^  __     2tf         T«  ^(siny — sin»)  +  fe(p,*— Q 

Da  das  zweite  Glied,  in  welchem  t*  vorkommt,  eine  ziemlich 
kleine  GrOsse  ist,  so  kOnnen  wir  daselbst  für  r  den  Nähemogs- 
wertb  65)  setzen  und  erhalten: 


Uebersichtliche  Zusammenstellung    der   Formeln   sor 
Berechnung  der  WnrfhOhe,  Wurfweite  und  Flugzeit 

S.  10. 

um  die  Formeln  53)  fdr  die  Rechnung  etwas  bequemer  ein- 
zurichten,  ffihren  wir  die  Hfilfsgr5sse  u  ein,  und  setzen: 

1         /L-^tgt>;\ 
62l'^8U-^tgy;"=^' 
dadurch  wird: 

tg»  =  4(tg9>  + tgt)  +  4(tgg»— tgK»)M 
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und 

__  3l|C08X 

"•  ^  6.^[tg*(9-«)tg4(«-*)r 

AnMerdem  «eisen  wir  fiberall  statt  b  die  Constante  k  des  Laft- 

vriderstandes,   welche  zu  A  in  der  Besiehung  steht*  dass  A=oz* 

(Siehe  9«  3.) 

Je  nach  der  Grosse  des  Elevationswinkels  a  onterscbeideo 
wir  mehrere  Fälle. 

Ui  ^a  nicht  grosser  als  I5<>,  so  iSsst  sich  die  Wurfh^he  B 
schon  durch  eine  einmalige  Anwendung  der  Formeln  63)  mit  hin- 
reichender Genauigkeit  bestimmen ;  man  setst  dann  ^p=a  und  ^i=0. 

Man  berechnet  sunfichst  A»  p  und  L  wie  felgt: 

F"co«*«         '^ 
Wenn  Meter  nnd  Kilogramm  in  Grand«  gelegt  werden,  so  tot: 

i  =  13445.    g  =  9AJ. 

Ap  eotnimmt  man  ans  Tafel  1. 

A.    Aufsteigender  Ast.    (Taf.  Vm.  Vig.  7.) 

log  II  =  9058406 + log  Oog  j~j^ , 

tg«=4p(H-u), 

a,.  «cos« 

"'-®*^[tg4*tg4(«-«)r 

H  =  fotgjt. 

Man  geht  mit  [logtgi» -|- log tgi («—«)]  in  die  mit  A.  bezeich- 
nete Spalte  der  Tafel  II.  ein»  so  ist  das  zugehörige  B.  gleich 
iogi^[tgJiitg4(«^*)]. 

B.    Niedersteigender  Ast. 

log«,  =9.58406  +  log(log^^), 

S6* 
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logu,  =  9.58406+log(log  J±^, 

tg«i  =  p*. 

««  -  ^^•^[tgj(«,-%,)tg4(^-«)]' 
^  =  o«tg«.. 

i 

p« 


CD  = 


1  +  J.^' 
p% 


0.    Flugzeit 
Zeit  y.AbiaD  ^x.     Bogen  AD=0,     Gescbwindigk.  In  />  =  Ft. 


os6ib(,  F|  = 

0,  s=6Af(,.  F«  = ^ /  .■       » 

co8aVI>-|-uip 

log^s=  0.30222, 
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F+Fi      'VF+fJ    L     2*     +F+F,J' 

'  ~  rrrvM^'\rr+rJ  L—Tor-  +  F,  +  fJ ' 

•^-ivTF.+'V'^T'F.;  L-är-+    F,+  F,   J- 


S.  11. 

Liegt  ^«  Etvischen  15*>  and  30**,  so  wende  man  folgende 
Formeln  an  (Taf.  VllI.FIg.8.}: 

Jfc  =  l.^  =  3.3445|, 

p  =  tga. 
I>i=stg«i. 


A.    Anf8teig«ad«r  Ast. 
logn  =  9.58406  +  iogOog  jj~2^) . 

«cos» 


o  =  6£. 


A=:atg»; 
logiii  =9.58406+log(log^3^). 
<8»i  =4piO+«i)3 

''t-«^.^[tgi(«,-,^)tgixn' 
hl  =  aitgxi, 

0  =  *  +  Ai. 

B.    Niedersteigender  Ast 

log».  =  9J58406  +  log(log^y^) . 
♦g««  =  4pi(l— ««). 
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*«  =  «ttg««; 

log«,  =  9.58406  +  log(log|:^J» 

"» -"*'^tg4(«-x,)tgK«,-«,)]* 

A«  =  «»*g«»; 

a/"äL„  .   1  i/Äl,- 
I'4  =  V-T<»  +  3ZVX>'' 

log««  =  9.58406  +  log(log3i^. 

»g»«i  =  4(P4  +  p)  — 4(lB«-p)«v 

*g«4=l»4. 

_-.    «4 CO« »4 

«4  -  '**'i[tg4(«4-«4)tg4(»4-«)' 
*4=«'4tg*4. 

:=Ä-(A,+A,  +  A4). 
4Ap4 


C.    F 1  n  g  E  e  i  t 

Zell  T.  A  bis  />  =:t,    Bogen  AD  =(r,    Geschirindigk.  in  I>  =^e|. 

M    «  £   »»  '^  =*»>       »»      JS-F  ssö^,  „  „  F  ^v^ 

M    9»  F   „  G  =T0,       „      FG=ea,  „  M  G=Og. 

»>    M  G   „  C  :=T4,       „      GC  =(^4»  »  M  G  ^  r^- 
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«•=«*««•.  y^\fl9h,  y-       ^^f' 

«i=6*iii.  »      ▼    I«  '  •    co..VX+witg«' 

'-  F  + »,'*■* VF  +  kJ  L""5r"+         F+r,~J' 
'•"»1  +  Fi      •U+Fi/   L'~2Ä-  +  t.,+  Fj' 

*^-  FrF^+'VF,+rJ  L    2*     +Fi+»J' 

_    2tf,_      ,  /   2tf,   \*  r«!— Pi      g(8in«-giii<»i)-| 
'»-Srfr,+»U  +  «'»/   L    2A      +         ü,  +  e»       J' 

2tf4        ,  /   2tf4   \'  rVi—V%  .  y(8iDt  — ain«)-| 
'*"MT^**U+>V   L"2Ä~+      t,+  F,         J- 

§.  12. 

BetrSgt  (Tat  VIII.  Flg.  9.)  der  Eleyationswinkel  «  Bwlacben 
30*>  ood  45*,  so  wird  man  ihn,  nm  sichere  Resaltate  so  erhalten, 
in  drei  gleiche  Theile  theilen,  wo  sich  dann  folgende  Vorschrif- 
ten tSx  die  Rechnung  ergeben: 

*  =  f^.|  =  3.3446|. 

F»C08*«  '^ 

A.     Aufsteigender  Ast. 

log»  =  9.58406  +  log(logxEi^>- 
tg»  ÄS  4(p  +  j»,)  +  \{p  -pi)u. 
ueoan 


a  =  6k. 


■^[tgi(«-«)tg4(«-a,)l' 
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log«,  «  9.58406+  logOog J^^. 
tR«!  =  4(Pi  +Pi)  +  4(ft  — A)«, . 

'~     >ltg4(«,-«,)tgi(«,-«i)]' 

log»,  =;:  9.58406  +  log(log^_f'^    ), 

tg«i  =  iP«(l  +  t«^, 
a.  =  6A  "«^'o«*» 

w  — a-f-Oj-l-aa. 

B.     Niederst«igender    Alt 

log«,  =  9.58406  +  logaog^i^^). 
*««•  =  4/^(1  —  ««), 
a,  =  6A  "«'=°«*» 

*«  =  «8tgta5 
log«4  =  9.58406  +  log(l«g^±^^). 

«g««  =  t(p,  +/»«)-  i(ft-p,)M4, 

- .  .     «4C08X4 

"*  ~  >Ltgi(«,-X4)tgl(«4-«^]' 

Ä»  =  Oftgx«; 
log«.  =  9.58406  +  logdog  j^i^), 

tK«8  =  4(p+p,)-4(p-p,)a4, 

».  —  «i  "»co»*^ 

•  ~       >Ltg4(«-K.)tg4(«^-«,l]  • 

*»  =  «6tg«»; 
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logtte  =  9.5840ß  +  log  (log  t;*^^' 
tg^  =  *(ä  +|>)  -  *(P«  -P)«ft. 

_|..    ttgCOSX^ 

''^  ""  ^^•-^[tgi(as-xe)tg4(i^-«) ' 

tg«=P«(l+2J(»), 

C.    Flngseit    (Taf.  VHI.  Fig.  9.) 
Zeit  V.  A  bis  D^t,    Bogen  ilZ>  =<y,    Gescbwindigk.  in  D  sz  rj. 

p»     >f  JE  »   ^  =^t»      M     JEF  ^=a^p  „  „  F  ^  Fl» 

»>     »«  ^^  9»    G=t5|,       »»     FG  :=tfs>  »y  „  6  =ri^. 


*"  f+^'*^Hf+^;  L~2ä~+ — F+ij^ — J- 

_     3*1     ,,/  2ff|   y  fv,  -B,     g(sba,  -  giD«Ol 
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_     2g»     ,1  /   2tf4    \*  p4— P»  ■  y(8ing-8ingi)-| 

•""1^4+1^5       •V»4  +  t>*/     L      2ifc       +  »4  +  ^5  J' 

—     2tf6      ,  ./  2tfe    VrPa-F»  ,  y(sing-8ingn 
*^-i^F,+'U+Fj  L     2A:      +       r5+F,      J' 


$.  13. 

Nach  den  io  den  vorhergehenden  Paragraphen  gegehenen 
Vorschriften  sollen  nun  einige  Beispiele  gerechnet  werden. 

Ein  Vierondsvranzigpnindery  dessen  Gewicht  27  Kilogramm 
und  Durchmesser  0^152  Meter  beträgt,  werde  mit  einer  Anfangs* 
geschwindigkeit  von  300  Meter  unter  einem  Elevationswinkel  von 
15  Grad  abgeschossen;  man  soll  die  Wurf  hübe,  Wurfweite  und 
Flugzeit  beiechnem 

Hier  können  die  Formeln  des  §.  10.  angewandt  werden.  Die 
Rechnung  fflhren  wir  mit  fünfstelligen  Logarithmen*)  aus,  da 
solche  hinreichend  genaue  Resultate  gewähren. 

F=i».0«.152,    0  =  27,     F=:300,    «=16«,    ^  =  §.81. 

legi»  =  9.89eS09  log  3.3446  =  0.62433 

2rog0.162  =  &38368  -Mog  Q  =  1.43136 

log  F  =3  8.26877  4Compl.logF=  1.74123 

logA  =  3.69692. 

Eine  Anschauung  der  Formeln  zeigt,  dass  im  Laufe  der 
Rechnung  die  Logarithmen  von  2k,  4k  «nd  Ok  noth wendig  sind ; 
wir  wollen  sie  daher  sogleich  bestimmen: 


•)  Der  Verfttcser  erlsitbt  »Ich  hier  auf  ielne  boi  Dia  hl  in  Darm- 
Stadt  1866  ercchienene  fonfttellige  Logarithmentafel  aalinerk»ani  ma 
machen,  welche  für  die  InterpolatioDirechnangen  sehr  bequem  eiage- 
richtet  iit  ond  Aach  die  Logarithmen  f&f  Summe  und  Dlfferens  enthält, 
ohne  welche  viele  def  hier  vorkommeaden  Forineln  ni^^  bequem  be- 
rechnet werden  konnten. 
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§.  14. 

In  9«  13.  erhielten  wir  fClr  einen  unter  einem  EleTatiooswinkel 
von  15  Grad  mit  der  Geschwindigkeit  von  300  Meter  abgeschos- 
senen Vierundzwanzigpfünder  folgende  Resultate: 

Abscisse  des  höchsten  Panktes 1880.S6  Meter. 

Ordinate    ,,         >,  ,,       (Wnrfhuhe)         268.02      ,, 

Wurfweite 3550.23      .. 

Länge  des  aufsteigenden  Zweiges  der  Flugbahn  1905.00      „ 

M        »>   niedersteigenden  „        ,»         »,  1608.86      ^ 

Zeit  zum  ZttrOcklegen  des  ersteren  •   ^   .   .   .  7.1545  Sekuod. 

„  „  „    letzteren    ....  7.6021        „ 

Einfallwinkel 18047'57'. 

Cm  die  Genauigkeit  dieser  Resultate  benrtheilen  zu  können^ 
wollen  wir  die  Wurfhöhe  und  Wurfweite  auch  nach  den  Vor- 
schriften des  §.  11.  berechnen* 

Hier  haben  natürlich  a,  p,  k  und  L  die  gleichen  Werthe 
wie  früher: 

«1  =  7030',    log tg 01  =9.11943,    pi  =0.13165,    .^Pi  =0.2640. 

Für  den  aufsteigenden  Ast  ist: 

L-^Pi  »1.4411,    «=11026'0^,    jfj=3052Mr. 

a  =  1045.87  A  =:  211 520 

Ol  «   834.56  *i  =   66.484 

10  =  1880.53  iff=:  268.004 

Diese  Werthe  unterscheiden  sich  von  den  obigen  nur  um  einige 
Gentimeter. 

Ffir  den  niedersteigenden  Ast  hat  man: 

.  L+^;>i  =  1.9691,    «a  =  304Ü'34",    ft^^zllHW 

und  flndet  ferner: 

a^=  714.40  As=   45.898 

o,  =   644.80  *,  =  127.869 

os+a,»  1359.20  A^+A,  =  JTSifS? 

log/i4  =  9.53148,    ;i4  =  0.34000,    «4  =  18«  46' 42",    ^4  =  0.6929, 

li  +  ^/i4  =  2.3980,     »4  =  160  53'15^    «4  =  308.82,    A4  =  93.752, 
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A«+Af4AA=267^1U,    £=0.485,    o>  =  l.43,    a,+a,+a4  =  1668.02, 
fo,  =  1669.46,     W  =  3549.98,    t  =  18^47' 44^ 

Hier  zeigt  8lch  eine  stärkere  Differens;  denn  die  Wurfweite 
fand  sieb  Dach  der  früheren  Rechnung  einen  Viertelsmeter  gros- 
ser. Wurde  daher  eine  sehr  grosse  Genauigkeit  verlangt,  so 
niiisstf'n  bei  einem  Elevationswinkel,  der  nicht  beträchtlich  kleiner 
ist  als  15^,  wenigstens  für  den  niedersteigenden  Ast  die  etwas 
omständlicheren  Formeln  des  §.  11.  angewandt  werden. 

§.  15. 

Zur  Anwendung  der  Formeln  des  §.  12.  wollen  wir  die  Flug- 
bahn des  Vierundzwanzigpfünders  bei  der  gleichen  Geschwindig- 
keit von  300  Meter  und  dem  Elevationswinkel  von  45  Grad  be- 
stimmen. 

Hier  ist: 

a  =45«,  p  =1.00000,  Ap  =2.2956, 
ai  =  30;  ft  =  0.57735 ,  Ap^  =  1.2160, 
«,  =  15 ,     />«  =  0.26795 ,     Ap^  =  0.5423, 

^  =  9.81,      log  Ä  =  3.69692,      L  =  4.4653. 

Man  erhält  die  folgenden  Werthe: 

1.     Aufsteigender    Ast. 

log»  =8.82807        X  =38^45' 40"        a  =1562.74  h  =1254.73 

logtii  =8.49697       »1=23    8  48         ai=  85970  A|=  367.53 

log tfs= 8.33403       3ij=  7  47  35         a^=  636.53  h^=    87.12 

to=3058.97  /r=  1709.38 

2.    Niedersteigender  Ast. 
logic,=:8.28111    «a=  7029' 12"        a»=  563.93  *a=  74.11 

Iog«i4=8.32300    «4=22  45  10         0*=  577.61  A4 =242.26 

logti5=8.46229    «5=31    2  42         a^=  679.82  Aft=531.99 

ös+04fa5=182l.36  ^3+^4+^5  =  848 35 

l>4  =  1.47807    «ö =55^55'  8*^     ^p^ =3.8202 
log«^  =8.53012    «e, =50054' 38*^       fle  =  ö37.16  ^«=784.32 

a,+fl4  +  «5  +  a4  =  2458.52    A, + A4 + Äa  +  A«  =  1632.67    J:  =  76.71 

IogJ=6.44965  a)=51.J5  Wi  =2509.67    FF=5568.64  c=56O40'13". 

Sollten  diese  Resultate  geprfift  werden,  so  kSnnte  man  den 
Winkel  a  in  vier  gleiche  Theile  theilen  und    0,  =  la^    a^  =  \a, 

Theil  XLVI.  %1 
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a^  =  \a  machen.     Die  zu  dieser  Rechnung  pothwendigen  Formeln 
lassen  sich  ganz  analog  ^enen  des  §.  12.  anschreiben. 


§.   16. 

Vermittelst  der  in  den  letzten  Paragraphen  erhaltenen  Iah- 
lenwerthe  lassen  sich  die  entsprechenden  ballistischen  Gurren 
leicht  graphisch  darstellen.  Denn  man  kennt  von  mehreren  Punk- 
ten die  Coordiuatci) ,  den  Tangentenwinkel  und  kann  ai^sserdcoi 
den   Krümmungshalbmesser   für   diese    Punkte   nach   der   Formel 

Q=i  f .^   ß  um  so  leichter  berechnen,    als   der  Logarithmus 

des  Nenners  schon  im  Laufe  der  Rechnung  vorgekommen  ist.    Man 
setzt  der  Reihe  nach  6=a,  ctj^  oj»  also   tg6=p.  pi,  p^» 

Im  höchsten  Punkte  Ist  dssO^  also  ^  =  y  Beim  niederstei- 
genden Ast  erhfilt  man,    wenn  die  Tangentenwinkel  wie   in  §.  7. 

2Ä:sec>ö 
genommen  werden :    q  =  #  ■    >*   q' 

Für  die  Curve  mit  dem  Elevationswinkel  von  15^  ist  nach  §.  14.: 


Abscisse. 

0.00 
1045.87 

1880.53 

2594.93 
3239.73 
3648.55 
3549.98 


Ordinate.        Tangentenwinkel. 


0.00 
211.52 

268.00 

222.11 

94.24 

049 

0.00 


15»  0'  0" 
7  30    0 

0    0    0 

730    0 

15  0    0 
18  46  42 

16  47  44 


Krtünmangs- 
halbmesser. 

9498  Meter )  Anfsteigen- 
7087     „      )    der  Ast 

5837     „  HuchstPnnkt 

5186  „  \ 

4914  „  /  Niederstei- 

4890  „  igeader  Ast 

4897  „  ) 


Ffir  die  andere  Curve  mit  dem  ElevationswiDkel  von  45*>  Ist 
nacli  §.  15. : 


Abflcisse. 

Ordinate. 

Tangentenwinkel. 

KrQnunnngs- 
halbmeaser. 

0.00 

0.00 

450  0»  0" 

12974 Meter)  .   ,  _ 
4716    ,.        Aufateigen. 

2815    „      \    °"  *■*• 

1562.74 

1254.73 

30    0    0 

2422.44 

1622.26 

15    0   0 

3068.98 

1709.38 

0   0    0 

2229    „   Huchat  Punkt 

3622.90 

1635.27 

15    0   0 

2205    „      \ 

4200.51 

1393.02 

30   0    0 

^^     »        /  KV   ^        .. 

4880.33 

861.03 

45    0    0 

lIRi           {  Niederstei- 

5617.49 

76.71 

55  55    8 

6827    „      [ge'«»«'Ast 

SÖ6&64 

aoo 

56  40  13 

7II0    .. 
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Aus  den  Werthen  der  Krfimmungshalbmesser  ist  ersichtlich, 
dass  die  stärkste  Krümmung  nicht  im  höchsten  Punkte,  sondern 
an  einer  anderen  Stelle  im  niedersteigenden  Aste  stattfindet.  In 
der  analytische»  Geometrie  nennt  man  in  der  Regel  denjenigen 
Punkt  einer  Curve,  für  welchen  der  Krümmungshalbmesser  den 
kleinsten  Wertb  hat,  den  Scheitel  derselben.  Um  den  Ort  die- 
8es  Scheitels  zu  bestimmen,  wollen  wir  zunächst  den  Tangenten- 
winkel fär  diese  Stelle  suchen.  Dazu  diente  wie  sich  durch  eine 
leichte  Rechnung  findet«  die  folgende  Gleichung: 
4secö  ,    ^       , 

Da  diese  transcendente  Gleichung  keine  direkte  Auflösung  zu- 
lässt,  so  kann  man  für  6  einen  Näherungswerth  6*  aus  dem  hier 
folgenden  Täfelchen  entnehmen  und  den  genaueren  Werth  von  B 
mittelst  der  folgenden  Formel  berechnen: 

d=Ö'  +  |^[l~Jco8ÖV.n2ö'(L  +  ^tgöO]. 

log  2^j5rp  =  5.01340,    log!  =  9.87506, 

Die  Correktion  ist  dann  in  Sekunden  ausgedrückt. 
FufdieersteCurvewar  L=1.7Ü61;  dafür  d' =  18011'«.  Ö=18»  8'  2^; 
„   „zweite    „      „    L=4.4653;     „    6'=  8  13  „  Ö=  8  13  42. 

Da  man  jetzt  den  Tangentenwinkel  kennt,  so  lassen  sich  nach 
dem  Früheren  auch  leicht  die  Coordinaten  des  Scheitels  berechnen. 

Täfelchen    zur    Bestimmung    des   Scheitels    der    balli- 
stischen   Curve. 


e 

L 

Diff.  r 

e 

L 

Diff.  r 

5»  0* 
20 
40 

7.53' 

t.05 

6.62 

2.40 
2.15 
1.90 
1.70 
1.55 
1.40 
1.30 
1.65 
1.10 
1.00 
0.90 

0.80 
0.75 
0.70 

10» 

11 

12 
13 
14 

3.60 
3.23 
2.92 
2.66 
2.42 

0.62 
0.52 
0.43 
0.40 
0.33 
0.30 
0.29 
023 
0.23 
0.22 
0.18 
0.18 
0.17 
0.17 
0.13 

6  0 
20 
40 

6.24 
5.90 
5.59 

15 
16 
17 
18 

•  19 

2.22  , 

2.04 

1.87 

1.73 

1.59 

7  0 
40 

531 
5.05 

4.83 

8  0 
20 
40 

4.60 
4.40 
4.22 

20 
21 
22 
23 
24 

1.46 
1.35 
1.24 
1.14 
1.04 

»  0 
20 
40 

4.05 
3.89 
3.74 

10  0 

3.60 

25 

0.96 

2T* 
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Anhang. 

§.  17. 

Die  dieser  Abhandlung  beigegebene  Tafel  I.  kann  noch  anf 
andere  Weise  gebraucht  werden.  Sie  gibt  nfimlich  fiir  jeden 
Werth  der  Zahl  p  den  zugehörigen  Werth  von  ^(p),  welches 
die  folgende  Funktion  von  p  ist: 

Ap)  =  P  V^f+P*  +  log  nat  (p  +  V^TTp*). 
Nun  Ist: 

folglich: 

Durch  die  Tafel  I.  kann  man  daher  sehr  leicht  den  Werth  die- 
ses bestimmten  Integrals  finden. 

§.  18. 

Durch  die  Tafel  I.  lässt  sich  ferner  die  Parabel  sehr  leicht 
rektificiren.  Sei  der  Abstand  des  Brennpunkts  B  (Taf.Vlli.rig.lO.) 
vom  Scheitel  A  gleich  g,   so  heisst  die  Gleichung  dieser  Cunre: 

Die  Constante  ist  gleich  0,   wenn  die  Bugen  vom  Scheitel  aus 
gezählt  werden. 

Setzt  man  den  Leitstrahl  BC=r,  den  Winkel  ABCzzv,  so  ist: 


r=: 


2y  ,  ,,-,^      .  2ocos9 
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—  — 1  2c08t>      1   —  CQgP £ 

Q  ~"  J  +  C08C  1  +  COSÜ        ^  2' 


f  =  y.^(tg4t?). 


§.  19. 

Die  Tafel  I.  kann  endlich  auch  noch  daza  benutzt  werden ,  um 
eine  Corve,  deren  Gleichung  y=f(x)  gegeben  ist,  näherungs- 
weise zu  rektificiren. 

Sei  OMIS  (Taf.Vlil.  Fig.  11.)  irgend  ein  kleinerer  Theil  der- 
selben,  so  legen  wir  durch  O  zwei  neue  Coordinatenaxen»  paral« 
lel  den  vorigen,  und  berechnen  den  Bogen  so,  als  gehorte  er 
einer  Parabel  an,  welche  durch  die  drei  Punkte  O,  M,  N  geht, 
und  deren  Gleichung  i}  =  <i£-f  6|*  sei.  Die  Constanten  a,  ö  wer- 
den so  bestimmt,    dass  die  Parabel  durch   die  Punkte  M(ß,  fi) 

und  iV(2d,  v)  geht;    diess  gibt  a=    ^^^     und  ft=  ■  o^  ■* 

Zur  Rektifikation  des  Parabelbogens  dient  die  Gleichung: 

df=:dgVl  +  {a  +  26|)». 

dt 
Setzt  man  0  +  2^1  =  2,   also   <^==2Ä'    ^^  wird:' 

t  =  Const.  +  ^4/^*  +  ^  '(*  +  Vi  +  »»)  =  Const.+^  -^(«)- 

Für  1  =  0  ist  x  =  a  und  für  £  =  2d  ist  2  =  a-|-46d;    wird  das 
Integral  innerhalb  dieser  Grenzen  genommen,   so  findet  sich: 

46*  =  -^(a  +  46d)— ^(a). 
Nun  ist: 

Soll  nun  eine  Curve  ABCDE....XYZ  (Taf.  VIII.  Fig.  12.), 
deren  begrenzende  Abscissen  x^  und  Xn  sind,    rektificirt  werden, 

80  setze  man   — =  6,    wo  n  eine  gerade  Zahl   sein  muss, 
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dann  ist  Xi  =  x^  +  ö,  ^r^  =  ^|  -f-  d,..,.  x%  =  Xn—x  +  d*  Man  be- 
rechnet jetzt  für  diese  sänimtlichen  Abscissen  die  zagehorigen 
Ordinaten  y^,  ^, ,  y^,  .»..yn  mittelst  der  Gleichung  der  Gurve  und 
bilde  die  ersten  und  ztveiten  Differenzen  nach  dem  folgenden  Schema : 


«0 

ifo 

^9o 

' 

«1 

Vi 

<Vi 

^'yo 

•K* 

9t 

^y* 

^'yi 

ar. 

»S 

^y^ 

<% 

*4 

if* 

^'»3 

^y* 

Xn-% 

yn-2 

^y»-i 

.Tn-l 

yn-I 

^^n-l 

^'y«-« 

Xn 

y» 

Beim  Bogen  ABC  ist 

Analog  findet  man  diese  Werthe  beim  Bogen  CDE,  indem  man 
jeden  Index  um  2  vergrossert  Setzt  mati  ABC=^s^,  CDE^t^^,.., 
XYZ  =  Sn,  so  ist: 


arc2lÄCDiE....^FZs=i2  +  t4+.. ..  +  *«. 

§.  20. 

Zur  Anwendung  des   Vorhergehenden   wollen  wir  einen  elli- 
ptischen Quadranten  rektificiren. 
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Sind  die  Halbaxen  der  Ellipse  (Taf.  VUI.  Fig.  13.)  gleich  JO 
und  5,  so  beisst  ihre  auf  den  Scheitel  bezogene  Gleichung: 

Anstatt  jedoch  diese  Gleichung  anzuwenden,  wollen  wir  zuerst 
auf  Etwas  aufnterksam  machen,  wodurch  gleich  eine  grossere 
Genauigkeit  erzielt  werden  kann. 

Die  Krümmung  der  Ellipse  ist  Im  Punkte  A  am  stärksten 
und  nimmt  ^eg^w  B  ab,  während  die  Krümmungen  der  zu  Grunde 
liegenden  Parabelbrigen  mit  wachsenden  Abscissen  zunehmen. 
Denn  der  Krümmungshalbmesser  der  Parabel  hat  zum  Ausdruck 
Csec'^,  wo  C  eine  Constante  und  (9  den  Neigungswinkel  der 
Tangente  zur  Abscissenaxe  bedeutet. 

Nun  wird  abei'  ein  durch  drei  Punkte  eines  elliptischen  Bo- 
gens  gelegter  Parabelbogen  sich  genauer  an  jenen  anschliessen, 
wenn  bei  beid^oi  Curven  die  Krümmungen  gleichzeitig  ab-  oder 
gleichzeitig  zunehmen,  als  wenn  bei  der  einen  eine  Abnahme 
und  bei  der  anderen  eine  Zunahme  stattfindet. 

Wir  transformiren  daher  die  Gleichung  der  Ellipse  (Taf.  VIII. 
Fig.  14.)  in  der  Weise,  dass  wir  die  kleine  Axe  zur  Abscissen- 
axe  macheu,  wodurch  wir  erhalten: 


y  =  2  Var(10-a?). 

Was  das  Intervall  d  betrifft,  so  wird  man  naturlich  die  gesuchte 
Bogenlänge  um  so  genauer  erhalten,  je  kleiner  i  angenommen 
wird.  Andererseits  wurde  man  aber,  wenn  man  n  sehr  gross 
nehmen  wollte,  eine  unverhältnissmässig  langwierige  Rechnung 
auszuführen  haben. 

Wir  .«setzen  «  =  10;  da  nun  a:«  =  5,  aro  =  0,   so  wird  d  =  i* 
Sodann  erbalten  wir  die  folgende  Tabelle: 


u 

X 

10— ar 

«(10 -ar) 

y 

4y 

^'y 

log^'y 

"Ö 

Ü.0 

100 

0.00 

0.00000 

4.35890 
1.64110 

1     1 j 1 JO 

1 

0.5 

9.5 

4.75 

4.35890 

-2.71780 

0.43422. 

2 

1.0 

90 

9.00 

6.00000 

-n-0.49967 

3 

1.5 

8.5 

12.75 

7.14143 

1.14143 

4\  OtfOtf^ 

-0.28286 

9.45157« 

4 

'i.O 

8.0 

16.00 

8.00000 

0.85857 

-0.19832 

5 

2.5 

7.5 

18.75 

8.66025 

0.66025 
0.50490 
0.37424 
0.25857 

-0.15535 

9.19131. 

6 

3.0 

7.0 

21.00 

G.165I5 

-0.13066 

7 

3.5 

6.5 

22.75 

9.53939 

—0.11567 

9.06323. 

8 

4.0 

6.0 

24.00 

9.79796 

-0.10666 

9 

4.5 

5.5 

24.75 

9.94987 

0.15191 
0.05013 

-0.10178 

9.00766, 

10 

5.0 

5.0 

25.00 

10.00000 
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Es  hat  also  nor  der  Fehler  von  s^  eiDeo  beträchtlichen  Wertb, 
was  eioeatheils  davon  herrührt,  dass  dieser  Bogen  zu  gross  ist, 
als  dass  die  Parabel  sich  sehr  nahe  an  denselben  anschliessen 
konnte;  anderntheils  aber  davon,  dass  für  :r  =  0  der  elliptische 
Bogen  mit  der  Abscissenaxe  einen  rechten  Winkel  bildet,  wäh- 
rend die  Parabel  (deren  Gleichung  y=aar-f6a:*)  keine  zur  Ab- 
scissenaxe senkrechte  Tangente  haben  kann. 

Es  lässt  sich  desshalb  der  Bogen  s^  durch  die  Parabel  nicht 
so  genau  bestimmen  viie  die  übrigen  Bogen,  nnd  wollen  wir  diess 
nun  auf  einem  anderen  Wege  versuchen. 


§.  21. 

Ein  Mittel  zu  einer  genaueren  Berechnung  des  Bogens  $^ 
bietet  uns  der  in  §.  6.  angefiihrte  Satz  und  können  wir  die  danach 
abgeleitete  Gleichung  49)  benutzen.  Doch  wollen  wir  den  Bogen 
in  zwei  Theile  zerlegen,  da  er  zu  gross  ist,  um  auf  einmal  mit 
genügender  Genauigkeit  erhalten  zu  werden.  Damit  übrigens  die 
beiden  Theile  AB  =  a^  (Taf.  VIU.  Fig.  15.)  und  ßC=a^  nicht 
zu  ungleich  ausfallen,   setzen  wir  arj  ^ix^.    Es  ist  daher: 


xi  =  0.25 
xj  =  l.OO 


x^  -  Xi  =0.75 


yi  =:iV39=3.l225 


ys 


=  60 


.V«—yi  =2.8776 


Bezeichnen  wir  die  Tangentenwinkel  in  den  Punkten  A,  B,  C 
durch  9o9  9^9  9^%  ""^  ^'^  Sehnenwinkel  BAD  durch  Xo,  CBF 
dnreh  X| ,  so  ist : 


9>o=90<^,    tgq>i  = 


i&-Xi)      19 


yi 


Vi 


4(5-:r-)     8      ,  y^ 


y^ 


Xi 


Setzt  man  Sehne   AB^Ci,    BC  =  c^^   seist: 


Sfi 


'       sin  Xo 
Nach  Formel  49)   hat  man: 


qi  5=  — 


yi 


sinxi 


log  19=  1.27875 
log  yi  =049450 
log  tg  91=0.78425 
(P,=80040'2" 


log^i  =  0.49450  logyi  =0.49450 

loga?!  =9.39794  log  sin  Xo= 9.99861 

log  tg  xo  =  1  09^<>  log  Ci  =0.49589 
«0  =  85026' 2r 
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7.5903 
7.5941 

0.00110 
0.00111 
0.00112 
0.00113 
0.00114 

7.7408 
7.7435 
7.7462 
7.7489 
7.7515 

0.00160 
0.00161 
0.00162 
0.00163 
0.00164 

7.3506 
7.3572 
7.3637 
7.3701 
7.3765 

0.00065 
0.00066 
0.00067 
0.00068 
0.00069 

7.5979 
7.6016 
7.6053 
7.6090 
7.6127 

0.00115 
0.00116 
0.00117 
0.00118 
0.00119 

7.7541 
7.7568 
7.7594 
7.7619 
7.7645 

0.00165 
0.00166 
0.00167 
0.00168 
0.00169 

7.3827 
7.3889 
7.8949 
7.4009 
7.4068 

0.00070 
0.00071 
0.00072 
0.00073 
0.00074 

7.6163 
7.6199 
7.6234 
7.6270 
7.6305 

0.00120 
0.00121 
0.00122 
0.00123 
0.00124 

7.7671 
7.7696 
7.7721 
7.7746 
7.7771 

0.00170 
0.00171 
0.00172 
0.00173 
0.00174 

7.4126 
7.4184 
7.4240 
7.4296 
7.4351 

0.00075 
0.00076 
0.00077 
0.00078 
0.00079 

7.6340 
7.6374 
7.6408 
7.6442 
7.6476 

0.00125 
0.00126 
0.00127 
0.00128 
0.00129 

7.7796 
7.7821 
7.7845 
7.7869 
7.7894 

0.00175 
0.00176 
0.00177 
0.00178 
0.00179 

7.4406 
7.4460 
7.4513 
7.4566 
7.4618 

0.00080 
0.00081 
0.00082 
0.00083 
0.00084 

7.6510 
7.6543 
7.6576 
7.6608 
7.6641 

0.00130 
0.00131 
0.00132 
0.00133 
0.00134 

7.7918 
7.7942 
7.7965 
7.7989 
7.8013 

0.00180 
0.00181 
0.00182 
0.00183 
0.00184 

7.4669 
7.4719 
7.4770 
7.4819 

7.4868 

0.00085 
0.00086 
0.00087 
0.00088 
0.00089 

7.6673 
7.6705 
7.6737 
7.6768 
7.6799 

0.00135 
0.00136 
0.00137 
0.00138 
0.00189 

7.8036 
7.8060 
7.8083 
7.8106 
7.8129 

0.00185 
0.00186 
0.00187 
0.00188 
0.00189 

7.4917 
7.4964 
7.5012 
7  5059 
7.5105 

0.00090 
0.00091 
0.00092 
0.00093 
0.00094 

7.6830 
7.6861 
7.6892 
7.6922 
7.6952 
7.6982 
7.7012 
7.7047 
7.7071 
7.7100 

0.00140 
0.00141 
0.00142 
0.00148 
0.00144 
0  00145 
0.00146 
0.00 147 
0.00148 
0.00149 

7.8152 
7.8174 
7.8197 
7.8219 
7.8242 
7.8264 
.  7.8286 
7.8308 
7.8330 
7.8352 
7.8373 

0.00190 
0.00191 
0.00192 
0.00193 
0.00194 

Ul51 
r.5196 
r.5241 
r.5286 
r.5330 

0.00095 
0.00096 
0.00097 
0.00098 
0.00099 
0.00100 

0,00195 
0.00196 
0.00197 
0.00198 
0.00199 
000200 

f5373 

7.7129 

0.00150 
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Eine   stereometrische  Schulaufgabe ,  welche  zu  einer 
leichten  Inhaltsbestimmung  eines  EHipsoides  fuhrt. 

Von 

Herrn  Hermann  Martus, 
Oberlehrer  an  der  Königstad tischen  Reahchule   in   Berlin. 


Es  sei  (Taf.  IX.  Fig.  I.)  MPAA'P'  ein  Quadrant  eines  gra- 
den  Kreiscylinders.  Man  lege  durch  PM  in  beliebiger  Richtung 
den  Schnitt  PBM,  trage  in  den  Kreisquadranten  PA  eine  Sehne 
CD  ein»  lege  durch  ihre  Endpunkte,  sowie  durch  ihren  Halhi- 
rungspankt  L  Ebenen  parallel  der  Grundfläche  MAB^  so  sind  die 
entstehenden  Dorchschnittsdreiecke  dem  rechtivinkeligeo  Grund- 
dreiecke üfilJB  ähnlich,   weshalb: 


also: 

Ebenso  folgt: 
tnithiti : 


LO:LJ=:^AB:AM  =  »:r, 


r 


CD:k=:LM:LJ=:Q:LJ, 


und   deshalb    ist  der  Inhalt   des   bei   C  und  D  rechtwinkeligen 
Trapezes  CDFE: 

e=  LO.CD  =  -$.h 

Trägt  man  nun  die  Sehne  CD  mehrmals  hinter  einander  In 
den  Bogen  PA  ein,  so  Ist  die  Summe  aller  solcher  Tmpese; 
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und  wenn  auf  PM 


ifit. 


St^ls.Zk, 


Sk^k 


1) 2:«  =  JiÄ. 

Ganz  ebenso  ergiebt  sich  f&r  die  durch  ihren  BerGhrungspankt 
halbirte  Tangente  C'D\  dass  das  äussere  Trapez  C'UFE' 

ist,  dass  also  die  Summe  solcher  berührenden  Trapeze ,  deren 
Breite  stets  z=,CD'  ist, 

2) ST=z$Ek!  =  sh 

wird. 

Je  schmaler  die  Trapeze  werden,    desto  mehr  ^ehen  beide 
Summen  fiber  iu  einen  Streifen  des  Cylindermantels : 

3) Z  =  «Ä, 

und  dieser  Ausdruck  lehrt,  dass  alle  Zonen  von  der  Hohe  A, 
mögen  sie  nahe  bei  P  oder  bei  AB  sein,  immer  von  gleicher 
Grösse  sind. 

Summirt  man  alle  Zonen,  bis  die  Hohe  A  gleich  PM=t 
geworden,  so  findet  man  die  dreieckige  Figur  PAB 

4) Ac  =  »r, 

d.  h.  das  cylindrisch  gebogene  Dreieck  PAB  Ist  doppelt  so  gross, 
als  das  Grunddreieck  MAB. 

Die  Inhaltszahlen  dieser  von  einem  Ellipsen-  und  einem  Kreb- 
bogen  begrenzten  Flächenstucke  sind  frei  von  n. 

Macht  man  sowohl  die  inneren  als  auch  die  äusseren  Tra- 
peze zu  Grundfläclien  von  Pyramiden  mit  der  Spitze  M,  so  haben 
erstere  alle  die  Höhe  q,  diese  die  Höhe  r,  und  deshalb  sind  die 
Summen  der  Pyramiden: 

£pz=zlQ.^sh    and    J?/>  =  Jr.iÄ, 

welche,  wenn  man  alle  den  Raum  PBMA  ausfüllenden  Pyra- 
miden addirt,  beide  für  die  zwischen  ihnen  liegende  Grösse  des 
Cylinderstficks  PBMA  liefern: 


Digitized  by  VjOOQIC  , 


weiche  %u  einer  leicht.  Innaiisbestimm,  eines  FMips&ides  führt,  ^^\ 

5) Pc  =  4r.ir  =  i«r«, 

d.  h.  das  vierseitige  CylinderstQck  ist  doppelt  so  gross,  als  ein 
Tetraeder  von  gleicher  GrondflSebe  (MAB)  und  Hohe  (PIU). 

Legt  mao  durch  PM  einen  zweiten  Schnitt  PB'M  jenseit 
I^JS,  so  folgt  aus  Formel  4)  durch  Subtraction  von  PAB'  und 
M^AB,  dass 

PBB'  ^BB.T  =  2A  MBB' ; 

und  wenn  man  den  Schnitt  durch  den  aber  den  Quadranten  PAM 
erweiterten  Cylinder  diesseit  PA  fährt,  so  hat  man  zwei  solche 
Cylinderdreiecke  zu  addiren.  Daher  gilt  auch  von  einem  Cylln- 
derdreieck,  worin  zwei  Seiten  Ellipsenquadranten  sind, 
dass  es  das  Doppelte  des  zugehörigen  Grunddreicks 
ist,  und  dass  der  zwischen  beiden  liegende  Körper  das  Dop- 
pelte eines  Tetraeders  von  derselben  Grundfläche  und 
Hohe  ist. 

Beschreibt  man  nun  uro  den  Grundkreis  einer  Halbkugel 
(Taf.lX.Fig.H.)  ein  beliebiges  Polygon  BB^B'....  und  legt  durch 
seine  Seiten  Gyllnderflftchen,  welche  die  Kugel  in  einem  Meri- 
diaiiquadranten  {PA^  PA'^...)  berühren,  so  entsteht  eine  Cylin- 
derpyramide,  deren  Mantel  doppelt  so  gross  wie  ihre  Grundfläche 
ist;  (nach  Formel  4)): 

6) M  z=zr2s^ru, 

wenn  «  den  Umfang  des  Polygons  bedeutet.    Für  jede  Zone  die- 
ses Uantels  gilt  (nach  Formel  3)): 

7) Z  =  ÄÄ  =  Äti; 

und  somit  haben  alle  diese  Körper  die  Eigenschaft  der  Kugel, 
dass  auf  ihren  Mänteln  die  Zonen  von  gleicher  Hcihe  gleich  sind. 

Das  Volumen  der  Cylinderpyramiden  ist  das  Doppelte  der 
Pyramide  auf  derselben  Grundfläche  und  mit  derselben  H5he. 
Eine  Halbkugel  gehurt  auch  zu  diesen  Körpern. 

Zieht  man  in  der  erweiterten  Ebene  des  Aequators  einer  Kugel 
von  beliebig  gelegenen  Punkten  je  zwei  Tangenten  an  denselben, 
so  dass  eine  sternff^rmige  Figur  entsteht ,  so  ist  auch  diese  (Taf.  IX. 
Fig.  HI.)  Grundfläche  einer  Cylinderpyramide,  von  welcher  alles 
Gesagte  auch  gilt. 

Da  die  Ecken  (A,  C,  £,  6,...)  des  Sternes  eine  ganz  belie- 
bige Lage  haben,  so  kann  man  sie  auf  irgend  einer  Curve,  z.  B. 
auf  einem  Kreise   oder  einer  Ellipse   annehmen,   die   mit  dem 
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Aequator  der  Kugel  coocentrisch  sind«  Dann  entsteht  (Taf.  IX. 
Fig.  IV.)  als  Cylinder-Doppelpyramide  ein  geripptes  Ellipsoid, 
dessen  Oberfläche  das  Vierfaehe  des  zackigen  AequatoriaUcbnit- 
tes  ist. 

Macht  man  die  Construetiop  filr  sehr  viele  Punkte  jener  Ellipse, 
und  verlängert  man  jede  Tangente  über  diese  Ausgangspunkte 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  nächsten,  so  entsteht  ein  zweiter 
Stern  ^  der  mit  seinen  Spitzen  über  die  Ellipse  hervorragt  Je 
mehr  Zacken  diese  Sterne  haben,  desto  kleiner  wird  de^  Unter- 
schied ihrer  Inhalte;  wächst  die  Anzahl  der  Spitzen  bis  in's  Dd 
endliche,  so  nähern  sich  beide  dem  Inhalte  der  Ellipse  und  die 
Volumina  der  zugehörigen  gerippten  Ellipsoide»  von  denen  da« 
eine  kleiner»  das  andere  grosser  ist  als  das  Ellipsoid  mit  glatter 
Oberfläche,  haben  das  Volumen  des  Ellipsoides  zur  Grenze,  üo 
dass  sich  ßlr  dieses,  wenn  die  gegebene  Kugel  den  Radius  c,  und 
die  um  sie  gelegte  Ellipse  den  Inhalt  nah  hat,   ergiebt: 

2.2.i9i;a6.ir  =:  inabc* 


TLILWI. 

Ueber  die  Zerlegung  einer  ganzen  rfltionden  Fnriktion 
in  Faktoren. 

Vqh 
Herrn  Professor  C.  A.  Bretsehneiier 

uro  Gjmnaaimn  «n  Onthn. 


Die  im  Archiv  in  diesem  Theile  S.  32.  enthaltene Mittbeilong 
des  Herrn  Franz  Mfiller  ro  Prag  hat  mir  eine  schon  Vorjahren 
gemachte  Bemerkung  in  das  GedSchtniss  zurückgerufen,  welche 
auf  elementarem  Wege  erkennen  lässt^  ob  eine  ganze  rational« 
Funktion 
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Fx  =  croar»+a,a:«-*  +  a4Ä"~*-f-....+  a«-ix+an 
einen  Faktor  von  der  Form 

q>{xV)  r=  Co(j:r)"«  +  Ci  (a;J»)"»-*  +  ....  +  Cm-iÄ+Cm 
besitzt  oder  nicht.     Bildet  man  nämlich  die  Hulfsfunktlonen : 
f^x  =  0^0?"  +  ffpor^-P  +  a2p  :p""-*P  +  . ... 
f^x  =  «1  a-«-»  +  rip+ia:»-!»-*  +  a2p+ia:"~*P-^  +  .... 
f^x  =  flj|a:"-*+flp+2a:«-P-*+a2p+aaj"-*P-«  +  ,... 

/„a?  =  Op_i  ar»-r+»  +  aap-i  a:"-*P+»  +  ©sp-i  a:«-3p+i  ^ ,. , 

lind  Kucbt  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  dieser  p 
Funktionen,  so  ist  letzterer  der  gesuchte  Faktor  (p{xP).  Der  Be- 
weis dieser  Behauptung  ist  höchst  einfach.     Setzt  man 

Fx  =  q>{xV),i\fXy 

wo  ^  von  der  Form 

^^,x  =  boOd^-V^  +  6,  ;r«~7»m-i  ^  ^^a:«-pm-.a  ^  ..,,  ^  bu-^^^ix  +  Ä«-pm 

ist,  und  entwickelt  das  Product  fp(xP).'iifx,  so  erhält  man  jeden 
Coeflficienten  a  ausgedrSckt  dnrch  die  CoefGcienten  b  und  c,  and 
die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  AusdrGcke  für  die  Funktio- 
nen fx  liefert  sofort: 

fiX=^fp{itP).H>iX, 
f^x  =  q>{xv).i^^x. 


fpX=:q>{xP).'t^fpx; 


in  welchen  AusdrGcken  die  tf^x  ganze  rationale  Funktionen  voo 
der  Form: 

'ifß^x  =  «jar^P»-*  +  /32a:"-i-P("»-*)  +  y,a!»-»--P ("»-»)  f.... 

Tj/po:  =  apir"-(P-*)-P«  +  /5par«~(P-i)-P(«-»)  +  ypa;«-(p-i)-p(»»-a)  +  .... 

und  die  Coefficienten  €ii,a^.,,.ap;  ßi^ß^.^.ßp;  yi^)^»—*/^;  u.  s.  w,  ba- 
ziebongsweise  mit  den  Coefficienten  b^fbi, ...,  6p— i,6p,6p^i, ....  isp«,.!, 
62p,  6sp44,  ....^p.i  u.  0.  w.  identisch  sind»  daher  deno  selbstver- 
ständlich 
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4SiA  Preise  äneider:  Ved.  die  Zerleg,  ein,  ganz.  raUonaLFunhL  etc. 
sein  iDOss.    Ist  also  x.  B.  gegeben: 

und  man  will  nntersuchen,    ob  Fx  einen   Paktor  von   der  Form 

Co-f  e|^-|- <^«^+ ••••  besitzt,   so  bilde  man  die  HOlfsfanktionen : 

fiX  =  3a;»-  lOa:'  +  or»— 2ar»— a;, 

und  ermittele,  ob  sie  einen  geroeinschaftüchen  Theiler  besitzen. 
Die  Division  liefert  filr  denselben  den  Werth  (or^— 3ar*— 1),  so 
dass  man 

Far  =  (ar*-3ar«— l)(ar»  +  2;r«-a:»-4ar«  +  :r— 2) 

erhält.    Hätte  man  zu  versuchen,  ob  die  Funktion 

Fjr==3a:"-5arW-~2ar»-^8a:Hl4a:'^-12ar»+lfe*+24r»--3a:«+3ar+18 

einen  Faktor  der  Form  Cq^  CiX^  ■\'C^x^-\- ....  besitze,  so  bilde 
man  die  drei  Hfiirsfunktionen : 

/;«=  3a:"— &r«— 12a^— 3ar«, 
/;ar=-5a:W+  14a:^  +  l&r*  +  ^r. 
/ia:=— ar»  +  Oa;«+  24a:»  +  18, 

und  ermittele,  ob  sie  sämmtlich  einen  und  denselben  gemein* 
schaftlichen  Faktor  besitzen.  Man  findet  den  Werth  {x^^Zai^^Z) 
als  Faktor,  der  sowohl  fiX  und  /^a;,  als  auch  fiX  und  f^x  gemein 
ist,  und  erhält  somit: 

Fa:  =  (a:«— 3a:« -3)  (3a:»-6a:*-2a:»  +  a:«  — a:— 6). 

Ebenso  würde  sich  ffir 

Fa:  =  2ar»— 4a:«— 8a;»^  +  15a;«— Iftr*  +  22ar*  +  3a:»+24a:«— 15ar— 45 

durch  snccessive  Zerlegung  in  zwei  und  sodann  in  drei  Hfifis- 
iunktionen  der  Werth 

Fx  =  (a:«— 5) (2a:«-3)  (a:*  - 2a:«  +  a:«  - a:  - 3) 
ergeben. 

Ist  es  auch  mit  Hfilfe  der  höheren  Algebra  immer  mOglieh» 

zu  ermitteln,  ob  eine  Gleichung  eine  Wurzel  von  der  Form  Vm 
besitzt,  so  dOrfte  doch  das  hier  angegebene  Verfahren  bei  seiner 
ganz  elementaren  Natur  immer  bin  nicht  ohne  Werth  und  wenig* 
stens  beim  Unterrichte  in  den  Elementen  der  Algebra  recht  brauch- 
bar sein. 
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XXI II. 

Die  Gleichungen  der  regulären  Vielecke  und  Zerle- 
gung derselben  in  Glfeicbungen  niederer  Grade. 

Von 

Jäerrn  Professor   ff^.  Schoenboru 

in  Krototchia. 


C.  A.  Kleike  hat  in  seiner  Schrift:  De  polygonoruni 
regulariuni  aequationibus.  Breslau  1833,  so  weit  dem 
Verfasser  bekannt  >  zuerst  anf  elementar  geometrischem  Wege 
die  Gleichungen  für  die  Seiten  der  regulären  Vielecke  entwickelt. 
Die  Gleicliungen  für  das  reguläre  10',  14-,  18-, ....  34-Eck  werden 
a.  a.  O.  p.  2—7  dadurch  gefunden,  dass  man  in  dem  Bestimmungs- 
Dreiecke  des  betreffenden  Vieleckes  den  Basis -Winkel  in  eine 
gewisse  Anzahl  gleicher  Theile  theilt,  äderen  jeder  dem  Winkel 
an  der  Spitze  des  Dreiecks  gleich  int.  Ein  ähnliches  Verfahren 
befolgte  der  Verfasser  dieser  Abhandlung  in  deren  erstem  Theile 
bis  §.  9.,  indem  er  die  Gleichungen  suchte,  die  zwischen  den 
Seiten  eines  Dreiecks  statt  haben,  in  welchem  ein  Winkel  das 
nifache  eines  andern  Winkels  ist;  dadurch  gelangte  er  zu  den 
Sätzen  in  §.  4.,  5.,  aus  ihnen  folgen  als  besondere  Fälle  die  Sätze 
Ober  die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  die  Seite  und  Diagonalen 
der  regulären  Vielecke  geben.  —  Der  z\\eite  Theil  der  Abhand- 
lung von  §.  1ü.  ab  betrifft  die  Zerlegung  der  gefundenen  Gleichun- 
gen in  Gleichungen  niederer  Grade.  Der  eine  hierzu  angewendete 
Satz,  dass  nämlich  die  Gleichung  des  regulären  2(4n-f  l)*Ecks 
sich  nicht  ändert,  wenn  man  statt  der  Seite  x  den  Werth  V^ar-|-2 
einsetzt,  lässt  sich  sehr  leicht  erweisen,  wenn  man  auf  die  Glei- 

chung  • 1 — =:0  zurückgeht;    deswegen  ist  in  §.  10.,  11.  auf 

diese  Gleichung  zurückgegangen  worden.  Beweist  man  den  Satz 
auf  eine  andere  Art  direct,  so  bedarf  es  der  Zuhilfenahme  dieser 
Gleichung  nicht. 

Theil  XLVI.  29 
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5.1. 

Die  Grössen 

«1»     «t*     «8»  ••••  ^«»  •••• 
't»     ^»     ^»  ••••  fti, ....  c 

seien  in  der  Art  von  einander  abhängig,  dass  zwischen  ihnen  die 
Gleichungen 

(1) 

0«  —  — -- —  f    «a  —  — - — ,    04  =s  — , ....  an  ^ ;:: 

gelten;  man  kann  dann  jedes  t,  jedes  a  als  bestimmt  ansehen, 
so  wie  ii,  ai,c  gegeben  sind.  Ist  ferner  an,  U  oder  eine  Function 
beider  Grossen  durch  a|,  ty^  c  ausgedrückt,  so  wird  man  Oa^i, 
tn-^i  oder  die  entsprechende  Function  beider  Grossen  erhalten, 
so  wie  in  dem  betreffenden  Ausdrucke  a|,  ii  mit  a^,  1^  vertauscht 
wird.  Bezeichnet  man  die  Function  U — a«  mit  F«,  so  ergeben 
die  Gleichungen  in  (I): 

Ft=<i-ai, 

„<i*-gi^,  c^<,  ^i(g»*-^»^-Ci<i)  +  c«.(et-|-c) 

Die  Werthe  F5,  F«  zeigen  ein  Gesetz,   das  sich,  wenn  man 

annimmt,    wie  folgt  ausdrücken  iKsst: 

_<i»-qt»     c«,<|  <i.A«-a+c«.Zn.a  ^^ 
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Auch  F4  tot  oacb  diesem  Gesetze  gebildet,  da  es  ja  auch 

ist. 

Nimmt  man  an>  die  Gleichung  (2)  sei  recht  fQr  alle  Werthe 
von  n,  Ton  11  =  4  bis  tt  =  n,  und  versteht  unter  Sn>  Wn  das>  was 
ans  Zuf  Nn  wird,  wenn  man  darin  a^.  Ig  an  die  Stelle  von  Oi,  ^i 
setzt,   so  Ist: 

(3) 
F      —  *!*— «1*  ,   c*-<«  <».».- a  +  c».S.-« ti«-g|* 

.         c*.^*  c».<, c.l,.^lt.-^^^c«.g^.g— 1 

■«■  a,  («1»  - 1,«)  +  «,*-<,>•  [(fl,«-<,*)«-c*  <,«]ll,_«-c».«,.ai.5->-  "> 


"»  "•      (fli«-<i«)"-«».«.*-c».«.«..^* 

Nach  der  Annahme  ist: 

folglich : 


Mü-s  "^     fli^c      iV»-i     «i.c 
setst  man  diesen  Werth  in  (3)  ein,  so  ergieht  sich: 

d.  h.  eine  Gleichung,  die  sich  aus  (2)  ergibt,  wenn  man  darin 
n  -f  1  statt  n  setst.  Die  Gleichung  (2)  gilt  also  fOr  alle  Werthei, 
ton  n,    die  =  oder  >  4  sind. 

Führt  man  das  Zeichen  Vii=i^  ein,  so  kann  man  statt  (2) 
auch  setxen: 

<,«-ai«     c«.<t  fi+c«.Vi,>s 

^*—        fli       ^    01    *ai«— <i«  — c«.^V«-« 

—  ^ÜHjEi^JH-  j  c*'fli . 

""  «1  '*' ai«-<i*— c*.<i.V«-«' 

29* 
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da  nun  auch 

ist,   80  ergiebt  sich: 


F«: 


^«— o  2 c* 

oder,  wenn  man  das  Zeichen  ilf= einfuhrt: 

Fn  =  M^j^. (4) 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  (4)  erhfiit  man: 
c* 


üf- 


üf- 


—  1? » 

oder  es  lässt  sich  Fn  als  Kettenbruch  darstellen,  dessen  einzebe 
Glieder  subtractiv  sonst  aber  =  m   sind,  -dessen    ßndglied   aber 

p-   oder   -p-  ist,  je  nachdem  n  eine  ungerade  oder  gerade  Zahl  ist. 

§.2. 

Versucht  man  Fn  als  Quotienten  darzustellen ,  setzt  F«  =  jn? 

(wobei  also  Zn,  Nn  eine  andere  Bedeutung  haben  als  bisher),  so 
ist  wegen  Gleichung  (4): 

„        (f,«-  fl^«  --  c«),Zn-a  ~  q,  .c«.yV,,> 
d.  h.  man  findet: 

Soll  also  Fn  als  Quotient  gefunden  werden ,  so  braucht  mai^  nur 
den  Dividendus  desselben  zu  suchen,  der  Divisor  ist  gleich  dem 
Produkte  aus  a^  in  den  zu  Fn''%  gehörigen  Dividendus.  Aus  den 
Gleichungen  in  (1)  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 

Z4=-<i*+<|«(2a,«+c«)-.ai4  +  <jC.[-t|«+(ai*+c*)], 
Ze  =— <i«  +  <i*(3flri«  +  2c«)  -  <i*(3a,*  +  2a,  «c«  +  £?*)  +  Oj« 
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Z,  =— «,•  +  <i«(4«,»  +  3c«)— <,4(6a,«  +  6«,«c«  +  3c*) 
+  ^«(4o,«+3B,«c»  +  2ff,«c*  +  c«)— «i" 
+  hc.  [-  <i«  +  <i*(3«,«  +  3c«)  -  «,«(3a,«  +  4ai«c«  +  3c*) 

+  (ai«  +  a,*c»  +  ai«c«  +  c«)], 

Z,o=-|,»o  +  ,^8(5a,«  +  4c«)_tj«(10a,*+12a,«c'»  +  6c*) 
+  *,4(I0a,«  +  12*1,**«  +  »o,«c*  +  4c«) 
— <i«(5ai»  +  4«i«c»  +  3o,*c4  +  2a,«c«  +  c*)  +  «, »« 
+  /,c[-  r.»  +  ^«(401»  +  4c*)  -  *,«(6ai*  +  9fli«c«  +  6c*) 
+f,*(4rt,  •+6ff,*c«+6«fi»c«+4c«)-(«,  "+0|  «c*+ai  ^c*+«i  •<^*+c')l. 
Nach  Analogie  dieser  Gleichung  kann  uiab  bilden: 

(6) 
Z2«=  lm(-l)«H.  /,^-am  f«m.ai*«+(«-l)m-i.  (n-TO)i  .rii«»-«.c* 
+  (n-2)m-ft.(n-m  +  l),.fli»«-*.c*  +  ..-. 
-f  (n— *)m-..(n-m  +i-l)..ai^-«».c«» 

+  ....  + (i»-l)m.c*»] 

+  (ii-3)m-s.(n-m  +  -2)a.fli««"-«.c*+.... 
-I-  (n— *)«-..(ri— m  +  «  —  l)-i.  o, «»»-«•.««•-* 
+  (n  —  J  -  l)m-— 1  .{n-^m-^-  $),  ,  a,««-«— «  .  c^ 
+  ....+(«— l)m-i.c«'»-«]. 

In  dieser  Gleichung  bezeichnet  n«  den  Binomial-GoefBcienten 

n 

(»^  ist  =1,   n~«  =  0);    das  Zeichen   Z^  bedeutet,    man  sollein 

o 

dem  folgenden  Ausdrucke  dem  m  der  Reihe  nach  die  Werthe 
0,  1,2,3,....»  ertheilen  und  die  so  erhaltenen  Grössen  addiren. 
Man  findet  alsbald,  dass  die  Gleichung  (6)  richtig  sei  fär  n  =  2, 
3,  4,  5.  Vermöge  der  Gleichung  (5)  kann  man  aber  Zzn^^a  be- 
8timnien,  so  wie  Za»  und  Z2n~2  gegeben  sind.  Fuhrt  man  die 
Rechnung  aus,  so  erhält  man  für  Ztan+a  einen  Werth,  der  sich 
aus  Gleichung  (6)  dadurch  ergieht,  dass  man  darin  n  +  l  statt 
n  setzt.  Die  Rechnung  ist  ohne  Schwierigkeit;  durch  wiederholte 
Anwendung  diBr  Gleichung  {n  +  g)k  +  (w  +  g)k-\  =  («  +  S'  +  0*  *^- 
sen  sich  die  Glieder,  die  in  gleiche  Potenzen  von  a^  in  c  mul- 
tipUcirt  sind,  addiren.  Man  erhält  z.  B.  als  das  Glied,  welches 
in  ^i *«-*"». Oi^^-^+^.c**  multiplicirt  ist,  abgesehen  vom  Factor 
(— 1)<"  die  Grosse: 
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4S0      SckQen^orn:    Die  GieiekHngem  der  re§uiärem  lielecke 
(«-#)»-H-i-(«-"»+«— 2),  +  («-fV-«.(ii— m+f— 1). 

=  (ff  -*)iii-H-i.(«  -  m  +  *— 2).  +  (it— j)«-,.(ii--iii  +*  —  I). 

+  (n— «)».«fi.(fi--ni  +1—2)^1 
=  (ii—*)»-H^i.(«—w  +  *  — !).+(«— #)«-..(«— iii  +  *—I), 

d.  h.  eine  Grusse,  die  man  ann  dem  entsprechenden  Gliede  b  (6) 
erhSit,  trenn  man  in  diesem  m-f-l  und  n-l-l  statt  m  nnd  n  setzt. 
Die  Gleichung  (6)  llsst  sich  aber  auch  einfacher  schreiben: 

(7) 
Ztm=  Ä.|(-l)"+».<,*H^*-.r.  [(n— *)«_*(«-«+«-  l),.o,«— V«*]: 

O  O 

I  1 

ßntwicicelt  man  die  Werthe  von  Z,  deren  Zeiger  eine  ungerade 
Zähl  ist,  aus  den  Gleichungen  in  (I),  so  erhält  man: 

Zy  =— /,^  +  <j*(3ii,«  +  3c«)  — f,»(3ii,*  +  4a|«c*  +  3c*) 

+  ti  (a,  •  +  iii«c«  +  ai«c*  +  c«) 
+  «1  [«i*-  <i*(3cr,*  +  2c«)  +  <,«(3«,4  f  2a,«c«+c»)^a,«], 

Z^=-<,»  +  /,^(4<i|«  +  4c«)-«,»(6a,*  +  9ff,«c«  +  6c«) 

+«,  »(4ai  HÖH,  ♦c«+6fl,  «c*+4c«)  -  f,  (fl, »+ fl,  V+flPi^c^+HiV+c«) 
+  «1  [^i*— <i*(4ai*+3c«)  +  ^*(6ffi*  +  6a,  «c«  +  3c*) 

—  «i*(4a,«+3ai*c«+2a,«c*+c«) +fli«]. 

Beachtet  man,  dass  z.  B.  in  Zg  die  ungeraden  Potenzen  von  tj 
in  dieselben  Factoren  multiplicirt  sind  wie  in  Z|o»  wenn  man  im 
letztern  Ausdrucke  vom  Factor  c  absieht,  dass  ab^  die  geraden 
Potenzen  von  f|,  abgesehen  vom  Vorzeichen  und  dem  Factor  n,, 
dieselben  Factoren  haben  wie  die  geraden  Potenzen  von  t^  in  Zg. 
so  ergibt  sich  als  allgemein  giltig  die  Gleichung: 


Digitized  by 


Qoo^Q: 


und  Zerieffuug  äerseiöen  in  Gleichungen  niederer  Grade.      431 

(8) 

0  0 

+  a,  i»!  (—l)«.f,  ««-*«.  5#  [(«— f)m-..(ft— m+*— l)..ai«— «••c^]|. 

O  0 

Uebrigens  lässt  sich  die  Richtigkeit  der  Glelchaog  (8)  direct  et» 
weisen  9  wenn  man  den  bei  Gleichung  (7)  angedeuteten  Beweis 
aacb  hier  durchfuhrt. 

Ilätte  man  die  Werfhe  yon  Zu  nach  Potenzen  von  Og  geord 
net»  so  würde  man  statt  der  Gleichungen  (7),  (8)  erhalten: 

(9) 
Z»» = (-1)"+» .  1"  I  a,««-«"'.  (5.  [(-l)"+*(n«-l)»(«-<)«-».  ^•"-«••c««] 

O  0 

-fT.'[(-l)»+«.(m-l)..(n-*-l)«_,.e,«— »-'.c«H^>])|, 
o 

(iO) 

0  0 

+  (— l)«+i.  l«ta,2n-2m.  SfR— l)'*^-«.  m,.(n— *)«-«.  «i««-«H-».c««] }. 

O  0 

Die  Gleichungen  (7)  —  (10)  nehmen  eine  viel  einfachere  Form  an^ 
wenn  zwei  der  Grossen  <i,  Oi,  c  einander  gleich  werden.  Sind 
/?,  ff  absolute  ganze  Zahlen ,  so  ist: 

(l+a:)-P  =  S.[(-l)«.(p+*-l)..a;*}; 
o 

(1  +«)-»=  Sa[(-l)<'.(5r-f  ff— !),.«»]; 
0 

(1  +a:)-(p+«  =  J»[(— l)'".(p+9r+m—l)«,.«"], 

0 

folglich  ist: 

-S-[(p+*-l)..(y  +  in-*-l)»-J=  (/>+7+m~l)«     (A) 

0 

Setzt  man  In  dieser  Gleichung  pz=in — m,  9=:n — m-fl,  so  geht 
Me  Ober  In: 

S,  [(»-.wi  +  «-l)..(n-*)«-J  =  (2n-fii)«,  (B) 

0 
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Setzt  man  in  (A)  ein  p^zqzsn-^m  +  l,  'so  ergibt  sieh: 

m 

Ans  (A)  folgt: 


0 

oder 


m 

und  macht  man  hierin  fi  =  5'=n  — m  +  l,   so  folgt: 

£p[(n-^m  +  i ^l),«i.(n-  *)„,.,]  =  (2n -m)«-i.      (D) 

Wegen  der  Gleichungen  (B),  (C),  (D)  gehen  die  Gleichangeo  (7) 
und  (8)  in  dem  Falle,    wo   ffi  ==  c   ist,    ober  in: 

(II) 
Za«  ==       Um  [(—  l)iiH-l .  (271  —  wi)m .  fi «»-*"• .  Ol««] 

(12) 
Z2„4.i  =      im [(—  l)«+i .  (2n — m  +  l)m.^i^-*"+* .  Oi*-] 

+  -S»»[(— I)w.(2n— m)«.«!*»-«»".  a,*"»+i]. 
Sind  p,  9  absolute  ganze  Zahlen,    g  >  p,   so  ist: 

0  0  ■ 

folglich : 

2:.[(-l)«.;?..(^  +  m— *— l)m-.]  =  (^-p+m^l)«.    (E) 
Für   p=:m— 1,    ^=:n-m-f  1    geht  (E)   über  in: 

5- [(-!)•. (m-l)..(n-*)«..]  =  (n-m  +  I)«.        (F) 


Digitizedby  Google 


und  Zeriegvng  derselben  in  Gleichungen  niederer  Grade.     433 
/Setzt  man  in  (E)  p  =  m,    f  =  n  —  m  -f  f  ein.    so  ergiebt  sich : 

-E.f(^  l)Mii.,(n -*)«-.]  =  (n—m)m (G) 

0 

Au»  (E)  folgt: 

2:i[(— l)\p,.(y  +111— «— 2)*.a-.i]  =  (q  -.p  + m— 2)»«i, 
o 

und  diese  Gleichung  geht  flir  /i=m  — 1,  q^n^m^p  über  in: 

'"i.[(-.l)\(iii-l)t(it-.*-l)«^,-i]  =  (n— m)«-i.     (H) 
o 

Da  man  in  (9),  (10)  (n— *)»-«  statt  (n— *)«^m,  («— *— l)»-«-i 
statt  (it — s— l}fi-Hn  setzen  kann»  so  gehen  beide  Gleichungen 
wegen  (F),  (G),  (H)  in  dem  Falle,  dass  <i  =:c  ist,  über  in: 

(13) 

Z««  =  (-  l)«+i .  Sm\  (— l)«[(n— m  +  l)m+  (n— Wl)m-l] .  fli«^«" .  fi««  I, 
o 

(14) 

Z«»+i  =  (-1)".  i-[(-l)".(n-m  + 1)„.  a,«— «»41.«,*»] 

o 

+  (—  1)"+* .  !■«•[(- !)-.(«— m)«,.  a,*^««. «,«"+»]. 

o 

Beide  Gleichungen  nehmen,  weil  jetzt  einzelne  der  Coefficienten 
0  werden,  eine  noch  einfachere  Gestalt  an,  man  veigleiche 
darüber  §.  6. 

Anmerkung.  Zu  ähnlichen  Gleichungen  wie  in  (7) — (10) 
gelangt  man,  wenn  man  statt  von  den  Gleichungen  in  (1)  von 
folgenden  Gleichungen  ausgeht: 

Ffir  den  Zweck  dieser  Abhandlung  genfigen  die  Gleichungen, 
die  in  §.  1«  und  §.  3.  entwickelt  sind.  Sollen  aus  den  in  der  An- 
merkung erwähnten  Gleichungen  die  folgenden  Sätze  über  regu- 
läre Tielecke  hergeleitet  werden,  so  kommt  es  darauf  an,  den 
Nenner  von  im  dorch  üx^  ii%  e  auszudrücken. 
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§.3. 

Im  Dreiecke  ABC,  dessen  Seite  AB  mit  c  bezeichuet  wird, 
ziehe  man  dorch  A  eine  beliebige  Transversale  ACiy  lege  an  'ACi 
in  A  den  Winkel  ABC=  (\AC^  an,  so  dass  CiAC^  und  ABC 
auf  derselben  Seite  von  ACi  liegen,  9Ln  AC%  lege  man  wieder 
denselben  Winkel  z:z(\A(\  an,  an  AC^  wieder  und  so  fort, 
mache  also  ABC  =  CiA(^—C^AC^^  C^AC^,— C^AC^^..., 
bezeichne  die  Strecken  der  Transversalen  von  A  bis  zum  Schnitt- 
punkte in  BC  mit  i  und  dem  zugehörigen  Zeiger,  setze  also 
ACx^zt^,  ^Ca  =  <8,  AC^=i^,  AC^,=it^  =  ....,  bezeichne  fer- 
ner BCi  mit  fli,  BC^  mit  a^,  BC^  mit  03,....»  so  ist: 

^CiAC^c^^dAB,  ^C^AC^cs;>^C^AB,  ^CtAC^^cs:i^C^ABr, 


y^C9    Cio     c  Ol  C2  CS     hi^ 


CS 


folglich: 


ti  _<z^qi  — «z.     k  _<g_Qz-q8.     U  ■_^4^gz  — «4   ^    g  ^. 


oder  es  ist: 


«•  = 


«1'' 


«8  = 1 ' 

Ha 


«4  = 


4li'-iB* 


a,  •  IIa  -  ag 

Dass  die  entsprechenden  Gleichungen  för  f«,  110,  <«,  06'"" 
geiten,  wenn  iiC«,  AC^,....  innerhalb  des  Winkels  CAB  liegen, 
bedarf  keines  Beweises;  es  frftgt  sich,  In  wie  fem  die  <]ileiehaD- 
gen  noch  gelten,  wenn  die  Transversalen  ausserbalb  des  Winkale 
liegen.     Nach  der  Figur  ist  AC^  die  erste  ausserhalb  liegMide 
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TraDÄvereale    E«  ist  ^^C^AC^co^Cf^Aß,  folglich  ^=^=^- 

Soll  diese  Gleicbang  den  frfifaeren  entsprechen,  so  muss  C^C^ 
=  115 — o«  sein;  also  muss  a^^BCß  als  negativ  anfgefasst  wer- 
den. Dass  a^  negativ  ist»  folgt  anch  daraus»  dass  C^  auf  einer 
Seite  von  B  liegt»  die  der  Seite  entgegengesetzt  ist»  auf  der 
Ci9  Cs»  C^»  Q,  C5  liegen.  Die  nächste  Transversale«  die  man 
erhält»  wenn  man  an  ACf^  den  Winkel  C^Aff^zABC  anlegt»  mnss 
Ober    A   verlängert    werden»    damit    sie    BC  schneide.      Es    ist 

l^C^ACjCO^Cf^AB,  folglich  ^  =  ^=:*'*7^^>  "»»**>'"  «*  <r  "«' 
gativ»  wie  jede  Transversale»  die  erst  in  der  Verlängerung  über 
A  die  beschneidet;  a^  ist  positiv»  denn  Cr  liegt  mit  Cx  auf 
derselben  Seite  von  B.  Legt  man  an  Ayj  den  Winkel  yrAy^ 
^zABCi  so  ist  wieder  ^CrAC^(yo  tkCrAB^  und  folgt  ebenso, 
dass  ^  negativ  sei.  Durch  Wiederholung  dieser  Schlösse  über- 
zeugt man  sich»  dass  jedes  a»  dessen  Endpunkt  mit  dem  End- 
punkte von  Ol  auf  derselben  Seite  von  B  liegt»  als  positiv»  jedes 
o  dagegen ,  dessen  Endpunkt  auf  der  anderen  Seite  von  B  liegt, 
als  negativ  anzusehen  Ist;  ebenso»  dass  jede  Transversale»  die 
erst  in  der  Verlängerung  über  A  die  Seite  BC  schneidet»  nega- 
tiv zu  nehmen  sei.    Somit  erhält  man  folgenden  Satz: 

Zieht  man  in  einem  Dreie<:ke  ABC  durch  eine  Ecke  A 
eine  beliebige  Transversale  ACi^  legt  an  diese  auf  der 
Seite»  wo  der  Winkel  ^BC  liegt,  in  A  einen  Winkel  an 
=  ABC»  an  den  neuen  Schenkel  wieder  denselben  Win- 
kel und  so  fort»  bezeichnet  die  Strecken  dieser  Geraden 
von  A  bis  zu  den  Schnittpunkten  mit  BC  der  Reihe 
nach  mit  <|,  i^,  dy- ^n»  ••••9  welche  Grossen  als  posi- 
tiv oder  negativ  zu  betrachten  sind,  je  nachdem  der  zu- 
gehörige Schenkel  selbst  oder  erst  seine  Verlängerung 
über  A  die  Linie  BC  schneidet»  bezeichnet  die  Entfer- 
nungen der  Schnittpunkte  der  verschiedenen  Transversa- 
len mit  BC  von  B  respective  mit  0|,  a^»  a^ »ff«»*... 

welche  Grossen  als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten 
sind»  je  nachdem  die  Schnittpunkte  mit  Ci  auf  derselben 
oder  auf  verschiedenen  Seiten  .von  B  liegen»  versteht 
unter  c  die  Seite  AB 9  so  finden  zwischen  diesen  Gros- 
sen die  folgenden  Gleichungen  statt: 

(15) 
c.<,  _c.1^  _c.^ 

*  «1  «2  «8  ^n-l 
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Statt  den  Winkel  ABC  an  ACx  selbst  ansolegen,  kann  er 
anch  an  die  Verlängerung  von  ACi  fiber  A  und  wiederholt  wei- 
ter angelegt  werden,  naturlich  in  derselben  Richtung  wie  vorher. 
(Also  jetzt  läge  yiAy^  und  ABC  auf  verschiedenen  Seiten  von 
ACx),  I'i  der  Sache  und  den  Gleichungen  ändert  sieh  Nichts 
weiter,  als  dass  schon  f|  als  negativ  zu  betrachten  ist. 

Anmerkung.  Hätte  man  ABC  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  von  ACi  wiederholt  angelegt,  so  hätte  man  erhalten: 

^CxAC^QO^C^AB,    ^CtACiOQ^C^AB  u.  «.  w., 

und  wäre  zu  den  Gleichungen : 


gelangt. 


§.4. 


Die  Gleichungen  in  (15)  stimmen  mit  den  Gleichungen  in  (1) 
fiberein;  es  werden  also  auch  für  die  Grossen  in  (15)  alle  die 
Gleichungen  gelten,  die  wir  in  §.  1.  2.  ermittelt,  insbesondere  die 
Gleichungen  (7)  —  (14).  —  In  den  nun  folgenden  Anwendungen  der 
vorhergehenden  Sätze  wird  die  erste  Transversale  nicht  mehr 
beliebig  gezogen,,  wir  nehmen  als  erste  Transversale  entweder  die 
Seite  AC  oder  deren  Verlängerung  über  A,  so  dass  im  Allge- 
meinen ii  in  6,  CT]  in  a  fibergehen  wird.  In  dem  Falle,  wo  die 
erste  Transversale  in  der  Verlängerung  von  AC  liegt,  ist  nach 
dem  vorher  Gesagten  ii ,  d.  h.  6  negativ  zu  nehmen.  Ist  in  einem 
Dreiecke  ABC  der  Winkel  BAC^n.ABC^  wobei  n  eine  ganze 
Zahl  ist,  und  man  wendet  auf  diesen  Winkel  das  Verfahren  in 
§.3.  an,  so  wird  tn  =  an>  d.h.  F«  =  0.  Fn  aber  wird  =0,  so 
wie  Zn=:0  ist.  Setzt  man  also  in  den  Gleichungen  (7) — (10) 
Zfi  =  0,  so  drückt  die  dadurch  erhaltene  Gleichung  aus,  in  wei- 
cher Abhängigkeit  sich  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  einander 
befinden,  in  dem  der  Gegenwinkel  von  a  das  nfache  des  Gegen- 
winkels von  6  ist.  Allein  dieselbe  Gleichung  gilt  auch  für  die 
Seiten  eines  Dreiecks,  in  dem  zwischen  a,  ß  den  Gegenwinkeln 
von  a,  6  die  Gleichung 

a  +  im.R  =:n.ß 

gilt,  wenn  nur  tn^  n  absolute  ganze  Zahlen  sind.     Denn  beschreibt 
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man  in  der  Torigen  Figur  um  A  und  B  Kreise  mit  gleichem  Ra- 
dius, trägt  von  y  aus^  dem  Punkte,  in  dem  die  Peripherie  AC 
trifft,  einen  Bogen  yyi»  ^^^  ^^"  Winkel  ABC  mis&t,  wiederholt 
auf,  so  kann  man  bei  dem  Auftragen  des  ßogens  mehrmals  die 
Kreisperipherie  zurückgelegt  haben,  es  ist,  so  wie  ynS  (d  ist  der 
Punkt,  in  dem  AB  die  Peripherie  trifft)  =  yyi  wird,  ^  ACnB 
gleichschenklig;  also  ACn=^CnB  und  F»  wie  Zm  =  0.  Somit 
erhält  man  folgenden  Satz: 

Sind  a,  ß  zwei  Winkel  eines  Dreiecks,  für  welche  die 
Gleichung  a  +  im,Rz=:n.ß  gilt,  worin  m,  n  absolute 
ganze  Zahlen  sind,  m  auch  0  sein  kann,  so  drückt  die 
Gleichung  Zn=0  [(7)— (10)]  die  Abhängigkeit  aus,  die 
zwischen  den  Seiten  a,  6,  c  dieses  Dreiecks  statt  findet, 
wenn  man  in  der  Gleichung  ti  mit  6,  ai  mit  a  vertauscht. 


§. ». 

Den  Winkel  ABC  kann  man  auch  statt  an  AC  ein  die  Ver- 
längerung von  AC  wiederholt  anlegen;  ist 

a-i-2R=zn.ß,    so  wird    tn^hn}   also   Z«=:0. 

Aber  auch,  wenn  durch  das  itmalige  Anlegen  des  Winkels  ß  oder 
durch  das  Auftragen  des  ihn  messenden  Bogens  die  um  A  con- 
struirte  Kreisperipherie  wiederholt  durchlaufen  ist,  es  wird,  wenn 

a-|-212-f 4}ft/2  =  n./3  ist,    ^=0«,   also  Zn  =  Ö  sein. 

Demnach  ergiebt  sich  noch  folgender  Satz: 

Sind  a,  ß  zwei  Winkel  eines  Dreiecks,  für  welche  die 
Gleichung  a  +  2(2m  +  \)R  =  n.ß  gilt,  worin  m,  n  abso- 
lute ganze  Zahlen  sind,  m  aber  auch  0  sein  kann,  so 
drückt  die  Gleichung  Zn  =  0  [(7) -(10)]  die  Abhängig- 
keit aus,  die  zwischen  den  Seiten  a,  6,  c  dieses  Drei- 
ecks statt  findet,  wenn  toan  in  der  Gleichung  ti  mit  —6, 
Ol  mit  a  vertauscht. 

§.6. 

Zählt  man  die  Seite  eines  regulären  n-^Ecks  mit  zu  seinen 
Diagonalen,  so  hat  das  Vieleck,  je  nachdem  n  gerade  oder  un- 
gerade ist,  in  oder  i(n  — 1)  an  Grösse  verschiedene  Diagonalen, 
deren  kleinste  die  Seite  selbst  Ist.  Denkt  man  um  das  Vieleck 
einen  Kreis  beschrieben,  so  kann  man  die  Diagonalen   als  Seh- 
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nen  betf achten,  die  zu  Bogen  gehSreli  =-,  -,  -,....   der  Kreis« 

Peripherie ;  man  bezeichne  die  Sehnen  respectite  mit  Xi ,  o:«,  o:, , .... 
80  dass  Xm  die  Sehne  ist«  deren  kleinerer  zu  ihr  gehöriger  Bogen 

=  —  der  Kreisperipherie  ist.     Ist  ^n  >  ^,   so  ist  statt  oPm   stets 

a^n—m  zu  setzen.  Uie  pte  Diagonale  eines  regulären  n-Ecks  ist 
also  OTp;  die  Diagonalen  sind  gerade  oder  ungerade,  je  nachdem 
die  Zeiger  gerade  oder  ungerade  sind. 

Verbindet  man  drei  Ecken  eines  regulfiren  n-Ecks  dnrch 
Gerade,  und  ist  Xm  eine  Seite  des  dadurch  entstandenen  Drei- 
ecks, so  iat  der  Gegenwinkel  der  Seite  =  —  R  oder  := : —  Ä 

Sind  Xm9  Xp,  Xr  die  Seiten  eines  solchen  Dreiecks,  was  oar 
geschehen  kann,  trenn  entweder  m-f  p4-r=n  oder  etwa  ]fi=p-f  r 
ist,  so  lassen  sich  die  Winkel  des  Dreiecks  bestimmen;  so  wie 
zwischen  zweien  derselben  eine  der  in  den  §§.  4.,  5.  erwähnten 
Gleichungen  statt  findet  (offenbar  hat  man  dabei  nur  unbestimmte 
Gleichungen  ersten  Grades  zwischen  m,  p,  r  und  fi,  v  zu  beach- 
ten, wenn  man  fi,  v  statt  der  Grössen  m,  n  in  den  %%,  4.  und  5 
setzt),  so  hat  man  in  der  Gleichung  Zt,=:0  eine  Gleichung  zwi- 
schen diesen  drei  Diagonalen  des  Vielecks.  Die  Untersuchung 
Aber  solche  Dreiecke  lassen  wir  aber  hier  bei  Seite  und  betrach- 
ten im  Folgenden  nur  gleichschenklige  Dreiecke,  deren  Basis  eine 
der  Diagonalen  des  Vielecks  ^  deren  gleiche  Seiten  Radien  des 
um  das  Vieleck  beschriebenen  Kreises  sind.  Da  aber  in  diesen 
F&llen  nur  die  Gleichungen  (11) — (14)  zur  Anwendung  kommen, 
die  besonders  im  Falle,  dass  ZnsO  gesetzt  wird,  eine  einfacbere 
Gestalt  annehmen,  so  wollen  wir  diese  zuerst  suchen. 

Wird  in  (11)  ZsbsO  gesetzt,  so  lässt  sich  die  Gleicbang, 
wenn  man  6,  a  statt  ^,  a^  setzt,   wie  folgt  schreiben: 

(W) 

Zft,  =  1«[{-  l)«.(2n  — i»)«i.a«».6««-««"] 


-  lm[(-|)»i.(2n— m)«-.i.o««-i.6««-««>H-i]  =  0. 

Statt  (12)  erhfilt  man: 

(17) 

Ztn+i  =  Sm\{^  l)«.(2n— m  +  l)«.a««.ft*^*»fi] 

0 

-l«[(-l)-.(2«— m)«.a«»<J.6«"-«-]  =  0. 

0 
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Was  die  Gleichungen  (13)  nod  (14)  betrifft,  so  lassen  sich  in 
ihnen  die  Grenzen,  zwischen  denen  sieb  m  bewegen  kann,  enger 
ziehen.  Es  wird  (n  — m)m  =  09  so  wie  n<2iit  wird;  ist  also 
n  =  2v,  so  kann  m  in  der  Gleichung  (13)  nur  die  Werthe  0,  1, 
2»3,  ..,.y  annehmen;  ist  it=:2v-f-l,  so  ist  v-fl  der  Grenz- 
werth,  den  m  nicht  übersteigen  kann.  Beachtet  man  noch  den 
allen  Gliedern  gemeinsamen  Factor,  mit  dem  man  zu  dividiren 
hat,  M-eil  der  Ausdruck  =0  ist,  so  geht  (13),  je  nachdem  n  ge- 
rade oder  ungerade  ist,  Aber  in: 

(18) 

Z,.^  =  l»K-l)-.[(2n-m+l)«  +  (2n-m)*_i].a»"-*".d*»|=0, 
o 

(19) 

2»(*-i)=  l«l(- l)"'.[(2n-m)«+(2n-^m-l)»^i].a««-««.6«-»|=0. 

o 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  (14)  die  Gleichung: 

(20) 

Zfti+i  =s  ^ Ai  [(— !)"•.  (n+ 1  — m)«.  a»-««+» .  b^] 

0 

— *^jS1'[(- 1)" .  (n—JB)» .  tf^*»  .*«"+»]  =  0. 


8.7. 

Es  sei  B  Mittelpunkt  eines  Kreises  mit  dem  Radius  r,  in 
demselben  sei  Xp  die  pie  Diagonale  eines  regulären  n-Ecks  ^s^AC^ 
man  ziehe  BÄ^  BC9  so  entsteht  ein  Dreieck  ABC,  in  dem 
jJ  =  -^Ä,    u^yr:^  «—_£  ^  .^^^   ^^jj  ^^  dieses  Dreieck  der  Satz 

in  $.  4.  Anwendung  finden,   so  muss  sich  tn,  $  ganzsahlig  so  be- 
stimmen lassen,  dass 

^^n-^^i^    oder    4»+l  =  ?£^> 

ist    Dazu  ist  also  erforderlich,  dass  n  eine  gerade  Zahl    sz2v 
sei;  ist  diesem  der  Fall,  so  erhält  man  als  Bedingnngsgleichung: 

(4m+l).v  =  p.(2f+l) (A) 

ist  also  V  eine  ungerade  Zahl,   so  ist  die  Gleichung  (A)  er- 
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fulH»  wenn  man  1= — ^ — >  p  =  4m-|-l  (m  kann  jede  ganxe  Zahl 
seio)  setzt;   Z«>^i=:0  wäre  also  die  Gleichang»  die  zwischen  x^ 

d.h.  einer  (4m4-l)ten  Diagonale  des  regulären  2vEcks  and  dem 
Radios  des  umschriebenen  Kreises  gilt.  Ist  v  eine  Primzahl, 
so  giebt  es  ffir  $  keinen  kleinern  Werth  als  den  genannten,  durch 
den  die  Gleichung  (A)  zu  erfüllen  wäre;  ist  v  ungerade,  aber 
keine  Primzahl,  so  uird  es  für  einzelne  Werthe  von  p  (aber  der 
Werth  /?  £=  1  gehurt  nie  dazu)  muglich  sein,  der  Gleichung  (A) 
auch  durch  kleinere  Werthe  von  i  zu  genfigen.  —  Hieraus  ergiebl 
sich  folgender  Satz: 

Setzt  man  in  der  Gleichung  Zm  =  0  ((16),  (17))  a;,  r  an 
die  Stelle  von  6,  a,  so  giebt  die  so  erhaltene  Gleichung 
die  Abhängigkeit  an,  die  stattfindet  zwischen  jeder 
{Am  H-  l)ten  Diagonale  (also  auch  def  Seite)  x  des  rego- 
lären  2(2fiH- l)-£cks  und  dem  Radius  r  des  umschrie- 
benen Kreises. 

Soll  auf  dasselbe  Dreieck  ABC  der  Satz  in  §.  5.  angewendet 
werden,  so  ist  zu  untersuchen,  ob  sich  m,  t  ganzzahlig  so  be- 
stimmen lassen,  dass  durch  diäse  Werthe  der  Gleichung 

2(2m  +  l)+?^=^=^' 

genfigt  wird.  Damit  dieses  der  Fall  sei,  muss  n  gerade  =2v 
sein,  dann  erhält  man  die  Gleichung: 

(4m+3).v=p.(2<+l) (B) 

y I 

Ist  also  V  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  (B)  erffillt  durch  f=  —^ — » 

p  =  4m4-3  (m  kann  jede  ganze  Zahl  sein).  Beachtet  man  das 
fiber  Gleichung  (A)  Gesagte  und  §.5.,  so  ergiebt  sich  folgcfnder 
Satz: 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  (16),  (17)  6  mit  — x, 
a  mit  r,  so  giebt  die  so  erhaltene  Gleichung  Z^  s  0 
die  Abhängigkeit  an,  die  statt  findet  zwischen  jeder 
(4m  +  3)ten  Diagonale  x  des  regulären  2(2it-f  1)-Ecks 
und  dem  Radius  r  dea  umschriebenen  Kreises. 

Die  beiden  letzten  Sätze  lassen  sich  offenbar  zu  folgendem  Satae 
vereinigen : 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  (16),  (17)  6  mit  x, 
ü  mit  r,  sucht  die  Wurzeln  der  so  erhaltenen  Gleichung 
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Zji=:0»  80  finden,  sich  unter  den  positiven  Wurzeln  liie 
sämmtlichen  (4m-|-1)ten  Diagonalen  des  regulären  2(2n-|-l)- 
Ecks»  unter  den  neg;ati?en  Wurzeln  aber  befinden  eich, 
wenn  man  dieselben  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 
▼ersieht,  sämmtliche  (4m-|-3)te  Diagonalen  dieses  Vielecks. 

Ein  reguläres  2(2nH- 1)- l^ck  hat,  n-enn  man  vom  Durchmes- 
ser des  Kreises  als  Diagonale  absieht  (bei  diesem  als  Basis  er- 
hält man  kein  Dreieck»  kann  also  die  Sätze  aus  §•  4.  und  §.  5. 
nicht  anwenden),  2it  an  Grosse  verschiedene  Diagonalen,  daTOn 
haben  n  gerade  Zeiger,  die  andern  n  ungerade  Zeiger.  Die  Glei* 
chnug  %=0  i(16),  (17)]  Ist  in  Bezug  auf  x  vom  Grade  n;  da 
sich  unter  den  Wurzeln  der  Gleichung  alle  Diagonalen  mit  unge- 
radem Zeiger  finden  mflssen,  so  sind  alle  Wurzeln  der  Gleichung 
reell.    Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sucht  man  die  Wurzeln  der  Gleichungen: 

(21) 

Zte ai 0  s  V»(«H-«)=    'S"  [(— l)".(2n-m)».f*-«ji»"-««'] 

0 

—  !•[(—  1)».  (2«  ~  m)«-! .  f*-- » .««■-•M-i], 

I 

;^^,=0=V2(*iH)=     !-[(— l)".(2n— m  +  1)«.  f*».4;««-««H^i] 

0 

-  i«[(- 1)«.  (2n— m)w.r*»+i.a?*«-"*»]. 


so  sind  dieselben  sämmtlich  reell ;  ordnet  man  die  posi- 
tiven Wurzeln  der  absoluten  Grdsse  nach,  so  erhält  man 
dadurch  die  I,  5,  9,  ....  (4mH-1)te  Diagonale  des  regu- 
lären 2(4nH-l)-  [resp.  2(4n<f  3)]«Ecks;  giebt  man  den 
negativen  Wurzeln  das  Vorzeichen  H-»  ordnet  sie  dann 
ebenfalls  der  GrOsse  nach,  so  erhält  man  dadurch  die 
Werthe  ffir  die  3,  7,  11, ....  (4m-|-3)te  Diagonale  des- 
selben Vielecks« 

Gleichungen    der    regulären    2(2n-f])-Ecke. 

6-Eck:    ar— r  =  0, 
10-Eck:    a;«+aT-f*=:0, 

I4-Eck:  «»— a?«r— arrHr*  =  Ö» 

18-Eck:  «*-f:t»r-.3a?»r«— 2»»  +  r«  =  0, 

22-Eck!  0?»— ar«r-4r»r»  +  3arV  +  3aT«-r«z=0, 
ThtU  XLVI.  30 
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30.Eck ;    «7;-;r«r— &i:*r«+5;r*r»  +  10a:»r*-.6arV— 4aT«+ry  =0. 

34-Eck:    x'  +  ^'r— 7««r«— 6ar«r»  +  15a:M 

+  lO^rM—  10x«r«  -  Axr^  +  r«  =  0, 

38.Eck:    o:«— ««r— 8a:V+7Ä«r»+21a?V*— IS^rV 
43-Eek:    ;»»H**r-9jr«r«— &eV+2ar«r* 


5.  8. 

Die  Frage»  id  welchen  Fällen  für  einzelne  Diagonalen  eines 
regulfiren  2(2n-f  l}'*Eck9  einfachere  Gleichungen  gelten  als  die 
in  §•  7.  gefundenen^  tritt  in  dem  Falle  auf»  vco  27t 4-1  keine  Prim- 
zahl ist.  Ist  2it-f  l==ffi.«9  wo  m  wie  $  ungerade  Zahlen  sind, 
die  zunächst  keinen  gemeinsamen  Factor  haben  mögen»  so  wer 
den  sich  sämmtliche  Diagonalen  des  2m-  wie  des  2s- Ecks  als 
Diagonalen  des  2(2714-')- Ecks»  also  auch  die  ungeraden  Diago- 
nalen der  ersten  Vielecke  als  ungerade  Diagonalen  des  2(2ii-fl)- 
Ecks  finden.  In  dem  Falle  nun»  dass  771»  s  beides  Zahlen  von 
der  Form  4fi-|-l  sind,  ist  die  ste  Diagonale  des  2(27i-f  Ij-Ecks 
die  Seite»  also  erste  Diagonale  des  277t- Ecks;  ebenso  ist  jede 
(4vi:l).«te  Diagonale  des  2(27t  +  1)-Ecks  die  (4i/4:1)te  Diago- 
nale des  2i7t-Ecks.  Beachtet  man»  dass  die  Gleichung  (21)  alle 
ungeraden  Diagonalen  des  betreffenden  Vielecks  als  Wumeln 
enthält»  sonst  keine  andern»  so  ergiebt  sich  aus  den  vorstehen- 
den Betrachtungen  und  ähnlichen  für  den  Fall»  dass  entweder  m 
oder  $  oder  beide  von  der  Form  4ft-f3  sind»  folgender  Satz,  zs 
dessen  Verständniss  noch  zu  beachten  ist»  dass  unter  nmgevrat- 
delter  Gleichung  eines  Vielecks  die  Gleichung  verstanden  vrird, 
die  man  aus  der  Gleichung  des  Vielecks  dadurch  erhält»  dass 
man  darin  —  ;r  statt  x  setzt: 

Ist  2714-1  =  ^.«  (es  haben  77t,  s  keinen  Factor  gemein) 
nnd  es  sind  77t  und  «  beide  von  der  Form  4ft  4- 1 »  so 
enthält  die  Gleichnng  des  regulären  2  (27t  4- 1)- Ecks  (21) 
als  Factor  sowohl  die  Gleichung  des  2i7t-»  wie  des  2s- 
Ecks;  sind  77t  und  «  beide  von  der  Form  4fi4-3»  so  ent- 
hält die  Gleichung  des  2(27i4-l)-Ecks  die  umgewandelte 
Gleichung  des  2i7t-»    wie  des  2f-Ecks  als  Factor;    ist 
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m  von  der  Form  4f*H-l»  9  von  der  Form  4fi  +  3^  8o 
enthält  die  Gleichung  des  2(2n-|-l)-£cks  als  Factor  die 
Gleichung  des  2fEcks  und  die  umgewandelte  Gleichung 
des  2iii-Eck8. 

Im  Wesentlichen  ändert  sich  die  Sache  nicht»  wenn  m  und 
s  einen  Factor  gemeinsam  haben;  ist  z.B.  2n-fl=r|[i^.m.f9  so 
ist  immer  noch  jede  {Av-^\)fi.mi^  Diagonale  des  2(2n-f  l)*Ecks 
die  (4vJ:l)te  Diagonale  des  2|x.5-Ecks;  es  wird  sich  also  in  der 
Gleichung  des  2  (2n  4- ])- Ecks  entweder  die  wirkliche  oder  die 
umgewandelte  Gleichung  des  2fi«s«Ecksy  wie  die  des  2fi.//i« 
Ecks  als  Factor  finden,  nur  darf  man  daraus  nicht  schliessen» 
dass  das  Produkt  beider  Gleichungen  sich  als  Factor  in  del* 
Gleichung  des  2(2n-|-l)-Ecks  finden  werde. 

Beispiele.  Wir  setzen  den  Radios  =:J.  In  der  Gleichung 
des  18-Ecks  ist  die  umgewandelte  des  6- Ecks  enthalten»  sie  ist: 

In  der  Gleichung  des  30-Ecks  findet  sich  die  des  6-  und  die  um- 
gewandelte des  lO-Ecks;   sie  ist: 

=  (ar-.l)(ar«— ar— l)(j:*  +  a:8-4a;«-.4ar  +  l)=:0. 

In  der  Gleichung  des  42- Ecks  findet  sich  die  umgewandelte  des 
6-  und  des  14 -Ecks;   sie  ist: 

In  der  Gleichung  des  50-Eck  findet  sich  die  des  10-Ecks;  es  ist: 

a:M+ar"-.  lloriö  -  10a:»  +  45a:«  +  36a:'^-84ar«  -  56a:« + 70a:* + 35ar» 

-2Ia:»~6a:+l=0 
=  (a:«+a:— l).(a:io~  10a:«+35a:«  +  a:«-50a:*— 5a:»+26a;«+5a:— 1). 

In  der  Gleichung  des  70-Ecks  ist  die  Gleichung  des  14-  und  die 
umgewandelte  des  10-Ecks  enthalten;   es  ist: 

a:»^— a:"— 16a:"  +  15:rM+  105a:"— 91a:»«— 364a:"+286a:io+715a:» 
—  495;r«— 792a:'^  +  462a:«  +  462a:»— 210:r*—  120a:»  +  36a:«  +  9a:—  1 

=  0=(a:«— a?-l)(a:»-a:«-2a:  +  l) 
><(a:M+ar"-12a:»O-lUH64Ä®+43a;^-ll3a:«-71a:»  +  110a:* 

+46a:«— 40a:«-8a:  +  l). 

In  der  Gleichung  des  90- Ecks  finden  sich  die  Gleichungen  des 

30* 
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10*  aiid  18-Eckg,  die  urogeviandelten  des  6-  uod  SO-Ecks;  soll 
aber  die  Gleicliung  den  90- Ecks  als  Produkt  darg^estellt  werden, 
so  ergiebt  sich: 

+2380a:"— 618te»-4368a;iH8008Äi<>+ö(KBa:«--6435«»— SiSaar^ 
+  300ar«  +  1287a?«— 716a?*-220a:»  +  66ar«+ IIa?— I 
=  (0?+ 1) (a:«  +  jr— I) (a;»— 3a:  + 1)  (a?*— a:»  — 4a:«+4a:  +  l) 
>6:  (a?M— 12ari«  -  ar»  +  64a:»+9a:^  -  112ar«— 27x*+ I05a:*  + 31a:» 

-3&r«— 12ir+l)=0. 

Q.  S.   W. 

Ist  in  der  Gleichang  eines  2(4n-fl)-Ecks  die  Gleichung  eines 
2(4m-fl)-Ecks  als  Factor  enthalten,  so  ist  der  Quotient,  den 
man  erhSlt,  wenn  man  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite  divi- 
dirt,  nach  den  allgemeinen  Gleichungen  in  (21): 

a?«("-«)  -  2(n  — m).ar«(»-"»-»)  — ....  =0; 

ist  in  der  Gleichung  eines  2(4n-|-l)-Ecks  die  umgewandelte  eines 
2(4fii-|'3)*Ecks  enthalten,   so  ist  der  Quotient: 

^2{n^m)^i  -  [2  (n  —  m) — I] ,  a:«(«-«)-»  +  ....  =z  0; 

in  beiden  Fällen  also  ist  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes,  der 
gleich  der  negativen  8uninie  aller  Wurzeln  der  Gleichung  ist,  =0; 
mithin  ist  in  solchen  Vielecken  stets  die  Summe  einer  Anzahl 
von  ungeraden  Diagonalen  gleich  der  Summe  einer  andern  An- 
zahl von  Diagonalen.  Die  Sache  verhält  sich  ebenso,  wenn  sich 
in  der  Gleichung  eines  2(4n  +  3)-Ecks  die  Gleichung  eine« 
2 (4m -|- 3) -Ecks  oder  die  umgewandelte  eines  2(4fii-|- 1)-Ecks  ai« 
Factor  findet.  Mithin  ist  im  regulären  18- Eck:  Xi  +  a:^=zxr\ 
im  regulären  30-Eck:    Xi  -l*  ^9  -f  ^is  =  ^  -l*  ^11 ;  u-  s*  ^* 


§.9. 

Es  sei  A  Mittelpunkt  eines  Kreises,  AC=a>  sei  in  ihm  die 
pte  Diagonale  eines  regulären  n-Ecks;  zieht  man  AB,  AC»  so  ist: 

I 

soll  auf  dieses  Dreieck  der  Satz  in  §.  4.  fingewendet  werden,  so 
mässen  sich  m,  s  ganzzahlig  so  bestimmen  lassen,  dass 
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4«  +  &  =  'Jün2p) (A) 

n  n  ^   ' 

«ei.  Ist  nun  n  xanfichst  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  (A)  nur  los- 
bar^  wenn  t  durch  4  theilbar  ist.    Man  setze  also  s=40  und  erhSit: 

p{2tf+l)  =  (ff~w).«, (B) 

eine  Gleichung,  die  jedenfalls  erfallt  ist,  wenn  man  <r=:4(n  — 1), 
p^=m^m  setzt;  somit  kann  p  jede  ganze  Zahl  =  oder  <0 
sein«  Die  Gleichung  Z^a  ^  0  (18)  wäre  also  Gleichung  für  die 
Seite  und  Diagonalen  des  regulären  (20-|-I)-Ecks;  da  die  gnlsste 
Diagonale  eines  solchen  Vielecks  Xa  ist,  so  enthält  Z^a^^  unter 
«einen  Wurzeln  alle  Diagonalen  des  regulären  (2tf -f  1)-Eck8. 
Haben  p  und  n  einen  geroeinsamen  Factor,  so  wird  sich  för  ge- 
wisse Wcrthe  yon  p  (aber  der  Werth  p  =  I  gehört  nicht  dazu) 
allerdings  ein  kleinerer  Werth  von  «  finden  lassen,  der  der  Glel* 
chung  {X)  genfigt    Somit  erhält  man  den  Satz: 

Sucht  man  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

=  i»|(-l)"'[(2it-m+l)«,+(2n«m)«-i].ar««-*-.r*-|  =  0, 

so  finden  sich  unter  denselben  die  Werthe  aller  Diago- 
nalen, also  auch  der  Seite  des  regulären  (2it-f  l)*Ecks. 

Gleichungen  der  regulären  (2n-|-1)-Ecke;   Radius  ;?=!. 

3-Eck:   a?«— 3  =  0, 

6-Eck:   Ä*-5:r«  +  5  =  0. 

7.Eck:   «•-7;r*  +  14x«-.7  =  0, 

».Eck:   a:»^9a:«  +  27a:*— 30a:«+9  =  0, 
U-Eck:   Ä»o-llar«  +  44a?«-77a^  +  ß6««-ll  =  0, 
13-Eck:   a:M-13a?w  +  65a:»-  156a?«+182a:*— 91ar«+ 13  =  0, 
15-Eck :    arW-15a:«+90ar»*>-27öa?»  f  450ä«-37&f*+140^«-15  =  0, 
17.Eck:   «"-17Ä»H119^«-442a?w+93Öa?»-1122a:H714a:*-204ar« 

+  17  =  0. 

u.  s.  w. 

Ist  n  in  der  obigen  Gleichung  (A)  eine  gerade  Zahl,   etwa  =2v, 
so  geht  (A)  Aber  In: 

4«  +  ^  =  '-^^-. (C) 
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d.  h.  entweder  ist  $  gerade  oder  v  und  p  sind  ungerade.  Bei 
der  letztern  Annahme  gelangt  man  zu  den  Gleichungen  in  (21)» 
bei  der  erstem,  wo  sz=:2a  gesetzt  wird,  ist  p(tf-|-l)  =  v(€r-— 2m), 
und  diese  Gleichung  ist  erfüllt,  wenn  man  vzria+l,  p=zc  —  2m 
nimmt,  d.h.  man  erhält  den  Satz: 

Sucht  man  die  Wurzein  der  Gleichung 

Z2(2n-1)  =  V4« 

=  Im  [  (- 1)«  [(2n  -  m)m  +  (2«-jii-l)i^i]  .a^-«».r««J  =0, 

o 

«o  befinden  sich  darunter  die  Werthe   aller  ungeraden 
Diagonalen  des  regulären  4n-Eck8. 

Gleichungen  der  rei^ulären  4n-Ecke;    Radius  ssl. 

4-Eck:    j:«— 2  =  0, 

S-Eck:    a;*-4ar«  +  2  =  0, 
12-Eck:    a:«— 6ar4  +  9:r*— 2  =  0, 
le-Eck:    a;8— 8a:«  +  20ar*-16a:«+2  =  0, 
20.Eck :    a:»«  -  lOx«  +  35a:«— 50a:*  +  20a:«— 2  =  0, 
u.  s.  w. 

Aus  den  Gleichungen  in  §.  7.  und  {•  9,  lassen  sich  leicht 
Gleichungen  finden,  die  zwischen  bestimmten  Diagonalen  eines 
regulären  Vielecks  gelten,  denn  im  regulären  2n-Ecke  ist  das 
Dreieck,  dessen  Basis  a^p,  dessen  gleiche  Seiten  Radien  sind, 
ähnlich  einem  Dreiecke,  dessen  Basis  x^^  dessen  gleiche  Seiten 
a:«-p  sind. 

Im  Folgenden  beschäftigen  wir  uns  nnr  mit  den  regulären 
2(2n-fl) -Ecken;  sind  die  Diagonalen  eines  solchen  Vielecb 
gefunden,  so  sind  auch  die  Diagonalen  des  (2n -f  l]r-,  4(2n-fiK 
8(2«  +  1)-, ....  Ecks  bestimmt 


§.  10. 

Zu  den  Gleichungen  in  (21)  kann  man   noch  auf  eine   andere 
Weise  gelangen.    Setzt  man  in  der  Gleichung 

ar«»+a:««-H-^*"^*  +  ....+x*  4-^4-1  =  0, 

d.  b.  in  i — =11 

X — 1 

den  Werth  a:+  — =y*iin,    so  ergiebt  sich: 
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[ar-  («-1)1  •!r-H(«-2)a.y«-*-(n-3)8.  jf«-«+(n-4)4.^-«-....] 

Der  allgemeine  Beweis  för  diese  Umformung  ist  gewiss  schon 
anderweit  gefOhrty  wenngleich  dem  Verfasser  nnr  der  Beweis 
flSr  die  ersten  Glieder  aus  Eytelwein:  »»Anweisutig  zur  Anf- 
I5sang  der  hohem  num.  Gleichungen  pp.  22.  23.  bekannt  ist;  übri- 
gens hat  der  allgemeine  Beweis  keine  Schwierigkeit.  Die  umge- 
formte Gleichung  lässt  sich  aber  auch 

-^«"[(— l)«.(ii-.m)„.^-2«]  +*!sm*  K-l)«.(«-f/i~l)m.^-2«i^T  =0 

O  0 

schreiben;  setzt  man  hierin  2it  an  die  Stelle  von  n,  so  ergiebt  sich: 

-S«[(-l)«.(2n-m)«.«2»-2».]  +  1s»[(— l)«.(2ii-m-l)m.y2«-2"^T  =0 
o  o 

oder: 

(22) 

Jm  [(—1)«.  (2«~m)m.y2»-2m]- im  [(-l)m,  (2n-in)»-l.y2»-2»fl]=0, 
o  1 

d.h.   die  erste  Gleichung  in  (21)9   wenn  man  darin  rssl  setzt. 
Ebenso  geht  die  Gleichung 

ar«»— a>-*  +  :r2«-2— a:2»-»+.,..+;r«— ar+I=0    oder    — X1^=Ö 
Über  in: 

I«  4(n~l) 

J?«[(— l)"«.(n— m)m.y«-2'»]—  2^»  [(— l)«.(ii— m— l)».y«-«»-»]=0, 
o  o 

and  setzt  man  hierin  2n  +  l  statt  n,  so  erhält  man: 

(23) 

im[(«l)m.(2n-|-l-.wt)«.y2«+»"-2ii.]_i«[(«J)m.(2n-.»i)^.2^2n--2m]=:0, 
o  o 

d.  h.  es  ergiebt  sieh  die  zweite  Gleichung  in  (21)»   wenn   man 
darin  r  =  I   setzt« 

Wird  also  der  Radius  des  Kreises  =1  gesetzt,  so  er- 

hSit  nrnn  die  Gleicbang  des  regulären  2(4n-f  1)-Ecks  ans 

ar4«+^— 1 
der  Gleichung  — — ^-j— =0,   die  Gleichung  des  regu- 
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2(4n-f  3)-Ecks  aus  der  Gleichung  -~-=0,  wenn 

man  in  denselben  a:  +  —^=>y  setzt;   d.  b.  ein  beliebiger 

stets  iniaginfirer  Wairzelwertb  dieser  Gleichung  pIns  dem 
umgekehrten  Werthe  dieses  Wnrzeifverthes  giebt  die 
Grosse  einer  ungeraden  Diagonale  des  regulären  2(4»  -f-l)- 
resp.  2 (4n  4-3) -Ecks,  entweder  mit  dem  Vor^epcbep  + 
oder  —  versehen. 


}.  II. 

Pie  Gleichung 

ar«" +  «*■-<  + ;r*«-2  +  ^r^-8 +....  + a:«+ or  + 1  =0 

bleibt  unverändert,  wenn  man  darin  x^^Vx  einsetzt,  d.  h.  die 
neue  Gleichung  bat  dieselben  Wurzeln  als  die  gegebene.  Ist 
also  a  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung,  so  ist  auch  ex*  eine 

Wurzel  derselben.    Nimmt  man  nun  a  f  -=yi,  ß*  +  -|=y«  [fi, 

y^  sind  al«: dann  Wurzeln  der  Gleichung  (22)],  so  folgt  aus  beide» 
Gleichungen  ^|^  =  2  -fi^s»  ^*  ^'  ^^  ^^^^  ^>®  Wurzeln  der  Glei- 
chung (22)  von  der  Besctiaffenheit ,  dass  das  Quadrat  jeder  Wur- 
zel gleich  ist  2  plus  einer  andern  Wurzel,  die  Wurzel  natOrlicb 
versehen  mit  dem  zugehörigen  Vorzeichen. 

Wird  in  der  Gleichung 

.T*H-2— aHin+i +:r*»  — a4»-*  +  ....  +  ar«— .r  +  1  =0 

Vz  an  die  Stelle  von  x  gesetzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung; 
deren  W^urzeln  man  aus  den  Wurzeln  der  gegebenen  erhält,  weoa 
man  letztere  mit  •— 1  multiplicirt ;  ist  also  a  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung, so  ist  auch  — a^  eine  Wurzel  derselben.    Setzt  man  nun 

in  dieser  Gleichung  a  +  -  =  yi;  —  «*— ^  =  y»  [^1*5^9  «»öd  als- 
dann Wurzeln  der  Gleichung  (23)],  so  folgt  aus  beiden  Gleicbnn- 
gen  9i*  =  2  —  y%f  d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung  (23)  sind  von 
der  Beschaffenheit,  dass  das  Quadrat  jeder  Wurzel. gleich  ist  2 
minus  einer  andern  Wurzel  derselben  Gleichung. 

Beachtet  man,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  (22)  die  un- 
geraden Diagonalen  des  regulären  2(4n-f  1)-Ecks,  die  der  Glei- 
chuug  (23)  die  ungeraden  Diagonalen  des  2(4nH-3}-Eck8  sind, 
tbeils  versehen  mit  dem  Vorzeichen  -f ,  theils  mit  dem  Vorsei- 
chen — ,  so  ergiebt  «ich  folgender  Satz : 
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Die  ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(4n-f  ])-Ecks 
haben  die  Eigenschaft,  dass  das  Quadrat  jeder  .dersel- 
ben gleich  ist  2  plus  einer  andern  ungeraden  Diagonale 
des  Vielecks;  bei  den  ungeraden  Diagonalen  eines  regu- 
lären 2(4ft-|-3)-Ecks  aber  ist  das  Quadrat  jeder  dersel- 
ben gleich  2  minus  einer  andern  ungeraden  Diagonale 
des  Vielecks. 

Natfirlich  ist  hierbei  der  Radius  des  umschriebenen  Kreises 
==1  gesetzt  und  jede  Diagonale,  deren  Zeiger  von  der  Form 
4^-1-3  ist,  ids  negativ  genommen. 

§.  12. 

Bezeichnet  man  mit  x^^  Xg»  :r^,  x^^  ....  x^^\  die  erste, 
dritte»  fSnfte,....(4n— -1)te  Diagonale  eines  regulären  2(4it-|-I)-Ecks, 
wobei  also  x^^  Xfy  Xn,  «•••  x^u^i  negativ  sind,  so  ist  Xi  der  ab* 
solut  kleinste  Wurzel v^erth  der  Gleichung  (22),  Xi^  ist  also  der 
kleinste  der  Werthe,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Quadrate  der 
ungeraden  Difigonalen  sucht;  unter  den  negativen  Diagonalen  ist 
die  absolute  grosste  x^^n^i,  also  ronss  nach  §.  11.  :r|^  2=2+0:411.1 
sein;  auf  ähnliche  Weise  findet  sich: 

allgemein: 

OTsm^l*  =  2  -|-a;4(ii-iii)-l, 

eine  Gleichung  die  richtig  ist,  so  lange  it>m  Ist;  wird  m  = 
ft — ^^1,  so  ist  x^^i^=s2  +  x^;  folglich  ist: 

ÄT^B^-i^ss  2  +  a:,j  ara«+3*  =  2  +  a:5;  ....  :r^4-s;»4-i*  =:  2-|-ar4m+i. 

Setet  man  b  der  letzten  Gleichung  iii=ft— n»  so  ergiebt 
sich : 

^«»+i*  =  2  +  a:4(»-«)4.i. 

Allgemein  gehen  also  die  Gleichungen : 

:tv»^i*  =  2  +  3:4(«-»)— 1  und  Jr^m-f  1*  =  2  -f  ^4(ni-Ht}4-i9 

jQTstere  geltend,  wenn  n^m,  letztere  wenn  n  =  oder  <m  ist, 
an  welche  Diagonale  man  zu  2  zu  addiren  habe  um  das  Quadrat 
der  Diagonale  ^tam^.!  desselben  Vielecks  zu  erbalten. 

^ind  0?],  ^8«  x^,  ....  ^4«-fi  die  ungeraden  Diagonalen  eines 
r^nlären  2(4tt-f3>Ecks  (x^,  «r»....ar4M4-3  also  negativ)  so  zeigt 
sich  auf  gleiche  Weise  •  dass 
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^«™+ 1*  =  2 — af4(ii-ii»)  + 1 
(gilt  wenn  n  =  oder  >  m)  und 

Xv»  +1*  =  2  —  Xtffm-»)-l 

(gilt  wenn  n<»i  ist)  die  entsprechendeo  GleichuDgen  sind. 

§.  13. 

Bringt  man  die  ungeraden  Diagonalen  eines  regulSren  Viel- 
ecks in  eine  solche  Reihenfolge,  dass  jedes  Glied  der  Reibe  in'« 
Quadrat  erhoben  gleich  ist  2  plus  (respect.  minus)  dem  folgenden 
Gliede,  so  beisst  diese  Reibe  die  Periode  der  ungeraden  Diago* 
naien.  —  Man  findet  bald,  dass  die  ungeraden  Diagonalen  ein- 
zelner Vielecke  mehrere  Perloden  bilden.  —  Im  folgenden  sind 
die  Perioden  der  ungeraden  Diagonalen  einer  Anzahl  ^on  Viel- 
ecken verzeichnet;  es  sind  dabei  die  Diagonalen  nur  mit  ihren 
Zeigern  bezeichnet 

Per.  des  reg.  10- Ecks:  1.  3.  I. 

Per.  des  reg.  26 -Ecks:  I.  II.  9.  5.  3.  7.  I. 

Per.  des  reg.  Sd-Ecks.  Per.  I.  I.  15.  1.3.  9.  1.  Per.  II.  l 
11.  5.  7.  3. 

Per.  des  reg.  82-Ecks.  Per.  I.  1.  39.  37.  33.  25.  9.  23.  S. 
31.  21.  1.    Per.  II.  3.  35.  29.  17.  7.  27.  13.  15.  11.  19.  3. 

Per.  des  reg.  146-Ecks.  Per.  I.  1.  71.  69.  65.  57.  41.  9.  55.  37. 1. 
Per.  II.  3.  67.  61.  49.  25.  23.  27.  19.  35.  3.  Per.  111.  5.  63.  53- 
33.  7.  69.  45.  17.  39.  5.  Per.  IV.  II.  51.  29.  15.  43.  13.  47.  2L 
31.  11. 

Per.  des  reg.  514.  Ecks.  Per.  I.  1.  255.  253.  249.  241.  225. 
193.  129.  I.  Per.  II.  9.  239.  221. 185. 113.  31.  195. 133.  9.  Per.  III. 
II.  235.  213.  169.  81.  95.  67.  123.  11.  Per.  IV.  21.  215.  173.  89. 
79.  99.  59.  139.  21.  Per.  V.  15.  227.  197.  137.  17.  223.  189.  121. 
15.  Per.  VI.  13.  231.  205.  153.  49.  159.  61. 1.35. 13.  Per.  VII.  23. 
211.  165.  73.  111.  35.  187.  117.  23.  Per.  VIII.  25.  207.  157.  67. 
143.  29.  199.  141.  25.  Per.  IX.  3.  251.  245.  233.  209.  161.  65. 
127.  3.  Per.  X.  27.  203.  149.  41.  175.  93.  71.  115.  27.  Per.  XI. 
7.  243.  229.  201.  145.  33.  191.  125.  7.  Per.  XII.  5.  247.  237.  217. 
177.  97.  63.  131.  5.  Per.  Xlil.  45.  167.  77.  103.  51.  155.  53.  151. 
45.  Per.  XIV.  37.  183.  109.  39.  179.  101.  65.  147.  37.  Per.  XV. 
19.  219.  181.  105.  47.  163.  69.  119.  19.  Per.  XVL  43.  171.  8S. 
87.  83.  91.  75.  107.  43. 
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Die  Diagonalen  deaÖS^  74-,  106-,  122-Ecb  bilden  eine  Periode ; 
die  des  178-Ecks  4  Perioden,  die  des  194Eck8  2  Perioden;  die 
des  226-Ecks  4  Perioden;  die  des  274-Eck8  2  Perioden;  die  des 
386-Ecks  2  Perioden  u.  s.  w. 

In  diesen  Beispielen  von  2 (4n  4-1) -Ecken  ist  4n  +  l  eine 
Primzahl.  —  Ist  4n-f-l  keine  Primzahl«  so  haben  die  Perioden 
nicht  alle  dieselbe  Anzahl  von  Gliedern« 

Per.  des  reg.  18  Ecks.  Per.  I.  3.    Per.  IL  1.  7.  5.  1. 

Per.  des  reg.  42-Ecks.  Per.  I.  7.  Per.  II.  3.  15.  9.  3.  Per. 
III.  1.  19.  17.  13.  5.  II.  1. 

Per.  des  reg.  50 -Ecks.  Per.  I.  5.  15.  5.  Per.  U.  1.  23.  21. 
17.  9.  7.  11.  3.  19.  13.  I. 

Per.  des  reg.  ÖöEcks.  Per.  I.  11.    Per. II.  1.  31.  29.  25.  17.  1. 

Per.  III.  3.  27.  21.  9.  15.  3.  Per.  IV.  6.  23.  13.  7.  19.  5. 

Von  den  Perioden«  die  die  Diagonalen  der  re^ul&ren  2(4it-|-3)- 
Ecke  bilden,  erwähne  ich: 

Per.  des  reg.  54Ecks.  Per.  I.  9.  Per.  II.  3.  21.  15.  3.  Per. 
111.  1.  25.  23.  19.  11.  5.  17.  7.  13.  1. 

Per.  des  reg.  62  Ecks.  Per.  I.  1.  29.  27.  23.  15.  1.  Per.  II.  a 
25.  19.  7.  17.  3.    Per.  III.  6.  21.  11.  9.  13.  5. 

Per.  des  reg.  Sö-Ecks.  Per.l.  1.  41.  39.  35.  27.  11.  21.  1. 
Per.  II.  3.  37.  31.  19.  5.  33.  23.  3.  Per.  III.  7.  29.  15.  13.  17.  9. 
25.  7.    u.  s.  w. 

Bei  einzelnen  Vielecken  lässt  sich  aus  der  Zahl  der  Seiten 
die  Zahl  der  Glieder  bestimmen,  die  in  der  Periode  vorkommen 
müssen,  in  der  sich  die  Seite  oder  Diagonale  1  befindet.  Ist  näm- 
lich n  s=  2^  das  Vieleck  also  ein  2(4.2«-|-l)-Eck,  so  folgt  in  der 
Periode  auf  Diagonale  1  die  Diagonale  2(2.2*  — 1)+  I;  darauf 
Diagonale  2(2.2*-2)+1;  darauf  Diagonale  2(2.2«~4)  +  l;  n.  s.  w., 
als  ^tes  Glied  folgt  der  1  offenbar  Diagonale  2(2.2*— 2^'-^)-fl  und  ist 
diese  Diagonale  die  erste,  so  wie^  =  i-|-2  wird.  —  Setzt  man  also 
j  respective  1,  2,  3,....,  so  findet  man,  die  Periode  des  18-Ecks 
besteht  aus  3  Gliedern,  die  des  34- Ecks  aus  4,  die  des  06- Ecks 
aus  5,  die  des  130 -Ecks  aus  6,  die  des. 258 -Ecks  aus  7;  die  des 
514- Ecks  aus  8;  die  des  1026-Eck8  aas  9,  die  des  131074 -Ecks 
aus  16  Gliedern.  — 

FQr  das    130- Eck  lautet  die  Per.  1.  63.  61.  57.  49.  33.  1. 
„     „      258.Eck:  1.  127.  125.  121.  113.  87.  65.  1. 
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Ffir  das      1026-Eck:  I.  511.  509.  505.  497.  481.  449.  386.  257.  I. 
,»      „    131074- Eck:  1.  65535.    65533.    65529.    65521.    65505. 
65473.  65409.   65281.  65025.   64513.   63489.  61441.  97345.  49153. 
32769.  1.    0.  •.  w. 


§.  14. 

Die  Frage  über  die  Gliederzahl  der  Perioden  läast  sich  aaf 
eine  Frage  aas  der  Zahlen  Congruenz  zurückfGhren.  -^  Wir  sahen 
$.  12.,  dass  bei  dem  regulären  2(4n-f  1)-Ecke  auf  eine  Diagonale  mit 
dem  Zeiger  2m -f  1   eine  andere   mit   dem  Zeiger    4(fi— m)  — 1 

(wenn  n>iii),  oder  4(iii— n) -K  1  (wenn  n_^m)  folgt;  da  aber 
4(m  — ii)  +  l=  —  [4(n — wi)— 1]  ist,  ^o  kann  nian  sagen:  auf  den 
Zeiger  2iit-|-l  folgt  stets  der  Zeiger  4(m — n)-|-l,  wenn  man  nur 
letztere  GrOsse  ihrem  absolutem  Werthe  nach  nimmt  —  Es  bt 
ferner: 

2(2iii  +  l)  =  4(m-n)  +  l    (Mod.  4}t-|-l); 

multiplicirt  man  also  den  Zeiger  eines  Gliedes  der  Periode  mit 
2,  so  ist  das  Produkt  für  den  Modulus  4it-f  1  congruent  dem 
entweder  positiv  oder  negativ  genommenen  Zeiger  des  foli^endea 
Gliedes;  ist  2m-|-l  der  Zeiger  eines  Gliedes  der  Periode,  so  ist 
der  Zeiger  des  folgenden  Gliedes  positiv  zu  nehmen,  wenn 
m  >  oder  ==  n  ist,  negativ  wenn  m  ^n  ist. 

Die  Periode,  in  der  die  Seite  des  Vielecks  vorkommt,  io  der 
sich  also  der  Zeiger  l  findet,  heisee  Haupt- Periode  dieses  Viel- 
eckes. Die  Zeiger  der  auf  einander  folgenden  Glieder  der  Raupt« 
Periode  eines  regulären  2(4n-h  I)-Ecks  seien: 

1*  «1»  Ca*  «8 ^w»   '5 

diese  Zahlen  sind  sämmtlich  positiv,  ungerade  und  <4n;  nach 
dem  Vorhergehenden  müssen  zwischen  ihnen  für  den  Modulos 
4fi  -h  1  die  folgenden  Congruenzen  gelten : 

2,1=— aj;  2ai=dbaB;  2aa=±fl»;  ••••  2.am-.i=±a«;  2a»  =  i:1. 

Das  Zeichen  ±  deutet  an,  dass  die  Congruenz  statt  habe 
bei  der  Anwendung  des  einen  oder  des  andern  Vorzeichens. 
Aus  diesen  Congruenzen  folgt  aber  auch: 

2«=±aa;  2»=±as;   2^=1^4; ...  2- =db<r«;    2«-+isi:l 
(Mod.  4»  4-1). 

Es  lässt  sich  jetzt  zeigen,  dass  es  keine  niedrigere  Potens 
von  2  als  die  (fii-|-l)te  geben  könne,   die  s  db  1  (Mod.  4fi -f  1) 
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wäre.  Nifunitniaii  an,  es  wäre2A«^  J:l(Mod.4n-hl)  und  fi<m-fl» 
so  mufis  es  in  der  obigen  Reihe  der  Zeiger  eine  Zahl  a^  ge- 
geben haben,  für  welche  2A'^J:a^(Mod.  4» -f-l)  wäre,  folglich 
milsste  a^u^  J:  1  (Mod.4n-|-l)  sein.  Nun  bt  a^  ungerade  und 
<4n,  es  kann  also  afi^l  nur  dann  durch  in-\-\  ohne  Rest  ge- 
theilt  werden,  wenn  a^=  J^  1  ist,  in  dem  Falle  aber  schloss  die 
obige  Periode  nicht  mit  dem  Zeiger  a»,  sondern  schon  mit  einem 
frfibern  Gllede.    Somit  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Lust  man  die  Congruenzen  ^*^-\-\\  2'^ — l(Mod.  4» 
-1-1)  und  man  findet,  dass  mit  Ausschluss  des  Werthes 
:e  SS  0  der  kleinste  der  Exponenten,  der  einer  dieser 
Congruenzen  genögt  x  =^m  ist,  so  hat  die  Hauptperiode 
der  ungeraden  Diagonalen  des  regulären  %in-\'\)*Etks  m 
Glieder. 

Dass  nicht  für  jeden  Modulus  beide  Congruenzen  I5shar 
sind,  dass  in  dem  Falle,  wo  beide  lösbar,  die  Congruenz  2'^ — 1 
den  kleinern  Werth  Rir  x  geben  wird,  ist  aus  der  Theorie  der 
Zahlen  bekannt. 

Ist  «1,  a^,  «3,  ....  a^,  «1  die  Reihe  der  Zeiger  in  einef  an^ 
dern  Periode  des  regulären  Vielecks,  so  ist: 

2«i=±aa;  2«,=±«8;    2«3=±«4;  •— 2«iu=dfc  «i  (Mod.  4n+ I); 

die  Periode  ist  zu  Ende,  wenn  2^.tfi^dt ^^iC^od. 4n-|-l)  ist; 
sind  also  a|  und  4n  f  1  relative  Primzahlen,  so  ist  die  Congtuenz 
gleichbedeutend  mit  2^^4: 1(Mod.4n-|-l).  Hieraus  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Ist  der  Zeiger  einer  ungeraden  Diagonale  relative  Prim- 
zahl zu  der  Seitenzahl  des  Vielecks,  so  hat  die  Periode, 
zu  der  diese  Diagonale  gebort,  entweder  ebenso  viele 
Glieder  als  die  Hauptperlode,  oder  die  Diagonale  ist 
selbst  ein  Glied  der  Hauptperiode. 

Ferner  folgt  hieraus: 

Ist  (4n-|-1)  eine  Primzahl,  und  die  ungeraden  Diagonalen 
des  (4n-f  1)-Ecks  bilden  mehrere  Perloden,  so  haben 
alle  diese  Perioden  gleiche  Gliederzahl. 

Es  gelten  ganz  gleiche  Sätze  auch  für  die  Perioden,  welche 
die  ungeraden  Diagonalen  der  regulären  2(4it-i-3)-Ecke  bilden,  nur 
ist  in  dem  Falle  4n  -|-3  Modulus.  —  Die  vorher  gefundenen  Sätze  wer* 
den  theilweise  in  $•  20.  ohne  zo  Hfllfe-Nahme  der  Congruenzen  er- 
wiesen. 
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Sollen  alle  «Dgeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(2ii-|-l)  -  Ecks 
'nur  eine  Periode  bilden,  so  ist  der  kleinste  Werth  von  x  (j:  =  0 
ausgeschlossen)»  der  der  Congruenz  2'^J:I(M[od. 2n-f  J)  ge* 
nügt,  der  Werth  o?  =  n. 

Da  2"=rb  1(Mod.2"=i=  1}  ist,  so  bilden  die  ungeraden  Dia- 
gonalen der  regulären  2(2"=Fl)-Ecke  Hauptperioden  von  n  Gliedern; 
hei  den  Vielecken  deren  halbe  Seitenzahl  ein  Theiter  von  2"^! 
ist»  wird  die  Hauptperiode  entweder  aus  n  Gliedern,  pder  aus 
einer  Zahl  von  Gliedern  bestehen,  die  ein  Theiler  von  n  ist 

Wegen  2^  =  2  hat  also  das  reguläre  2.3- Eck  eine  Periode 
1  Gliede. 

Wegen  2*  =  4  hat  das  2. 5- Eck  eine  Periode  von  2 Gliedern. 

Wegen  2>  =  8  hat  das  2.9-  und  2.7-Eck  eine  Periode   von 

3  Gliedern. 

Wegen  2*  =16  haben  das  2.17-  und  2.15-Eck  Perioden  von 

4  Gliedern. 

Wegen  2«  =  32  haben  das  2.33-  und  2.31-Eck,  aber  auch  da« 
2.11-Eck  Perioden  von  5  Gliedern. 

Wegen  2«  =  64  haben  das  2.65-  und  2.63-Eck,  aberauchdas 
2.13-  und  2.21 -Eck  Perioden  von  6  Gliedern. 

Wegen  2^  —  128  haben  das  2.129-  und  2.127-Eck,  aber  auch 
das  2. 43 -Eck  Perioden  von  7  Gliedern. 

Wegen  28-256  haben  das  2.257- und  2. 255 -Eck,  aber  auch 
das  2.51-,  2. 86 -Eck  Perioden  von  8  Gliedern. 

Wegen  29  =  512  haben  das  2.513-  und  2.5I1-Eck,  aber  auch 
das  2.19-,  2.27-,  2.57-,  2.171-,  2.73 -Eck  Perioden  von  9  Glie- 
dern u.  s.  w. 


$.  15. 

Der  Gedanke,  die  Gleichung  eines  Vielecks,  dessen  Dltfgonaleo 
mehrer^  Perioden  bilden,  in  Gleichungen  niederer  Grade  aa  zer- 
legen un4  zwar  der  Art,  dass  jede  der  neuen  Gleichungen  die 
Glieder  einer  Periode  zu  Wurzeln  habe,  liegt  gewiss  nahe.  Ver- 
suchen'wir  zuerst  zu  ermitteln,  ob  nicht  das  allgemeine  Gesetz, 
das  zwischen  den  Wurzeln  der  zu  suchenden  Gleichung  als  Glie- 
dern einer  Perlode  stattfinden  muss,  Schlüsse  gestatte  auf  die 
Coefficienten  der  zu  suchenden  Gleichung. 

Die  Gleichung 
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jf«+  Ji  .a:«-Hil«.ar»-*  + ....  +  ^-.i.ar+ J«  ==  0,    (24) 

enthalte  als  Wurzeln  die  Grossen  Xi^  x^  x^,  ....  Xn;  >nan  wisse, 
dass  zwischen  diesen  Grossen  die  Gleichungen  gelten: 

(25) 

a:,*=2+j:a;a?a*=2+ar,;  x^^=2i^x^;  ....ar«^i«=2+a:a;  jr««  =  2+j:i. 

Aus  (26)  folgt  OTi*— 2  =  ara,   folglich: 

aTi*— 4ari*=sara*— 4;  0?»*— 4j:a«=:ar3*— 4;  afs*— 4a:3*=X4*— 4;  .... 

ar«4  — 4jr««=:V— ^» 
folglich : 

(26) 
Xi * . :?£* . ;^3^...urii~i* ,  Xii'=:  1  oder  Xi.x^.x^  .••.  ^r«-.! . ^e« = 1: 1  =:i^M. 

Das  Produkt  derjenigen  ungeraden  Diagonalen  eines 
regulären  2(4n-f  1)-Eckst  die  eine  Periode  bilden,  ist  =4-1, 
wenn  alle  Diagonalen  nach  ihrem  absoluten  Wertbe  ge» 
nommen  werden. 

Da  man  aus  den  Zeigern  der  Diagonalen  sehen  kann,  welche 
als  positiv,  welche  als  negativ  erscheinen,  so  lässt  sich  stets 
sagen,  ob  das  Produkt  der  Diagonalen,  die  eine  Periode  bilden, 
=  +  1  oder  =  —  1  sei. 

Die  Gleichungen  in  (25)  lassen  sich  auch  schreiben: 

a?i«— 1  =  l+cr,;  x^^^l  =  l  +  x^;  ....  a:«*  — 1  =  I+otj  ; 
folglich  ist: 

(a:i-l)(:r,— l)(dr,--l)  ....  (.t„— 1)^1.  .  .   .(27) 

Versteht  man  unter  Ci,  C»,  d,  ....  C«  die  Summe  der  er- 
sten, zweiten,  dritten,  ....  nteo  Combinaticmsklasse  ohne  Wider- 
holangen  aus  den  Elementen  Xi»  x^,  x^y  ....  xnt  so  kann  man 
statt  (27)  auch 

O— C«-^i+a-t— C11-S+  ....  +(—I)«.C«-(—l)*.Ct  +  (-!)•=  1 

setzen,  und  da  nach  bekannten  Sätzen: 

Ji  =  — Ci,  ^  =  +Ct,  Js  =  — C»,  ...•  ii«  =  (— 1)«.C«,  .... 

ist,   so  geht  die  letzte  Gleichung,   im  Falle  n  eine  gerade  Zahl 
ist,  fiber  in: 

Ag+A^'t^A9+....+An:^0, (28) 

wenn  11  eine  ongerade  Zahl  ist  in: 
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i/i+J»  +  J,+....  +  J«  =  2 (29) 

Aus  (25)  erhält  man  io  Verbindang  mit  (26): 

(2  +  ar,)(2+j',)  (2  +  0:8).... (2+a:«)=l, 
oder: 

m 

2«-2«^i.ili+2«-«.2rf,— 2»-«  .^,4....T2ilii-il:i*«=l; 

die  obem  Vorzeicheo  gelteD,  wenn  n  dne  gerade^  die  nntem,  wenn 
n  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Bezeichnet  man  mit  Si,  S%,  ^,....  die  Summe  der  ersten, 

zweiten,  dritten Potenzen  der  Wurzeln   der  Gleichung  (24)« 

so  hat  man  nach  dem  Newton' sehen  Satze: 

«4=:— 4il4-J,Si— Ja-Sz-^iS»;  u,s.w.;.   .   .(31) 
Aus  (2S)  folgt  sogleich  S^=:2ni-S^,  folglich  ist; 

J,=  ^-^±^=^. (32, 

Aus  (25)  ergiebt  sich  ferner: 

S^=4ii  +  4Si  +  S„    ««=8ii+12Äi  +  6S,+iSi, 

iSg=:16ii-|-325i+24SB-i-8iS^  +  S4;  U.S.W.;.   .   .(33) 

Kann  man  also  Sg»  £5,  iS}.,....  auf  irgend  eine  Weise  durch  5| 
bestimmen  (Im  §.  19.,  $.  21.,  $.  23.  werden  Mittel  dazu  ang^eben 
werden),  so  sind  durch  die  Gleichungen  (31),  (33)  auch  A^^  A^ 
Aß9^.  zn  finden. 

Gelten  statt  der  Gleichungen  in  (26)  die  Gleichungen 

ar|'=2 — se^,    ^«*=2 — a:j,    arj*=2— 0:4,  ,,..Xn^=^2 — jti 

(sie  finden  bei  den  Diagonalen  statt,  die  die  Periode  eines  regn- 
Iftren  2(4it-f  3)-Ecks  bildeli),  so  übersieht  man  sogleich,  dass 
auch  hier 

arg  .ara.ots  ....of.=  dbl  =  -^fi;    («i+l)(art+l)(a:8+l)....far«+l)=(— !)• 

oder 

(-l)«A+(-I)-».ili^.i+(-l)-2A-2+....-ils+^-^i+l=(->)-. 
2«+2-i..<,  +  2-«.J,+2«-»..l,+....  +  2.<,i.i  +  J.  =  l; 
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U.    8.    W. 

seio  werde. 

$.  16. 

Die  Gleichungen  von  §.  15.  genügen,  um  die  Gleicbang  des 
regulären  34 -Ecks  in  zwei  Gleichungen  vierten  Grades  zu  zerle« 
gen.  —  Aus  §.  13.  und  §•  14.  weiss  man,  dass  die  ungeraden  Dia» 
gonaien  des  regulären  34- Ecks  zwei  Perioden  zu  4  Gliedern  bil- 
den.   Es  sei 

die  Gleichung,  welche  die  Diagonalen  1.  15.  13.  9  als  Wurzeln 
enthält;  da  nur  die  Diagonale  15  negativ  ist,  so  ist  A^  nach  (26) 
=—1;    die  Gleichungen  (28),  (30),  (32)  geben  also  jetzt: 

^i  +  ^,  +  ^8  =  +  l;  8-4^1 +2il,-^,=  l;  /l^=^*'Y'~^' 
Aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  folgt: 

ila=^l-'-^  folglich  /l,-2  =  ^^^^^±^»—  oder   ^,«-^,-4  =  0, 

d.  h.: 

^i=4(l±Vl7); 

da  nun  ari +a:,8  +  a:y> jc,5  ist,   so  ist  Ai   negativ,   folglich: 

^i=i(l-Vl7);     ^.  =  i(-3«Vl7);    J,  =  2+^17;    ^4=-l. 

Man  hätte  genau  dieselben  drei  Bedingungsgleichungen  erhal- 
ten, hätte  die  obige  Gleichung  als  Wurzeln  enthalten  sollen  die 
Diagonalen  3.  11.  5.  7;  da  hier  drei  negative  Wurzeln  vorhanden 
sind  und  x^  ^r  ^u -^r  ^r  ^^^  absoluten  Werthe  nach  grosser  ist 
als  0:5,  so  ist  jetzt  för  Ai  der  positive  Werth  zu  nehmen;  man 
erhielte  für  diesen  Fall: 

^,=4(1  +  Vl7);    /l,  =  i(-3  +  Vl7);    ^,=2~Vl7;    A^^^l^ 

oder 

die  Gleichung: 

ar*  +  4(l—V  17)0;»  — i(3+Vl7)ar*  +  (2+Vl7)d;- 1=0 
bat  zu  Wurzeln  die  Diagonalen  1.  9.  13.  15, 

die  Gleichung: 
^+i(l+Vl7)a:»-i(3-Vl7)a:«+{2~Vl7):p-l=0 
hat  zu  Wurzeln  die  Diagonalen  3. 5. 7. 11  des  regulären  34-£cks. 
TheU  XLYI.  31 
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§.17. 

Ist  n  in  der  Gleicbang  (24)  keine  Primzahl,  so  geben  die 
Gleichungen  in  §.  15.  Mittel  an  die  Hand^  durch  welche  die  Zer- 
legung der  Gleichung  (24)  in  Gleichungen  niederer  Grade  erleich- 
tert wird.  Es  sei  zunächst  n  =  2i;.  Man  versuche  es,  (24)  der 
Art  zu  zerlegen,  dass  sich  in  der  einen  Gleichung  die  Wurzeln 
Xi,  x^f  0:5 , .... o:»— 1 »  in  der  andern  die  Wurzeln  x^^  x^,  ar^,....  jt« 
finden.    Zwischen  den  Wurzeln  gelten  entweder  die  Gleichungen: 

(35) 

a:i«=2+a?a,  a:a*=2+ar8,  a:3*=2+ar4,....a:n-i*=2+a^,  a:n«=2+jr„ 

oder: 

a:i«=2— 0:4,  x^=z^-x^,  a:8*=2-a:4,....ari»-i«=:2— a:«,  ar««=2-rjr,. 

Die  zu  bildenden  Gleichungen  seien: 

ar*  +  a|.ar«'-*  +  <ia.a:*-*+  ....  +fl,-i.a:+iii,  =  0, 
und: 

:r»  +  61  .a:*-»  +  6«.a:»-«  +  ....  +  b^^i.x  +  Ap  =:  0. 

Bezeichnet  man  die  Summe  der  ersten»  zweiten,  dritten,  vier- 
ten,.... Potenzen  der  Wurzeln  Xi,  arg,  x^,  Xjy....  mit  Äj,  Sg^,  5,, 

JS4, die  entsprechenden  Summen   bei  den   Wurzeln  x^,  x^ 

x^i  arg,....  mit  5|,  5^,  S^9  S^,....,    so  ergiebt  sich  aus  (35): 

Sej  =  8r+125i+65,±5a;    5«  =  8i;±  12Si  +  6Ä,±  S,; 
u.  s.  w. 

Ss,  S^,....  58,  55,....  kann  man  nach  9-  1^-  bestimmen,  kano 
man  also  nur  iSi,  5|  finden,  so  sind  die  Coefficienten  der  bei- 
den obigen  Gleichungen  bestimmt.  Der  Gleichung  (32)  ent- 
sprechen in  diesem  Falle  die  Gleichungen : 

fli*db6i-2v        .    _  ^«±01— 2v 
a«  =  2  '      ^  "•  2  ■ 

Ist  die  Gleichung  (24)  vom  Grade  3m  und  man  will  sie  zerlegen 
in  die  drei  Gleichungen: 

a;'"+ai.a;«"-"*+(i2«a;"»*-*-f...+a«i=0  mit  den  Würz.  Xi,  x^  Xf,.,.x^m'^ 
a;"+6i.a:»-HÄa.a;»-H...+Äm=0  „  „  „  X2,x^,x^,...X3m-'if 
.r"»+Ci.a?«-Hc2.a:«-H...+Cm=0   „     „        „     x^,x^,X9f...X9mf 
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so  folgt  ans  (35): 

^1*  +  ^4*  +  ^r*  +  —  +  ^s«-«*  =  2m±  (j:^  +  3:5  +  or^  + ....  +  x^m-i), 
^«'  +  OTft*  +  Jfg*  +  ....  +  argm-i*  =  2111  +  (JTj  +  ar«  +  0:9  + ....  +  OTsm), 
^*  +  ar«*  +  ^9*+  •...  +  JPa«*      =:2mdh(jri  +  0:4  +  arr  +  ....  +  0:3,»-^), 

ebenf^o  wie  andere,  den  vorher  jg^egebenen  ähnliche  Gleichungen 
für  die  Summen  der  4ten,  6ten,....  Potenzen  der  Wurzeln  dieser 
Gleichung.    Es  ist  in  diesem  Falle: 

«a=  2  *      * — ";        2  '     ^*  — 2 * 

Die  Sache  verbfilt  sich  ganz  ebenso,  wenn  it  tn  der  Gleichung  (24) 
eine  durch  5,  7 theilbare  Zahl  ist,  und  man  soll  die  Glei- 
chung in  5,  7,....  Gleichungen  zerlegen. 


§.  18. 

Man  kann  jetzt  jede  der  beiden  Gleichungen  in  (34)  in  zwei 
Gleichungen  zweiten  Grades  zerlegen.  Es  enthalte  die  Gleichung 
J?*-^at.a7-^(f2  =  0  die  Wurzeln  Xx,  Xi^  und  Gleichung  x'^\bi.x-\^b^ 
=  0  die  Wurzeln  Xi^^  x^. 

Nach  $.  17.  muss 

««  =  i(«i»  +  6,-4),     6»  =  i(6i«  +  (ii-4) 

sein;   wir  wissen  ferner,  dass 

«1+6,  =i(l  — V17),    o,.Ä,  +  o,.6,  =2  +  Vl7 

ist;   setzen  wir  in  letztere  Gleichung  die  Werthe  für  a^,  b^  ein, 
so  ergiebt  sieb: 

i[ai.b, (a,  +  Ä,)  +  (ai«  +  6,«)-  4(0^  +  6»)]  =  2+  Vl7 
oder 

ai.Äi.i(-3-Vl7)=:4(3  +  V17),  d.h.   ai.6i  =  -I, 

folglich : 

ö,  — 61  =  i  ;(V^34-2V17). 

Da  der  Annahme  nach  ai  = — (a^i+J^is)  negativ,  Äi=—(^9+^i3) 
positiv  ist,  so  folgt: 

«1  =i(l-Vl7— V34-2VI7),    ^,=J(l-Vl7  +  V*34-2vT7). 

3!* 
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Hätte  man  die  zweite  Gleichung  in  (34)  anf  gleiche  Weise 
zerlegt«  so  würde  man 

-  (^8  +  ^5)  =  id  +  Vl7-'\^34  +  2Vl7), 


-(^r+^ii)=i(l  +  Vl7+V34  +  2Vl7) 

gefunden  haben. 

In  $.  25.  wird  die  Zerlegung  auf  andere  noch  einfachere  Weise 
vorgenommen  werden. 

5.  19. 

Ist  Xm  eine  ungerade  Diagonale  eines  regulären  2(2n-f-l)-Ecks» 
und  m  ist  von  der  Form  4fi-|-],  ist  ferner  2o  der  zur  Diagonale 
zugehörige  Centriwinkel ,  so  ist  der  zu  den  Diagonalen  x^m»  x^^ 
Xfm»***'  zugehörige  Centriwinkel  resp.  =3.2a»  5.2a»  7.2a,....; 
wird  dabei  der  Radius  des  Kreises  =1  gesetzt,  so  ist: 

jrM=28ina,    —0:9» =2 sin 3a,    ar5m  =  2sin5a,    ^^91»  =  2 sin 7«,.... 

(da  x^mi  arrm,....  negativ  erscheinen  in  den  Gleichungen  des  Vicf- 
eckes,  so  «ind  —x^m»  —  ar^Mt— •  positiv).    Nun  ist  bekanntllck: 

sin3a=:3sina— 4sin'a,    sin5«  =  Saina— 20sin'a-f  16sin<a, 
sin 7a  =:  76ina  — 56  sin'a  -f  112sin«a^64sin^a, 

sin9a=:98ina  — 1208in>a-f432sinAa— 576sin^a-|-256sinV— 
Setzt  man  in  diese  Gleichungen  statt  sina,  sinSa,  8in5a, ....   die 
Werthe  aus  den  obigen  Gleichungen,  so  ergiebt  sich: 

(36) 

^si»=— 3a:«i+ar»>,    x^^^m—^nfi-Xwfiy 

Xrm  —  —  Ixm  +  UXm^—lXm^  +  xj^, 

x^  =  9xm  —  ^xn?  +  27ar«*  — 9a?«^  +  a:«». .... 

War  m  von  der  Form  4fi -f  3,  so  hat  man  — '^»  =  2sina,  a^^ 
=:2sin3a,  —  ^fft«  =  2sin5a,  u.  s.  w.  zu  setzen;  In  den  Giet- 
chungen  (36)  ändert  sich  dadurch  Nichts.  — 

Sind  zwei  Gleichungen  desselben  Grades,   etwa: 

a;«  +  iii  .ar«-i  + /la.a:— «  +  ....  + il«_i.ar  +  J.=:0,) 

gegeben,  deren  Wurzeln  a?i,  x^,  x^,.>..Xm  und  jCi,  jr,,  ftf-/« 
dem  durch  Gleichung  (26)  ausgesprochenen  Gesetze  genfigen,  und 
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die  wir  jede  als  Gleichung  zwischen  m  angeraden  Diagonalen  eines 
regultren  2(4}t-|-l)-Eck8,  die  eine  Periode  bilden«  auffassen  wol- 
len (die  Zeiger  geben  hier  nur  die  Stelle  an,  die  jede  der  Dia- 
gonalen in  der  Periode  einnimmt),  und  es  gilt  ausserdem  noch 
die  Gleichung 

so  lässt  sich  zeigen,  dass  x^^x^ — 3^a,  r8=^' — ^t  u.  s.  w. 
sei.    Denn  es  ist: 

jr,  =  |r,«— '2  =  (a?!»— 3a:,)«— 2  =  arg«— öarj*  +  9^—2 
=  («i  +  2)»  -  6(0:4  +  2)«+ 9(a?t  +  2)-2=ar8»-3a:,. 
Ebenso  zeigt  sich : 

jTj  =  0:8*—  3^8»    ^^4  =  a?*'— 30:4  u.  s.  w. 
Mithin  Ist  auch: 
n+^«+Jf8+--+r«=o:|H^aH^8H....+^m*-3(ori+ara+or8+....+o:m)^ 

Bezeichnet  man  nun  mit  5|,  S^^  S^t,.,.Sn  die  Summe  der 
1.,  2.,  3.,....nten  Potenzen  der  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  in 
(37)  und  Terstebt  unter  Si,  S^,  S^9,...Sn  die  entsprechenden 
Summen  der  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  in  (37),  so  lässt 
sich  die  letzte  Gleichung  auch 

S8  =  S,+3S, (38) 

schreiben.  Die  Gleichung  (38)  ergiebt  sich  auch,  wenn  statt  der 
Gleichungen  in  (25)  die  Gleichungen 

ar,*=2— a:«,  art«=2— ar,,....  ar««=2— ar,;    jri«=2-jra,....  )r„«=:2-ri 

zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichungen  (37)  gelten.  Bilden  also  die 
ongeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(2n-f-l)-Ecks  mehrere 
Perioden  jede  von  m  Gliedern,  und  es  ist  ein  Zeiger  eines  Glie- 
des der  einen  Periode  das  Dreifache  von  einem  Zeiger  eines 
Gliedes  einer  andern  Periode,  so  ist  die  Summe  der  dritten  Po- 
tenzen der  Glieder  dieser  Periode  gleich  der  dreifachen  Summe 
der  Glieder  dieser  Periode  plus  der  Summe  der  Glieder  der 
andern  Periode.  Ist  also  in  den  Gleichungen  (37)  Ai,  A^,^  ß^ 
bekannt,  so  lässt  sich  auch  A^  finden,    cf.  §.  15. 

Der  Beweis  verlangt  durchaus  nicht,  dass  die  beiden  Glei- 
chungen in  (37)  verschieden  seien ;  sind  beide  dieselbe  Gleichung, 
findet  sich  also  unter  den  Zeigern  einer  Periode  einer,  der  das 
Dreifache  ist  von  einem  andern  Zeiger  derselben  Periode,  so  ist: 

«8  =  4Ä1. 
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Findet  zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichungen  in  (37) 
den  Gleichungen  (35)  auch  die  Gleichung 

statt  (es  wird  dies  der  Fall  sein,  wenn  ein  Zeiger  der  Diagona* 
len,  die  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  sind,  das  FunfTache  ist 
von  einem  Zeiger  der  Diagonalen,  die  zur  ersten  Gleichung  ge* 
huren),  so  folgt  ganz  ebenso  wie  vorher: 

Sß=:5i-5Äi+5Ä, (39) 

Ganz  ebenso  wird  gezeigt^  dass  auch  die  Gleichung 

S,  =  5i+7S,-14S3  +  7S5 (40) 

zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichungen  (37)  statt  habe,  wenn  für 
dieselben   ausser  den  Gleichungen   in  (35)   noch 

gilt. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  man  auf  gleiche  Welse  S^»  iSn» — . 
desgl.  53,  55,  5q,....  finden  könne,  und  ebenso  ersichtlich ^  dass 
auch  in  diesen  Fällen  die  beiden  Gleichungen  in  (37)  ein  und 
dieselbe  sein  können. 

Nachdem  in  §.  15.  gezeigt  wurde,  wie  man  die  Summen  dei 
geraden  Potenzen  der  ungeraden  Diagonalen  einer  Periode  fiodeD 
kann,  wenn  die  Summe  derselben  bekannt  ist,  im  Vorhergebeodeo 
aber  die  Summen  der  ungeraden  Potenzen  aus  derselben  Summe 
hergeleitet  wurden,  so  ist  als  erwiesen  anzusehen,  dass  man  jede 
Gleichung  eines  regulären  2(2n -f  l)-£eks,  dessen  ungerade  Dia- 
gonalen in  mehrere  Perioden  von  gleicher  Gliederzahl  zerfallen, 
in  eben  so  viele  Gleichungen,  als  Perioden  vorhanden  sind,  zer- 
fallen kann,  so  wie  nur  die  Summen  der  Glieder  in  jeder  Periode 
gefunden  sind. 

Ebenso  wie  wir  in  §.  18.  gesehen,  dass  die  Glieder  einer 
Periode,  wenn  sich  ihre  Zahl  durch  *2,  3,...^  theilen  lässt,  sich 
jn  2,  3,  ....  Abtbeilongen  bringen  lassen,  für  welche  man  die 
Summen  der  graden  Potenzen  der  Glieder  jeder  Abtheilung  finden 
kann,  wenn  man  nur  die  Summe  der  Glieder  jeder  Abtheilnng 
kennt,  so  lässt  sich  jetzt  dasselbe  auch  von  den  Summen  der 
ungeraden  Potenzen  jeder  Abtbeilung  zeigen.  Ist  etwa  m  in  den 
Gleichungen  (37)  eine  durch  2  theilbare  Zahl,  2p=:m,  so  bilde 
man  aus  den  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen  folgende  Abtbei- 
lungen. Zu  der  einen  geboren:  x^,  a^,  :r5, ....  0:2^—1,  zu  der 
zweiten  x^,  ^4,  x^,  — X2p,  zu  der  folgenden  Xi,  jTj,  jCg , ....  jrsp-i. 
zu  der  letzten  r»,  jr*,  rg,....  a:*2p.  Besteht  nun  zwischen  diesen 
Grössen  noch  die  Gleichung: 
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so  ist  klar,   dass  dann  aach 

•^«•+^4H^(jH.  .+«p"=jr2  +  r4  +  y«  +  ....  +  rap+3(a:2+a:4+....+a:«p) 

sei  Oder  wenn  die  Gleicbsng  r,  =  ar,*— Sa^i'  +  Öari  gütig  ist, 
«o  mutis: 

^1*  +  ^8*  +  a:»*  +  ....  +  o:«!»-!* 

=  »1  +  Tg  +  Tft  f  ...  +  Jfip-i  +  5(a:ja  +  a^a»  +  jTft»  +  . . . .  +  x^^-x^) 

—  5(a:i  +  arg  +  arj  +  ....  +  ar2p-i), 

^a*  +  ^4*  +  ^6*  +    •••  +  ^F* 

=  Jf«  +  '4  +  '6  +     •  +  y^P  +  5  {*»•  +  V+^6*+    •  -»■  arap») 

—  5  {x%  +  a:^  +  a:«  +  ....  +  a:8p) 

sein.  Besteben  nun  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Abtheilun- 
^en  aus  einer  Zahl  von  Gliedern,  die  keine  Primzahl  ist,  so  las- 
sen sich  dieselben  wieder  in  neue  Abtheilungen  zerlegen.  Wäre 
z.B.  im  vorher  erwähnten  Falle  p  =  5?K,  so  hätte  man  aus  den 
Gliedern  ar] ,  arg,  x^,  Xj,....  ^io7c~i  folgende  Abtfaeilungen  zu 
machen.     Es  geboren  zusammen  ar, ,  Xn,  x^i, ....  Xi^n-^j    ferner 

^i>  ^13»  ^i3> ^ion-7>    desgleichen  a:^,  a:,5,  a-^,....  aPioTr-s» 

dergleichen  Xf,  Xif,  x^,  ....  Xn^n-s,  endlich  arg,  Xi^,  x^,.... 
^lo^r-i ;  AQ^  ähnliche  Weise  sind  die  andern  Abtheilungen  zu  zer- 
legen, und  es  ist  einleuchtend,  dass  wenn  noch  jri=a:i^ — 3ar| 
ist,  dann 

=  JTi  +  ttl  +^^11+  •"•  +  hon-9+^(Xi  +  «11  +  a:»i  +  ...   +  ^lon^, 

«8'  +  «18'  +  «a3*+  ••.  +  «IOW-y' 

=  J^s  +  Jf|8  +  jr«  +  •••  +  ^lo^r-r  +  3(^8  +«I8  +«M  +  ••..  +  ^lon-r) 

u.  s.   w. 

ist,  80  dass  man  auch  in  diesem  Falle,  wie  in  allen  ähnlichen, 
die  Summen  der  geraden  und  der  ungeraden  Potenzen  der  Glie* 
der  jeder  Abtheilung  finden  wird,  so  wie  man  die  Summe  der 
Glieder  jeder  Abtheilung  kennt. 

Fasst  man  das  im  Vorhergehenden  Erwiesene  zusammen,  so 
dflrfte  es  genügen,  um  als  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung 
Folgendes  aufzustellen  Bilden  die  ungeraden  Diagonalen  eines 
regulären    2(2n4- 1)-Ecks   eine    oder    mehrere  Perioden,    die  im 


Digitized  by 


Google 


464      ScUoenöorn:    Die  Gleichungen  der  regulären  Vielecke 

letztem  Falle  zunächBt  gleiche  Gliederzabi  haben  mugen,  so  kann 
man  die  CoetBcienten  der  Gleicbangen»  deren  Wurzeln  die  sSmmt- 
liehen  Glieder  einer  Periode  sind,  finden,  so  wie  man  die  Sinnine 
der  Glieder  jeder  Periode  kennt.  Enthält  jede  der  anf  diese 
Weise  f(ir  ein  bestimmtes  Vieleck  erhaltenen  Gleichungen  a,b 
Wurzeln,  so  kann  man  jede  derselben  wieder  entweder  in  a  Glei- 
chungen vom  Grade  b  oder  in  b  Gleichungen  vom  Grade  a  zerle- 
gen, und  die  CoefBcienten  der  Gleichungen  bestimmen ,  so  wie 
man  för  jede  der  zu  suchenden  Gleichungen  die  Summe  ihrer 
Wurzeln  kennt,  wenn  man  nur  im  ersten  Falle  jedesmal  6,  im 
zweiten  Falle  jedesmal  a  bestimmte  Diagonalen  als  Wurzeln  jeder 
der  Gleichungen  nimmt.  Weiche  Diagonalen  als  Wurzeln  einer 
Gleichung  zu  nehmen,  ergiebt  sich  mit  Bestimmtheit  aus  der 
bekannten  Reihenfolge  derselben  in  der  Periode.  Ist  b  (oder  a) 
selbst  wieder  eine  durch  c  theilbare  Zahl,  also  b  =  c.d,  so  kann 
man  wieder  jede  der  b  Gleichungen ,  sei  es  in  c  Gleichungen  vom 
Grade  d  oder  in  d  Gleichungen  vom  Grade  c  zerlegen  und  deren 
Coefficienten  aus  den  bekannten  Summen  der  Wurzeln  jeder 
Gleichung  finden,  so  wie  man  nur  wieder  d  resp.  c  ganz  be- 
stimmte Diagonalen  als  Wurzeln  der  zu  suchenden  Gleicbangct 
nimmt.  Ist  d  oder  c  wieder  theilbar,  so  kann  man  mit  dem  Z» 
legen  auf  gleiche  Weise  und  zwar  so  lange  fortfahren ,  bis 
Gleichungen  erhält,  deren  Grad  eine  Primzahl  Ist« 


§.  20. 

Fälle,  wie  sie  im  Vorhergehenden  behandelt  wurden,  treten 
ein ,  so  wie  die  Perioden ,  welche  die  ungeraden  Diagonalen  eines 
regulären  2(2n -|- 1)-Ecks  bilden,  sämmtlich  von  gleicher  Glieder- 
zahl sind.  Allein  aus  §.  13.  ist  bekannt,  dass  bei  einzelnen  die- 
ser Vielecke  die  Diagonalen  mehrere  Perioden  bilden,  die  nicht 
alle  dieselbe  Zahl  von  Gliedern  haben.  Es  seien  Xi,  x^a^,:*.Xm 
auf  einander  folgende  Glieder  einer  Periode,  JT},  x%9  X^»  T4>—»ra 
die  Glieder  einer  andern  Periode  desselben  Vielecks  (die  Zeiger 
geben  mitbin  an,  das  wievielste  Glied  der  Periode  eine  Diago- 
nale sei),  und  sei  n  <  m.  Wenn  nun  zwischen  Xi  und  ti  etwa 
eine  der  Gleichungen 

Xi  =a?i'— Sa?!,    Xi  =  a?!*— Sa^i'  +  ödTj,  u.  8.  w. 

statt  findet,  so  gilt  dieselbe  Gleichung  auch  zwischen  x%  und  s^ 
Xi  und  073  U.S.  w.,  also  auch  zwischen  Xn  und  Xn,  da  jr»^.!  auf  li 
und  Xi  auf  Xn  folgt,  so  miisste  dieselbe  Gleichung  auch  zwischen 
jTfi^i  und  Xi  gelten,  d.  h.  man  erhielte  aus  demselben  Werthe  von 


Digitized  by 


Google 


und  Zerlegung  derselben  in  Gieichungen  niederer  Grade,     465 

^1  dorch  dieselbe  RechnuDg  zwei  von  einander  Terechiedene  Werthe 
ti  und  JTm^-i,  was  unmöglich  ist.    Somit  ergiebt  sich  der  Satz: 

Ist  Xm  irgend  eine  ungerade  Diagonale  eines  regulären 
2(2n-f  ])-Ecl<s  und  findet  sich  x^m  oder  x^m  oder  x-fm»^» 
nicht  in  derselben  Periode,  in  der  sich  Xm  findet,  so 
kann  die  Periode,  zu  der  x^m»  x^m»  or^  gehurt,  nie  aus 
mehr  Gliedern  bestehen,  als  die  Periode,  zu  der  Xm 
gehört 

Femer  folgt: 

Bilden  die  ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(2n4*l}- 
Ecks  mehrere  Perioden,  so  kann  keine  derselben  ans 
mehr  Gliedern  bestehen,  als  die  Hanptperiode  dieses 
Vielecks,  d.  h.  diejenige,  in  der  sich  die  Seite  des  Viel- 
ecks findet. 

Ist  9t  >m  (es  ist  angenommen,  zwischen  Xi  und  Xi  besteht 
eine  der  Gleichungen  jr|=a:i* — Sxi,  jr|=a:i* — 6Äri*+5a?i  u.s.w.), 
so  wird  zwischen  Xm  und  Xm  dieselbe  Gleichung  bestehen  wie 
zwischen  ^i  und  Xi,  dann  muss  aber  auch  diese  Gleichung  be- 
stehen zwischen  Xi  und  Xm^i,  zwischen  x^  und  Xm^%,  und  so  fort; 
fönde  sich  auf  diese  Weise,  dass  zwischen  Xf»  und  xn  auch  diese 
Gleichung  gilt,  so  miisste  sie  auch  zwischen  r/44-1  und  Xi  statt 
haben;  allein  T/i-fi  kann  aus  dem  schon  erwähnten  Grunde  keine 
von  Xi  verschiedene  GrOsse  sein,  somit  ist  n  ein  ganzzahliges 
Vielfache  von  m.    Demnach  erhält  man  den  Satz: 

Ist  Xm  irgend  eine  ungerade  Diagonale  eines  regulären 
2(2ft-h1)-Ecks  und  findet  sich  x^m,  x^m,  ar^m, ....  nicht 
In  der  Periode,  in  der  sich  Xm  befindet,  so  ist  die  Zahl 
der  Glieder  in  der  Periode,  zu  der  Xm  gehOrt,  ein  ganz- 
zahlig Vielfaches  (kann  auch  das  Einfache'  sein)  der 
Gliederzahl  der  Perioden,  in  denen  sich  x^m,  x^m»**- 
finden. 

Ist  ari  Seite  eines  regulären  2(2n-f  1)-Ecks,   «  =  o~~TT»   ^1 

also  =2  sin  ff,  kommt  ferner  Xm  nicht  In  der  Periode  vor,  in 
der  sich  Xi  findet,  und  hat  die  Periode,  in  der  sich  Xm  findet, 
weniger  Glieder  als  die  Periode,  In  der  Xi  vorkommt,  so  muss 
sich  In  letzterer  mindestens  noch  ein  Glied  befinden,  dessen  Zei- 
ger p  ungerade  und  so  beschaffen  ist,  dass  sin(m/7.a)  =  sin(9na) 
ist,  es  muss  also 

2~^ß=2fiÄ±2^ß  oder    m(pTl)  =  2f»(2n+l) 
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fiein.  Ist  mithin  2n -f- 1  eine  PrimzahU  so  lässt  sich  diese  Giei- 
chuDg  nie  erfüllen,  da  m  wie  /?  <  2#i  sind.  Somit  ergiebt  sieb 
der  Satz : 

Ist  ^n  +  1  eine  Primzahl  und  es  besteht  die  Haupt* 
periode  der  ungeraden  Diagonalen  des  regulären  2(2n+l)- 
Ecks  aus  m  Gliedern,  so  muss  jede  der  Perioden,  die 
sich  auH  den  ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks  bilden 
lässt,  aus  m  Gliedern  bestehen,  es  ist  also  m  ein  Tbei- 
ler  von  n,  der  Anzahl  der  ungeraden  Diagonalen  de$ 
Vielecks, 

Vaw   Theil   der  Sätze    dieses  Paragraphen   ist   bereits   §.  14. 
erwiesen ;  hier  ohne  Anwendung  von  Lehren  derZahlen-Congruenz. 


§.  21. 

in  §.  19.  sahen  wir,  wie  man  die  Summe  der  ungeraden  Po- 
tenzen bestimmfer  Diagonalen  eines  regulären  2(2« +  1)- Ecks 
ausdrücken  könne,  wenn  die  sämmtlichen  ungeraden  Diagonalec 
des  Vielecks  nur  eine  Periode  oder  auch  mehrere  Perioden  bil- 
den, doch  mussten  im  letztern  Falle  alle  Perioden  dieselbe  An- 
/.ahl  von  Gliedern  haben.  Wie  sich  die  Sache  stellt ,  wenn  die 
letztere  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  wird  sich  am  Leichtesten  ao5 
einem  Beispiele  ersehen  lassen.  Es  habe  die  Hauptperiode  m.?r 
Glieder,  x^,  x^^  x^^*'**  i^m.n  seien  die  aufeinander  folgende» 
Glieder  derselben;  eine  andere  Periode  desselben  Vielecks  habe 
nur  m  Glieder,  nämlich  Xiy  X^,  Xs^-'-Xm;  besteht  zvpiscbeD  Si 
und  Xi  die  Gleichung  ^|  =:r]'~3a:]  (oder  eine  ähnliche),  seist 
auch: 

r^sra:»'  — Sa-j,....  Xm^^Xm^—dXm,      Xi  =^  Xm^l^ —  ^Xm^^l > 
ra  =  a:m+2'— 3a:fii+.«,  ....    Xm^=^  X2m^—^^m  U.S.  w., 

und   es  ist  nun : 

Xi^  +  x^  + ....  +  a:mn*  =  »(jTi  \X^^ ....  -^rtti^  +3(a:,  \x^\...,^■x^,i\^ 

und  ähnliche  Gleichungen   weiter,  wenn  zwischen  ot]   und  Xi  di^ 
andern  Gleichangen  aus  §.  19.  bestehen. 

Soll  die  Hauptperiode  des  Vielecks  in  m  Gleichungen  zerlegt 
werden,  wo  also  die  eine  Gleichung  nach  §.  19.  die  Diagonalen 
«1»  a:m+i,  a:am-|-i5 ....  a:(7r-i)m4-i  als  Wurzeln  enthalten  wird,  so 
ist  unter  der  Annahme  rj  =  ari '  —  Zxx  auch 
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^i *  +  arm+i^  + .-  +  a?(«-i)w+i»  ^m.Si  +3(a:i +arm4-i  + ....  +  ar(Ä-i)m+i)- 

Soll  die  Hauptperiode  in  ^rGIeichnngen  zerlegt  werden,  wo  mithin 
die  eine  Gleichung  die  Diagonalen  oti,  a?;r-fi,  x%n^i»  ••••  ^(tii-i)^-fi 
als  Wurzeln  enthalten  wird,  8o  wird  sich  auch  eine  in  jedem 
bestimmten  Falle  leicht  zu  ermittelnde  Reihe  Diagonalen  aus  der 
andern  Periode  ergeben,  deren  Summe  vermehrt  um  die  dreifache 
Summe  der  genannten  Diagonalen  gleich  ist  der  Summe  der  drit- 
ten Potenzen  dieser  letztern  Diagonalen. 

Man  kann  diesen  Fall  übrigens  ganz  auf  den  Fall  in  §.  19. 
zurückfuhren,  wenn  man  die  zweite  Periode,  die  nur  m  Glieder 
hat,  n;mal  hinter  einander  schreibt  und  die  so  erhaltene  Reihe 
als  Periode  betrachtet,  die  mit  der  Hauptperiode  gleiche  Glieder- 
zahl  hat. 

§.  22. 

Als  Beispiel,  wie  mau  die  bisher  erwähnten  Sätze  zur  Zer- 
legung der  Gleichung  eines  regulären  2(2n -|- 1)-Ecks  benutzen 
konoe,  diene  die  Zerlegung  der  Gleichung  des  regulären  82-Ecks 
in  zwei  Gleichungen.     Die  gesuchten  Gleichungen  seien: 

mit  den  Diagonalen  1.  39.  37.  33.  25.  9.  23.  5.  31.  21  und 

mit  den  Diagonalen  3.  35.  29.  17.  7.  27.  13.  15.  11. 19  aU  Wurzeln. 

Es  sei  gefunden: 

^i=-.Ä,  =  i(l-V4l)    und    i5i  =  -5i=i(l  +  V41), 

und  habe  Äi,  5»,  Ss, ....  dieselbe  Bedeutung  [Gleichung  (31)]  für 
die  erste,  wie  5i,  5^,  Ss,....  für  die  zweite  Gleichung.  —  Nach 
Gleichung  (32)  ist: 

«a  =  4(39  +  V41),  5a  =  t(39-V4l); 
nach  Gleichung  (38)  ist: 

Ä8=— 2  +  V41,  58  =  -2-V41; 
nach  Gleichung  (33): 

«4  =  i(115  +  5V41),  54  =  4(115 -5V41); 
nach  Gleichung  (39): 

iS,=:-8+3V41,  5,  =  -8— 3V41; 
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nach  Gleicbuni»  (33): 

iSs=:189  +  10V41,    5«  =  189  -  10V41 ; 
oach  Gleichung  (40): 

Sr  =  -32  +  I0V41,     5^  =  —  32  -  10V41; 
nach  Gleichung  (33): 

«5  =  i(1307+77V41),    Sa  =  i(1307-77V41). 

Mittelst  der  Newton'schen  Gleichungen  und  der  Gleichungen  (26) 
und  (28)  findet  man  nun : 


At 

=  4(-9-V41), 

Bi  =4(-9  +  V4J); 

A, 

=  i(7  +  7V41), 

ß,  =i(7-7V41); 

^4 

=  -2  +  2V4l, 

Bi  =-2-2V41; 

A, 

=  -28— 8V41, 

Ä.  =-28+8V41; 

As 

=  33. 

Bs  =33; 

Ar 

=  i{71  +  llV41). 

Br  =i(71-llV4l); 

As 

=:_42_4V41, 

Äg  =-42  +  4V41; 

A^ 

=  5  +  2V41, 

Ä9   =5-2V41; 

Aio 

=  -1, 

Äio  =  -l. 

Man  siebt,  dass  man  die  wirkliche  Gleichung  des  regalSren 
82-Ecks  nicht  zu  kennen  braucht,  um  die  Zerlegung  zu  bevrirkeo; 
dass  sich  Ai,  Bi»  finden  lassen,  wenn  man  von  der  Gleichung 
des  82*Ecks  nur  die  ersten  Glieder  a?^+a?"— 19a:"— ...•  kennt, 
werden  wir  §.  24.  sehen. 


§.  23. 

Zieht  man  in  irgend  einem  regulären  Vielecke  alle  Seiten  and 
Diagonalen,  so  lassen  sich  irgend  zwei  Diagonalen  desselben  stets 
als  Gegenseiten  (oder  Diagonalen)  eines  Sehnenvierecks  auRasseo 
und  darauf  der  Ptolemäische  Lehrsatz  anwenden.  —  Sind  x«,  x^ 
(wofür  man  auch  m,  p  setzen   kann)   zwei  ungerade  Diagonalen 
eines  regulären  2(2n-f])-Ecks,  so  giebt  es  unter  den  verschie- 
denen Sehnen  Vierecken,  in  denen  Xm,  Xp  Gegenseiten  sein  kön- 
nen,   zwei,    die  zugleich  Parallel  -  Trapeze  sind.     In  dem  eioen 
liegen  Xmt  Xp   auf  verschiedenen,    in  dem  andeili  auf  derselben 
Seite  des  Mittelpunktes.     Im  letzteren  sind,   wenn  iit>i  ist,  die 
beiden    andern    Gegenseiten   =a74(w-,);    die   beiden    Diagonalen 
=  a7|(m44),   nach  dem  Ptolemäer  also: 


\ 
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eineGleichoDg,  die  richtig  bleibt,  wenn  man  bloss  die  Zeiger  schreibt: 

'^ '  =  {-!-)  -{rrj' 

Diagonalen»  deren  Zeiger  die  Form  4f»'f3  haben,  eind  als  negativ 
20  betrachten;  sind  beide  Zeiger  m,  s  von  der  Form  4f»-f  ^  oder 
4fi-f3,  80  ist  das  Produkt  Xm'^t  positiv;  in  der  Differenz  der 
Quadrate,  die  dem  Produkte  gleich  ist,  ist  das  Quadrat  der 
Diagonale  mit  geradem  Zeiger  abzuziehen,  denn 

(4^+l)(4tf+l)  =  (2f»  +  2tf+l)«-(2f*-2(y)« 

und 

(4f*+3)  (4tf+3)  =  (2f*+2(y+3)«-(2f»-.2iF)« 

Sind  die  Zeiger  m,  s  nicht  von  gleicher  Form,  so  ist  das  Pro- 
dukt Xm*^§  als  negativ  aufzufassen;  in  der  Differenz  der  Qua- 
drate aber,  welcher  das  Produkt  gleich  wird,  ist  das  Quadrat 
der  Diagonale  mit  geradem  Zeiger  wiederum  abzuziehen,  denn 

-(4f*+3)(4a  +  l)  =  (2^-2<j+l)»-(2fi+2a+2)«. 

Im  regulären  2(2ii-f  I)*  Ecke  ist  jede  Diagonale  mit  geradem  Zei- 
ger, wie  ac^n,  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen 
Hypotenuse  der  Durchmesser  2,  dessen  andere  Kathete  aber 
=  ^rsii+i-^sm  ist;  mithin  kann  man  das  Produkt  zweier  ungeraden 
Diagonalen  immer  gleich  setzen  der  Summe  der  Quadrate  zweier 
ungeraden  Diagonalen  desselben  Vielecks  weniger  4.  Da  aber 
das  Quadrat  jeder  ungeraden  Diagonale  eines  regulären  2(2n-|-])- 
Ecks  gleich  ist  2  plus  (oder  minus)  einer  andern  ungeraden  Dia- 
gonale des  Vielecks,  so  ist  das  Produkt  zweier  ungeraden  Dia- 
gonalen eines  regulären  2(4fi-f  l)-Ecks  stets  gleich  der  positiven 
Summe  [beim  2(4ii-f  3)-Ecke  der  negativen  Summe]  zweier  andern 
ungeraden  Diagonalen  desselben  Vielecks. 

Hieraus  folgt  sogleich,  dass  sich  das  Produkt  beliebig  vieler 
ungera4<en  Diagonalen  eines  regulären  2(2n-f  1)-Ecks  im  Allge- 
meinen stets  als  gleich  ergeben  wird  mit  der  positiven  oder  nega- 
tiven Summe  ungerader  Diagonalen  desselben  Vielecks.  Es  wird 
der  Summe  bisweilen  noch  2  oder  ein  Vielfaches  von  2  als  Sum- 
mand zuzusetzen  sein;  wäre  z.  B.  Xm^xp^:!  oCfA-^Xn  gefunden  und 
es  soll  Xß.Xm-Xp  gefunden  werden,  so  ist  dieses  ^=^Xf?-\-Xfi,Xn\ 
ist  nun  XfA.Xn^=^Xr^-{-x^—ij  so  ist  :r/4.a7fn.a:ji=ar|u*+^r*+ir«*— 4, 
setzt  man  also  statt  des  Quadrates  jeder  Diagonale  2  plus  dem 
folgenden  Gliede  der  Periode,  so  ist  das  Produkt  der  drei  Diago- 
nalen gleich  2  plus  der  Summe  dreier  Diagonalen. 
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Sind  arm»  x^^  Xr,  x»,  ^rt,....  beliebige  ungerade  Diagonaleo 
eines  regulären  2(2n+})'Ecks  die  Wurzeln  der  Gleichung 

x^+  Ai .  or'^-i  +  A^ .  x^-^  +  ....  +  Av-^i  .x+Ar=^0^ 

80  werden  sieh  die  Coefficienten  A^,  A^^  A^,.,..  Av^i,  A^  nicht 
bloss  als  Summen  der  zweiten,  dritten,  vierten, ....  (v — l)ten,  vten 
Combinationsklassen  der  Wurzeln  darstellen  lassen,  sie  werden 
sich  auch  als  positive  oder  negative  Summen  bestimmter  ongera- 
der  Diagonalen  desselben  Vielecks  ergeben. 

Man  sieht  auch/  wie  man  jetzt  die  Summen  der  2,  3,  4»  5,.^.ten 
Potenzen  beliebiger  ungerader  Diagonalen  eines  regulären  2(2n-|-l)- 
Ecks  als  Summen  ungerader  Diagonalen  desselben  Vielecks  wird 
darstellen  können. 


§.  24. 

Die  Sätze  in  §.23.  geben  das  ftlittel  an  die  Hand,  in  eioer 
Gleichung,  deren  Wurzeln  bestimmte  ungerade  Diagonalen  eines 
regulären  2(2n-f  1)-Ecks  sind,  den  CoeflScienten  des  dritten  Glie- 
des (A2)  als  Summe  von  Diagonalen  darzustellen.  Beim  regulä- 
ren 82- Eck  ist  (cfr.  §.22.): 

^,=-(1+5+9+21  +  23+25+31  +  33+37+39), 

wenn  man  nur  die  Zeiger  statt  der  Diagonalen  setzt.     A^  ist  die 
Summe  der  zweiten  Combioations •  Classe  der  Wurzeln,  jede  ein- 
zelne Combination  als  Produkt  betrachtet.    Bekanntlich  erhält  man 
45  solcher  Produkte;    jedes   der  Produkte  verwandle  man  nach 
§,23.  in  eine  Summe  von  Quadmten.    Um  die  dabei  sich  erge- 
bende Summe  zu  finden,   addire  man  jeden  Zeiger  zu  jedem  fol- 
genden  und  subtrabire  ihn  davon,  dividire  die  Summe  (DiffereBz) 
durch  2  und  notire  den  Quotienten,    wenn  er  eine  ungerade  ZM 
ist;  ziehe  den  Quotienten,  wenn  er  eine  gerade  Zahl  ist,  von  4) 
ab  und  notire  die  Differenz;    man  erhält  so  eine  Reihe  Zeiger; 
die  zugehörigen  Diagonalen  in's  Quadrat  erhoben  und  addirt  geben 
A^-^i.^»     Die  dazu  nothige  Rechnung  sieht  wie  folgt  aus: 


3.  5,11.29.13.25.17.19.21. 
39.37.31.11.29.15.25.23.19 


7.13.27.15.23.19.21.19. 
39.33.  9.31.13.27.25.17 


15.25.17.21.21.23.17. 
35.  7.33.11.29.27.15 


19.23.15.27.29.11. 
1.39.  5.35.33.  9 


17.27.13  11.31. 
1.37.  5.  7.33 


13.29.31.9. 1  9.7.36. 
3,37.35.7     1.3.37 


35.5. 
39.3 


3. 
1. 
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Man  überzeugt  sich  bald,  dass  jedes  Glied  der  ersten  Periode 
sich  viermal  in  der  Reihe  findet,  jedes  Glied  der  zweiten  Periode 
aber  fänfmal;  setzt  man  also  statt  des  Quadrates  jedes  Gliedes 
2  plus  dem  folgenden  Gliede  der  Periode,   so  ist: 

^t  =  — 4i4,— 5Ä,  =  -4— Ä,,  da  i4,+Ä|  =  l  ist, 
folglich : 

i(^i»+2^i-20)=-4-i?,  oder  /l^^+Ä,  =  11: 
ebenso : 

folglich : 

^j.Äi=-10    und    .1,  =4(1~V4I),     Äi=4(l  +  V4l), 

da  man  ans  den  Zeigern  der  Diagonalen  abnehmen  kann,  dass 
Ali  welches  nur  die  drei  negativen  Diagonalen  ^23 ^  ^31  >  ^30 
enthält,  negativ,    Bi  aber  positiv  sein  muss. 

Statt   A^s  B^   zu    suchen,    konnte  man    auch    direkt    A^-Bi 
auf  gleiche  Weise  finden. 

§.  25. 
Beispiele    d^er    Zerlegung. 

I.    Die  Gleichung  des  26- Ecks: 
«•+a:*-5ar*~4a:3+6arM-3ar  -1=0   (Periode  1.  11.  9.  5.  3.  7.) 
soll  in  zwei  Gleichungen 

Ä»  +  ^,.a:*+^«.^  +  ^3  =  0    (Wurzeln  ].  9.  i) 
und 

xHBi.x^+B^.x+B^  =  0   (Wurzeln  II.  5.  7.) 

zerlegt  werden.    Gm  A^  zu  finden,  bildet  man  die  Reihe  g     |*  q« 

also  ist  J,  =  -1=Ä,.  Da  ^«  =  4(^,«  +  Äi-6)  (§.16.),  so 
ergiebtsich:  i4i«  +  i?i=4,  desgleichen  ßi*+^i=4,  folglich: 
Ji«+Ä|«  =  7  und  Ji.Äi=  — 3,  ^i-Ä,  =  ±Vl3.  Da  ^j  ne- 
gativ ist  (o?! +0:3+0:9  ist  positiv),   so  folgt: 

Jj  =  4(1  ^  V13) ,    Bt  =  i(l  +  V13). 

Will  man  A^  nach  §.  23.  berechnen,   so  ergiebt  sich: 
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=  -  (2+ j:y +0:5+^11)  =  —  (2-Äi)  =-i(3— V13), 

oder  die  beiden  Gleichungen  sind: 

«•+4(1— Vl3).ar«— d:  +  i(— 3+Vl3)  =  0 
and 

ar»  +  i(l+Vl3).a:«— ar  +  4(— 3-Vl3)=a 

Man  konnte  natürlich  auch  Ai  .£|  direkt  aus  den  Zeigern  berechnen. 

Die  obige  Gleichung  soll  in  drei  Gleichungen  zweiten  Gra- 
des zerlegt  werden. 

Die  gesuchten  Gleichungen  seien: 

xHAx.x^A^-ü  (Würz.  1. 5.),     a?»+Ä.iar+Äa=0  (Würz.  11.1), 

a?«+Ci.ar+Ci=:0  (Würz.  9.7.).  — 

Man  findet: 

-^t  =  «7+««  =  '-Ci,      ^4  =  3:1+^:5==— 2<,,      C^^X^-^XiiZH-^Bi, 

d.  h.  die  drei  Gleichungen  lauten : 

Auf  dem  gewöhnlichen  Wege  der  Eliminatioo  findet  sieb  ooo, 
dass  die  Gleichung  ^|'— ^j^— ,4i4i  — 1=0  zu  losen,  um  die 
Werthe  für  Ai^  Bi^Ci  zu  erhalten;  da  j9i  positiv,  Ai,  Ci  nega- 
tiv sein  mfissen,  der  absolute  Werth  von  Ai  aber  grösser  als  der 
von  Q ,  80  sieht  man  auch ,  wie  die  drei  Werthe  der  obigen  Glei- 
chungen zu  vertheilen  seien. 

II.  Die  Gleichung  des  34- Ecks  (cfr.  §§.  16.»  17.)  ist  nach 
der  Methode  der  $§.  23.,  24.  zu  zerlegen.  Die  eine  Gleichung  ent- 
halte die  Diagonalen  1. 15.  13.  9.  als  Wurzein;  man  bildet  die  Reibe: 


9.   7.   5. 
7. 11. 13 


3.5. 
1.3 


I»«'    und  erhält: 


i4,=  — 2<i— 2Äi=— l-/?i,    desgleichen    fi^  =  -.l—/li, 

da  ilt+^9-f  ^i*i?i=— 7  ist,  so  folgt  il|.i?i=— 4,  und  hienos 
il,  =  i(l— V17),  Äi  =  i(l  + V17).  Dass  A^,  B^^-l  sei,  w«- 
sen  wir  aus  §.  15.  Zerlegen  wir  nun  die  Gleichung  in  vier  Glei- 
chungen zweiten  Grades,  nämlich  inf 

ar*  +  iii.^+a«  =  0  (mit  den  Wurzeln  a?i,  j^is), 
;v*-f  6i«^+69  =  0  (mit  den  Wurzeln  x^»  Xg), 
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«■  +  «i.j?  +  a^=:0  (mitden  WarzelQar,»^?^; 

«•  +  A.«  +  |Si=rO  (mitden  Warzeloxii^^rr). 

»o  erhält  idsd: 

"t  =  *i  -^is  —  «a+^ft =  —  «i »     Aj  =  OTg  .a:i5  =  ^-f  ^n  = — A ; 

da  ii^.&^= — 1=0|./}|    i8t,   8o  hat  man  die  GleichaDgen: 

«j+ft=4(l+Vl7),    Ä,.A=-1. 
folglich: 

.        .  4/^17 +V17       ,  V34  +  2V17, 
«i-A=±\  2 =* 2 ' 

da  0|  negativ,   A  positiv  ist,   so  ergiebt  sieb: 

«i=i(l  +  Vl7— V34+2VI7),    ft  =i(l  +  VJ7  +  V34+2Vl7)- 

Man  findet  ebenao  <%  =  —  61,  ß^=z—ai,  folglieh  <ii.6|  =  — 1, 
ö|+*i=4(l^Vl7),  d.  h.  ai-Äi=±iV34^2V17);  da  a, 
negativ,  A^  positiv  ist,  so  ist: 

i>i=:i(l-.Vl7-V^34— 2V17),    6i  =  i(I-Vl7+V34— 2V17), 

d.  h.  die  CoefBcienten  der  'vier  gesuchten  Gleichungen  sind  jetst 
bestimmt. 

ni.  Die  Gleichang  des  42-EGks  ist  bereits  in  §.  8.  in  Fa^ 
ctoren  zerlegt  worden.  Der  Factor  o?*— ^•^ 6jrH6a?'+8:c*— 8a:+l=0 
enthält  als  Wurzeln  die  Periode  (1. 19. 17. 13. 5. 11.).  Man  zerl^e  in 

z*+At.ai^+A^.x  +  A^  =  0  (Wurzeln  1.17.5.) 
und 

w^+Bi.as^  +  Bt.a+B^^O  (Wurzeln  19.13.11.). 

Man  erhält  nach  der  Methode  des  §.  24. : 

A%  ==  a:8  +x^  +  ^15+^1  +  J^ö  +^ir- 

Die  Diagonalen  ^r^,  arg,  Xi^  sind  Wurzeln  der  Gleichung  a^  +  a!* 
— 2j:— 1=0,  folglich  a?,+arg+a:i5=:-— 1,  also  ist  ^a=— 1  — üIi, 
i?2=— 1— £1,  und  da  il^  +  ^s-f  ^i-^i=— 6  ist,  so  Ist  wei- 
ter il|.B|=r  — 6,  folglich  Ai — Bi=db  V21;  Ai  muss  negativ^ 
Bi  positiv  sein,  also  ist: 

J,  =  4(-l-v21),    B^  =  4(-l  + V21); 
^=:i(-I+V21),     ß,  =  i(-l-V21). 

Es  findet  sieht 

Th«U  XLn.  32 
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2<,  =— arj.ari7.Xft=— a:5(x,+a:5)=— (a:i7«+aPi«+a:»'-- 4) 

=  _(2-.l^,)==;-i(5^V21), 
die  beiden  Gleicboogen  siod  also: 

«■— i(l+V21)ar«  +  i(-l  +  V21)j?  -4(5— V21)=0    * 
und 

ar»— J(l— v21)ar«  +  i(— 1  -  V21)ar  —  i(5  +  V2I)  =  0. 

Soll  dieselbe  Gleichung  in  drei  Gleichungen  zweiten  Gradee  xer« 
legt  werden,  so  seien  dieselben: 

a:«  +  il|.a:+i4a  =  0  (mit  den  Wurzeln  \.  13.), 
a:«+Äi.ar+jBa  =  0  (Wurzeln  19.5.), 
a;«+£i.x+Ca  =  0  (Wurzeln  17.  II.), 
Man  erh&lt: 

i<t==— 1  +  ««,    ^  =  —  1+0:5,     <i=— l+ar,e. 

Ist  also  die  Gleichung  a?*  +  j:* — 2a:— 1=0,  deren  Wurzeln  Xp 
x^f  ^ift  sind,  gelost,  so  ist  A^^  B^,  C%  bestimmt,  und  wird  «cd 
dann  Ai,  Bi,  Ci  aus  den  Gleichungen  finden,  die  man  erbat, 
wenn  man  die  drei  gesuchten  Gleichungen  multipliclrt  and  die 
erhaltenen  Goeilßcienten  mit  denen  der  gegebenen  Gleichung  zu- 
sammenhält. 

IV.    Die  Gleichung  des  50-Ecks  lautet,   nachdem  die  Glei- 
chung des  10 -Ecks  entfernt  ist: 

a?io_i03.84.35;j6+^_50a:4_5^a+25x«+5ar-l  =  0; 

ihre  Wurzeb  bilden  die  Periode:  1.  23.  21. 17.  9.  7.  IL  i.  19. 13. 
Die  Gleichung  soll  zerlegt  werden  in : 

a:H4.Ä:*+^«^H-48«H^4-^+^6=0 (mit den  Würz.  1.21.9. 11, 19.) 

und  in: 

a?«+^ur*+Ät.a?»+jB,.«HB4.ar+Ä5=0  (mit  den  Würz.  23. 17. 7. 3. 13). 

Es  ist  ili-f£i=0;  nach  §.24.  findet  man: 

Ja  =  2(a;^+ariy  +  afr  +  «s  +  aris)  +  5(a;5+a:i0  =— 2Äi— 5, 

desgleichen : 

da  nun: 

il,  +  i?,  +  2<,.i?i«-2(Ji+Bi)-10+ili.Äi«~l 
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ist,    80  ist: 

Ans  -43+ilt.i?i  +  2<t-Ä*+Ä8  =  0  folgt  .43  + »3=0;  aus  ^4+** 
+  25  =  36  folgt  il4+J84=10;  aus  A.+A^.B^  +  A^.B^^A^.B^ 
+  ^i.Ä4  +  Äj  =  l  folgt  A^+B^=zl;  da  /l,.Ä5=— 1,  80  folgt 
-^»^iOdbVö);  es  ist  /!,=:— ar|.;r2i. 0:9.0:11.0:19  negativ,  da 
oTii  nnd  0:19  oegativ  sind,  also  ist  -4^=4(1 --V5),  iB5=i(l+V5); 
aus  ii^.jBj  +  ^5.Ä4  =  5,  im  Verein  mit  A^-t- B^=:  10,  folgt 
^4=£:«  =  5;  aus  A^.Bs-^A^—^B^^  —  QO  folgt  ^8-*3=0, 
folglich  2^3  =  ^  =  0,   oder  die  gesuchten  GleicbuDgen  sind : 

ar»— 6«:»+öa:+i(l— V5)  =  0   und    0:*— 5a:«+5a:+4a+V5)  =0. 

Weil  ili=i?|=:0,  so  folgt  rSr  das  reguläre  50-Eck,  wenn  man 
die  Diagonalen  nur  nach  ihrem  absoluten  Werthe  nimmt,  dass 
^1 +^»  +  ^«1=^11+ ori9    und   0-3  +  0:7  +  OTja  =0:, 3+0:17    sei. 

V.    Ist  ans  der  Gleichung  des  54-Ecks  die  des  18- Ecks  ent- 
fernt, so  bleibt: 

««— 9o:^  +  27o:*— 30o:»+9j:  — 1=0; 
die  Wurzeln  dieser  Gleichung  bilden  die  Periode 

1.  25.  2a  19. 11.  5.  17.  7.  13. 
Die  Gleichung  soll  in  drei  Gleichungen  zerlegt  werden: 

x^  +  Ai.x^  +  A^x  +  A^  —  Q  (mit  den  Wurzeln  1.  19.  17.), 
ar«+JBi.or*+Äa.a:+Ä,=0   (mit  den  Wurzeln  25.  11.7.), 
a^+Ci^+C^.x+C^=:0   (mit  den  Wurzeln  23.5.13.). 
Man  findet: 

Jj  .-^  =--3(ars +  0?«! +o:i8)  —  3(0:, +ari9  +  o:ir)=  — 3ili , 
Ai  •  Cj  sz  —  oCi ,     Bi .  Ci  =:=  —  oBi ; 

da  aber  ^j  +  Äj  +  Ci  p:  0,  so  ist  ^,  =  Äi  =  C,  =  0.  Ferner 
ist  ^a  =  — J2  +  80:9«  +  ari«  +  0:19«  +  Xjr^  =  —  3,  Ä^  =  —  3, 
Ca  =  — 3;  endlich  A^=z  —  0:1.0:19  .0:, 7  =  —  xiri — 0:10^  +  0:9*) 
=  or,7(l  +  Xj)  =  OTir  +  0:52  —  0:12*  =  o;iy  +  o:,*  +  o:,  5*  -  4  =  —  0:3, 
desgleichen  -i%  =  — 0:^1,  C3  =  — 0:^5,  d.h.  es  sind  J3,  A3,  C^ 
6iß  Wurzeln  der  Gleichung  o:'*-3o;+l  =0;  sind  diese  gefunden, 
so  sind 

«»— 33:-o^  =  0,    o:«-3or-ar„=0,    o:»-3o:-o:,,  =  0 

die  drei  gesuchten  Gleichungen. 
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/VI.    Die  GleichiiDg  des  62 -Ecks: 

a.W—a;M— 14«"  +  13t"  +  7te"-66a:^o— 220«»  +  MB«« 

+  330«^— 210««— 255«»+ 126«*  +  84«»— 28«*— 8«+l  t=  0 

hat  15  Wurzeln,  die  drei  Perioden  bilden.  Die  Gleichung  soll 
in  drei  Gleichungen  zerlegt  werden: 

«»-|-2<iur*+-^r*'+'4»-«'+-44.«+il5=0  (Würz.  Xi,aSff^Tv»^^n9*u)f 
«»+i?i  ur*+Äa.«»+Äj.«*+-B4.«+Ä5 = 0  (Würz.  «„  «^»  «j«,  «y^  iFir)» 
«HC|.^+Ci.«»+lCt.«*+C4.«+C5=0  (Würz.  «A,«si>^ii>^f 'it)* 
Man  findet: 

i<«  =  4 +2ß|  +  Ci  =  Äi-l  =  i(i4i«-^. -.10); 

folglieb: 

i<i«=:8+Ji+2A; 
desgleichen : 

Ui«  =  8  +  Äi  +  2Ci;    Ci«  =  8  +  Ci+24; 

hieraus  ergeben  sich  im  Verein  mit  i4i+A  +  C\s=~l  b 
Gleichungen : 

il|.Äi=:--4— 2A;    Ä|-Ci  =  -4-2Q;    Ci-^  =-4-84. 

und  eliminirt  man  Bi,  Ci,  so  erhfilt  man: 

^,»+ jj«-.10J^-8  =  0; 

die  Gleichung  hat  drei  reelle  ^Vurzeln,  die  positive  bezeichne  dbb 
mit  2«,  sie  giebt  den  Werth  ffir  J^,  denn  es  ist 

^i  =  -  (^i  +  ar»  +  «t7+a'M  +  arw) 

positiv;  von  den  negativen  Wurzeln  bezeichne  man  die  abaoloi 
grossere  mit  u,  die  kleinere  mit  n,  so  ist: 

Ci  =  io,    i?i=«»i 

-^9»  ^%»  C%  sind  jetzt  auch  bekannt;  A^y  B^,  C^  sind  =  fl- 
•^8»  ^«9  •&!>  ^49  ^>  C4  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  tf^ 
den  Gleichungen  des  §.  15.  gegen  Ende. 

Vn.    Die  Gleichung  des  66-]£cks  lautet,  nachdem  der  FtcU^ 
«  -f  1  entfernt : 

«w-  15«w  +  ««  +  90«"-.12«w-274«»+54«« 
+441«^.-lll««-35I«»+99«*+llI«»-*27«*-9«+l=0. 
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Nach  §.  13.  bilden  die  15  Wurselo  drei  Perioden  su  fQnf  Gliedern. 
—  Man  soll  die  Gleichung  zerlegen  In: 

ar*+4 .a:*+  i4«.a:»+  A^.cfl^  ^4.0:+  2*5  =  0 
(Wurzeln  Xit  x^it  x^f  x^^^  ^ir)» 

(Wurzeln  x^^  x^,  x^i^  x^,  ^15)» 

(Wurzeln  x^f  x^;^  Xi^,  Xft  ^if)» 
Man  findet: 
/^a^--^!— 2Äi  — Ci=  — Äj;    Äa  =  — 41?,;    Ci  =  — Ä|. 

Aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt: 

^  i?,«  +  Ä,-.10  =  -8i?, 

oder: 

Da  die  Summe  der  Wurzeln  x^,  x^y  x^g,  x^,  Xg;^  negativ,  JB,  also 
positiv  sein  rouss«  so  folgt: 

Ä,=+l,     i?.  =  -4; 

aus  den  Gleichungen  (29) >  (30)  ergiebt  sich: 

i?i  =  —  3,    A4  =  +  3, 

d»  h.  die  Gleichung  lautet: 

Ä»  +  ar*  -  4j?»— 3a;«  +  3i:  +  I  =  0, 

eine  Gleichung«  die  sich  auch  daraus  ergiebt,  dass  die  Wurzeln 
derselben  die  ungeraden  Diagonalen  des  regul&ren  22 -Ecks  sind. 
Aus  A^^-^Bi  folgt: 

Ai^  +  Ai=S    oder    il,  =  i(-l±V33); 

da  Ai  negativ  sein  muss,  so  ist: 

^,  =  4(-.l-V33),    C|=4(-l+V33),    i4,=  fi.=  -l. 

Es  findet  sich  aus  (29),  (30): 

^»  =  i(9  +  3V33),    i<4  =  — 6— V33  u.s.w.; 

die  gesuchten  Gleichungen  sind  also: 

^•-KJ+V33)a?«-a;»  +  i(9+3V33):r«-(6  +  V33)a?  +  l=0 
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und 

a:*-i{l— V33)a:*-ar*+4(9-3v33)ar«-(6-V33)ar  +  ls=a 


§.26. 

Gegen  die  im  VorhergefaeDden  angewendete  Zeriegnng  iSsst 
ßicb  der  Einwand  erheben,  sie  sei  in  vielen  Fallen  sehr  breit  und 
ihre  Benutzung  zeitraubend.  Wollte  man  nach  ihr  z.  B.  die 
Gleichung  des  regulären  386- Ecks,  dessen  Diagonalen  zwei  Pe- 
rioden von  48  Gliedern  bilden,  in  zwei  Gleichungen: 

a;48+^,.^r-|.....=:0    und    a;*«+Ä,.x*^+....  =  0 

verlegen,  so  müsste  man  zur  Berechnung  von  ^|.i9|,  selbst  wenn 
man  die  nothigen  Additionen,  Subtractionen,  Divisionen  durch  2 
nicht  rechnet,  4608  Zahlen  schreiben.  —  Diese  allerdings  bedeo- 
tende  Arbeit  wird  aber  durch  Anwendung  des  folgenden  Satzes 
und  der  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen  sehr  verringert: 

Bezeichnet  man  die  Diaconalen  eines  regulären  2(2ji+l)- 
Ecks  nur  mit  Ihren  Zeigern,  und  sind  a,  b  xivei  der  un- 
geraden Diagonalen  d4>s  Vielecks,  die  entweder  derselben 
oder  verschiedenen  Perioden  angehören,  hat  man  ferner 
gefunden,  es  sei  a,h  =  r*-f  j«— -4,  es  sind  also  r,  «  od- 
gerade  Diagonalen  desselben  Vielecks,  folgt  auf  a  io 
seiner  Periode  c,  auf  6  aber  d  und  es  ist  c,ii:=  j:*+y*— 4, 
so  folgt  in  der  Periode,  zu  der  r  gehurt,  auf  r  entweder 
or,  und  dann  folgt  auf  s  auch  y^  oder  es  folgt  y  auf  r 
und  X  auf  $  in  den  betreffenden  Perioden. 

Die  Diagonalen  a,  b  haben  entweder  die  Form  4/x-t-l  oder  4f(-i-^' 
auf  jede  Diagonale  2m +  1  folgt  im  2(47i +  1)-Ecke  (fiir  dieses  soö 
der  Beweis  geführt  werden,  er  ist  ganz  ähnlich  für  die  2(4ii+3)- 
Ecke  zu  fuhren)  entweder  4(n  — 7«)  — 1  oder  4(iii— n)  +  l.  —  1^»^ 
verschiedenen  hier  möglichen  Fälle  sind: 

1.    Es  ist: 

a=4m  +  l,  6=4fi+I,  a.Ä  =  (2/ii+2/x+l)H(4n+l— 2m+2i»)*-4: 

nun  sei: 

1)  c=4(w-2m)  — I    und    r/ =  4(n -2ft)-l, 

dann  ist: 

c.rf  =  (4n^4m-4|(i^l)2+(4M+l-4m+4|»)«— 4; 
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2)  €  =  4(n— 2ift)  - 1  und  d^  4(2f»— n)  +  ), 
daoD  Ut: 

c.d  =  (4»+I  +  4m-V)«  +  (4n-4m— 4/i— !)•— 4; 

3)  i?  =  4(2iii— «)+l  und  d  =  4(2f»— ii)+l, 
dann  ist: 

cd  =  (4m+4^— 4ti  +  l)«  +  (4n+ 1— 4m+4^)«  -4. 

II.    Es  ist: 

a=:4ifi+l,  6=4f»+3,  a.6=(2m— 2f»— 1)«+(4«— l-^2iii— 2ft)^4; 

nun  sei: 

1)  c  =  4(ii  — 2m)-l  und  d  =  4(fi-2/i— 1)— 1, 

dann  ist: 

c.d  =  (4fi— 4m— 4fi— 3)«  +  (4n+4m— 4f*— 1)«— 4; 

2)  c  =  4(it— 2m)-I  und  d=:4(2ft+I-n)  +  l, 
dann  Ist: 

c.rf  =  (4«+4iii-4f*  — l)«+(4it— 4jii  — 4f»-3)«— 4; 

3)  c  =  4(2mr-n)  +  I  und  d  =  4(2|»  +  l-ii)  +  l, 
dann  Ist: 

e.d  Ä  (4jji  +  4|t*— 4n+3)H(4«  +  l  +  4m  — 4f»)«— 4. 

lU.    Es  Ist: 
a=4m-f3,  6=4fi^,  a.6=(2m+2f*+3)«+(4»+I— 2iw+2fi)a  — 4; 
nun  sei: 

1)  c  =  4(«-2m-l)  — i  und  d  =  4(ii-2/i  — 1)- I, 
dann  Ist: 

c.rf  =  (4ii— 4iii-4^— 5)«  +  (4ii  +  l  — 4m  +  4fi)«-4j 

3)  c  =  4(ii'-2iit— I)-l  and  d=:4(2f»-hl— n)-fl. 
dann  ist: 

c.rf  =  (4ji  + 1 -41»  +  4^)2+ (4n— 4m— 4f»— 6)*— 4; 

3)  c=:4(2m4-l— t)'M  und  d  =  4(2ft  +  l~ii)  +  l, 
dann  ist: 
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cd  =  (4m+4f»-.4ii  +  5)«  +  (4«  + 1  —  4m  +  4^*)«  —  4, 

and  man  liberzeugt  sich  leicht,  das«  in  der  That  die  GHeder,  die 
dem  Produkte  cd  entsprechen/ in  ihren  Perioden  folgen  dcA 
Gliedern,  die  dem  Produkte  a,b  gleich  sind.    Cfr.  §.  14. 

Statt  r^,  s%  x^»  y^  aber  lässt  sich  setzen  2  J:  dem  in  der 
Periode  folgenden  Gliede,  and  geschieht  dieses,  so  kann  ms» 
folgenden  Satz  aufstellen: 

Folgt  in  einer  der  Perioden  der  angeraden  Diagonalen 
eines  regulären  Vielecks  Xe  auf  Xa»  und  in  derselben 
oder  in  einer  anderen  Periode  desselben  Vielecks  Xi 
aaf  Xh9  setzt  man  statt  der  Produkte  x^'Xh  und  x^.Xi 
die  ihr  gleiche  positive  (negative)  Summe  zweier  onge- 
raden  Diagonalen  desselben  Vielecks»  ist  also: 

Xa'Xh  =  db  {xa^rXß),    Xc.Xd  =  ±  (ary  +  a:<r), 

so  folgt  in  der  betreffenden  Periode  x*f  eiitiveder  auf  j« 
und  dann  folgt  Xd  auf  x^^  oder  es  folgt  x^  auf  x^  bimI 
dann  folgt  xd  auf  Xa* 

Es  seien  Xm^  Xm  Xp,  Xn  ....  :r«,  ort  die  auf  einander  folges- 
den  Glieder  einer  Periode,  ihre  Summe  =r  — i^i;  or^,  Off ,  J«. 
Xqt  ....  Xoi  ;vt  die  auf  einander  folgenden  Glieder  einer  andereo 
Periode  desselben  Vielecks,  ihre  Summe  =:—  ^i;  das  Produkt 
Ai-Bi  kann  man  dann  schreiben: 

Xfi.Xm  +  Xv-Xu  -irXTC'Xp  +  X^.Xr-i-  •,,  +Xa.Xa  +  arT'  xti- 

Xfi.Xn+Xv'Xp  +  XnXr^ +  Xa>Xt  + XT.Xm  + 

^fA' Xp -{■  Xv  Vr  + +i»^a.iCni+a:r.^«+ 

Xß.Xt  •{■  XvXm-i"  Xti  '  Xn-\- -^Xr.Xt. 

Dass  diese  Summe  das  verlangte  Produkt  dartitellt^  geht  daraitf 
hervor,  dass  jede  Vertikaireihe  die  Produkte  enthält  aus  dem- 
selben Summanden  der  zweiten  Periode  in  die  snmmtlicben  Som- 
manden  der  ersten  Periode.  Die  Produkte  jeder  Horizpntalreib« 
stehen  aber  in  solcher  Ordnung  hintereinander,  dass  die  Factoren 
des  folgenden  Produktes  die  Glieder  der  Perioden  sind,  die  >>' 
die  Factoren  des  vorhergehenden  Produktes  folgen;  denkt  9^ 
also  statt  jedes  Produktes  die  positive  oder  negative  Summe  »^ 
beiden  Diagonalen  gesetzt»  mit  der  das  Produkt  gleich  ieti  ^ 
bilden  diese  Summen  die  auf  einander  folgenden  Glieder  2^^^ 
Perioden  des  Vielecks,  statt  jeder  Horizontalreihe  Ist  also  S» 
positive  oder  negative  Summe  zweier  Perioden  des  Vieleck»  ^ 
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setsen;  um  aber  za  wissen»  welche  Perioden  man  zu  addiren  habe, 
braucht  man  nur  ein  Glied  der  Periode  su  kennen»  d.h.  man  hat 
nur  eine  der  Vertilcalreihen  etwa  die  erste  in  der  Art  umzuformen» 
dass  man  statt  jedes  Produktes  die  ihm  gleiche  Summe  sucht. 
Setzt  man  dann  statt  jedes  dabei  sich  ergebenden  Gliedes  die 
Summe  der  zugehörigen  Periode»  so  ergiebt  sich  durch  Addition 
dieser  Perioden  die  Grösse  Ai.Bi^  Hierbei  ist  angenommen»  es 
hätten  alle  Perioden  des  Vielecks  gleiche  Gliederzahl;  haben 
einzelne  Perioden  weniger  Glieder»  so  weiss  man  doch»  dass  die 
Zahl  ihrer  Glieder  ein  Theiler  ist  von  der  Gliederzahl  der  Haupt- 
periode; findet  sich  also  ein  Glied  aus  einer  dieser  Perioden»  so 
wird  sich  leicht  berechnen  lassen»  das  ^ievielfache  der  Summe 
der  Periode  statt  des  betreffenden  Gliedes  zu  setzen  seL 

Hätte  man  in  §.24,  beim  regulären  82 -Eck  Ai.B^  finden 
wollen  nach  der  dort  angewandten  Methode»  so  hatte  man  20Q 
Zahlen  zu  schreiben.  Die  Rechnung  stellt  sich  jetzt  einfacher. 
Aus  der  ersten  Periode  nehme  man  den  Zeiger  1;  und  Terbinde 
ihn  mit  den  Zeigern  3.  35.  29.  17.  7.  27. 13.  15.  11. 19  der  zweiten 
Periode;  und  bilde  folgende  Reihe: 

39.  23.  15.    9.  37.  27.    7  33.  35.  31. 
1.  17,  27.  33.    3.  13.  35.    7.    5.    9. 

Es  finden  sich  in  derselben  10  Zeiger  der  ersten^  10  Zeiger  der 
zweiten  Periode»  mithin  ist: 

i<i.i^  =^10(^1 +*,)=;- 10.    Cfr.  §.  28. 

Beim  regulären  66- Eck  (cfr.  §.  25.  VII»  die  dasigen  Bezeich- 
nungen sollen  beibehalten  werden)  soll  Ai.Ci  gefunden  werden. 
Aus  dem  Zeiger  1   der  ersten  und  den   Zeigern  5.  23.  13.  7.  19 

1    91       '7    9Q    Ol 

der  dritten  Periode  bilde  man  die  Reihe  qi'  ii'  wj     q'    a     Zwei 

Zeiger  31.  29.  finden  sich  aus  der   ersten  Periode»   sie   geben 

—  2^1;  zwei  Zeiger  7.  23.   aus  der  dritten  Periode,   sie  geben 

—  2C|;  fOnf  Zeiger  3.  3.  27.  21.  9.  gehören  der  zweiten  Periode 
an»  sie  geben  •— 5£|»  oder  da  Bi  ^=  l  ist  — 5;  ausserdem  findet 
sich  der  Zeiger  11;  ^n  bildet  eine  Periode  von  einem  Gliede» 
der  Zeiger  ist  also  gleichbedeutend  mit  5arii  =  —  5  oder  es  ist: 


§27. 

Eine  Periode  der  Diagonalen  eines  regulären  Vielecks  habe 
3m  Glieder;  die  verschiedenen  Diagonalen  unterscheide  man  durch 
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die  Zahlen  1,  2»  3,  4» ...  3ifi»  welche  also  nur  die  Stelle  angeben, 
an  der  die  eincelneo  Diagonalen  in  der  Periode  eteheo;  die 
Gleichfing»  deren  Wurzeln  diese  3m  Diagonalen  sind,  soll  io  drei 
Gleiefanngen  aerlegf  werden »  nämlich  in: 

mit  den  Wurzeln  I,  4,  7,  ]0,...3)ii— 5,  3iii-2, 

mit  den  Wurzeln  %  5,  8»  ll9...3m  — 4,  Sm—  1, 

mit  den  Wurzein  3,  6,  ,9,  12,  ...3m^3,  3m. 

Da  Ol  -h^-f  <^t  bekannt»  so  ist  a^  6i»  Cf  bestimmt»  so  wie  Oi.^i, 
bi.Cii  Ci,  Ol  bekannt  sind.  Man  denke  aus  den  Diagonalen  foU 
gende  Reihen  von  Produkten  gebildet : 

1.2,    2.3,    3.4,    4.5,  ...(3m-2)  (3m— 1),  (3m— l).(3m),  (3m).l, 
1.5,    2.6,    3.7,    4.8,  ...(3m— 2). 2,  (3m— 1). 3,      (3m).4, 

1.8,    2.9,    3.10,  4.11,... (3m— 2). 5,  (3m-l).6,       (3m).7, 

I.ll,  2.12,  3.13.  4.14,...(3m-2).8,  (3m— 1). 9,       (3m).lll 

l.(3m-l),  2.(3m),  3-1,  4.2, ....  (3m-2)(3m~4),  (3m— l)(3iii-3), 

(3m).  (3m -2). 

Man  übersieht,  dass  die  Summen  der  Produkte  aus  den  Vertikal- 
reihen 1,  4,  7,  10, ...  3m -> 5,  3m  — 2  die  Grosse  a|  .6|,  die  Somme 
der  Vertikalreihen  2,  5,  8,  11, ...  3m  — 4,  3m— 1  die  Grosse  6|.Ci» 
die  Summe  der  übrigen  Vertikalreihen  aber  c^ .  0|  giebt.  —  Setxt 
man  statt  jedes  Produktes  die  ihr  gleiche  positive  oder  negative 
Summe  zweier  ungeraden  Diagonalen,  so  stellt  jede  HoriEontai- 
reihe  zwei  Perioden  dar;  welche  Perioden  es  seien,  sieht  man 
aus  einem  ihrer  Glieder;  d.  h.  die  Perioden  sind* gefunden,  ao 
wie  man  jedes  Produkt  einer  der  Vertikalreihen,  etwa  der  erstes 
in  eine  Summe  zweier  Diagonalen  verwandelt.  Man  habe  also 
etwa  gefunden 

1.2  =  J:(jrr  +  a:e);  1.5  =  db  (a?p+««);  1.8  =:±(x,  +  a?<,)  u.s.w. 

Ist  nun  xr  ein  Glied  der  Periode,  deren  Gleichung  eben  zerltgt 
werden  soll  und  es  gehorte  zu  den  Gliedern,  deren  negativ« 
Summe  =  — Oi  gesetzt  wurde,  so  ist  wegen  dieses  Gliedes  unter 
die  Summanden,  deren  Summe  =ai.6i  ist,  aufzunehmen  Tai» 
unter  die  Summanden,  deren  Summe  s6|.Ci  '^^^»  gehOrt  danof^i» 
und  zu  den  Summanden,  deren  Summe  =Ci.ai  ist,  T ^v    '^ 
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Xt  ein  Glied  aos  der  Zahl  derer,  deren  negative  Summe  = — 61 
war,  so  gehurt  ^  bi  als  ein  Sommand  zu  111.6];  ^  Cf  desgl.  zu 
b\*Ci\  ^tfi  aber  za  Ci.ai  u*  s.  w.  Die  Sache  verhält  sich  auf 
ähnliche  Weise,  wenn  üCt  zu  einer  Periode  gehört^  die  mit  der 
Periode,  deren  Gleichung  wir  zerlegen  wollen,  gleiche  Gliederzahl 
hat;  aus  dem  einen  Gliede  ergeben  sich  unmittelbar  die  Diago- 
nalen, deren  Summe  unter  die  Summanden  von  Og  .61,  61.  C],  C|.a] 
aufzunehmen  sind.  —  Ist  aber  Xr  einer  Periode  angehürig»  die 
weniger  Glieder  hat,  so  wird  sich  leicht  bestimmen  lassen ,  welche 
Glieder  derselben  und  in  welcher  Zahl  jedes  den  Summen  zuzu- 
zählen sind,  die  gleich  a|.6|,  61. Cf,  Ci.Oi  sind. 

Dasselbe  Verfahren  läset  sich  aber  auch  anwenden,  wenn 
die  Periode  5m,  7m,  ...•  Glieder  hat,  man  hat  nur  hei  6m 
Gliedern  z.B.  die  erste  Vertikal  -  Reihe  in  1.2,  1.7,  1.12,  1.17 
....  umzuändern,  und  findet  durch  Verwandlung  dieser  Produkte 
In    Summen    unmittelbar    die    Werthe   von    aj.öi,  6|.ei,  C].ii|, 

Die  Diagonalen  des  70 -Ecks  bilden  3  Perioden.  Periode  I. 
enthält  die  Diagonalen  4.  21 ;  Periode  II.  die  Diagonalen  6. 25. 15  (14- 
Eck);  Periode  IIL  die  Diagonalen  1.  33.  31.  27.  19.  3.  29.  23.  11. 
13.  9.  17.  Die  negative  Summe  der  Glieder  der  dritten  Periode 
ist  nach  §.  &  =1.  Die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Glieder 
der  dritten  Periode  sind,  soll  in  3  Gleichungen  zerlegt  werden. 
Man  setze: 

— -«i  =^i+«tr  +  ^«»  +  ^i3;  "-*!  =^88  +  ^19+^fS  +  ^»; 
—  c=za^i  +^8+^11  +«^ir' 

Verbindet  man  den  Zeiger  1  mit  den  Zeigern  33,  19,  23,  9 
so  erhält  man  die  Reihen: 

17.  25.  23.    5. 
19.    9.  IL  31.' 

oder  wenn  man  statt  der  Quadrate  die  in  der  Periode  folgenden 
Glieder  setzt: 

1.  15.  11.  25. 

3.  17.  13.  27. 

Die  Zahlen  1,  13,  27  gehören  zu  ai;  3,  17,  11  zu  Ci;  15,  25 
geboren  der  Periode  II.  zu,  die  aus  drei  Gliedern  besteht,  wäh- 
rend Periode  III.  12  Glieder  enthält,  mithin  ist: 

fl, .6,  s=  3fli  +3c,  —  4 (a?,6  +  x^y,    ä,.C|  =  36i  +  3/i,  —i{x^  +  Xi^) ; 
C|.a|  =3e,+36i-4(j:44  +  a:5); 
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sind  also  x^  a?i5»  x^  bestimmt,   so  lassen  sich  aacli  a|»   frt»    ^i 
finden. 


Bei  einer  Anzahl  regulärer  2(4fi  +  l)*Ecke  bilden  sämmtüche 
2n  ungerade  Diagonalen  eine  einzige  Periode.  (26,  68,  74,  106, 
122,  ....  -Eck  gehören  dazu.)  Die  Summe  aller  ungeraden  Dia- 
gonalen eines  solchen  Vielecks  ist  ==  —  1  [Gleichung  (21)]^  Die 
negative  Summe  der  an  den  ungeraden  Stellen  der  Periode  ste- 
henden Diagonalen  sei  a^;  die  negative  Summe  der  an  den  ge« 
raden  Stellen  stehenden  Diagonalen  sei  bi\  also  ai-f^i^^sl. 
Man  bilde  folgende  Reihe  von  Produkten : 

l,2,2.3,3.4,4.5,....(2ii-3)(2n-2),(2ii-2)(2n-l),   (2fi-l)(2«),  2ii.l, 
l.4,2.6,3.6,4.7,....(2»-3)(2it),      (2ii-.2).  1,  (^n-^\).%    2ji.3, 

1.6, 2.7, 3.8, 4.9, ....(2ii3). 2,  (2n-2).3,  (2n-l).4,    2».ß. 

1.2ii,  2.1,  3,2,  4.3,  ....(2ii— 3)(2n-4),   (2it-2)(2fi-3), 

(an— l)(2ii— 2),   2ti(2fi— I). 

Die  n  VerKkalreihen,  die  an  den  ungeraden  Stellen  ateh^», 
addirt  geben  Oi.Ai;  ebenso  gross  ist  die  Summe  der  n  Vertikal- 
reihen, die  an  den  geraden  Stellen  stehen;  die  Gesammtheit 
aller  Produkte  ist  also  2ii|.6|.  Setzt  man  statt  jedes  Produktes 
die  Summe  der  beiden  Diagonalen,  die  dem  Produkte  gleich  ist, 
so  ist  die  Summe  jeder  Horizontalreihe  gleich  der  doppelten 
Summe  aller  ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks;  da  also  n  Ho« 
rizontalreihen  vorhanden  sind,  so  ist: 

i„.6i=-n  oder  iii=4(l± VT+Ü),  6,  =  4(lTV^l  +  4i). 

§.  29. 

Die  Zusammenstellung  von  Produkten  immer  zweier  Diago- 
nalen, wie  sie  in  §.  27.  gegeben,  zeigt  in  dem  Falle,  wo  das  be- 
treffende Vieleck  3m  Diagonalen  hat,  die  sämmtlich  nur  eine 
Periode  bilden  (ein  Fall,  der  bei  dem  38,  74,  122,  134,  ....  -Eck 
vorliegt),  dass  ai.6i  -f  6i.Ci  -hC|.<ii  =c:  —2m  sei.  Dass  die  Summe 
aller  jener  Produkte  =  Oi.6i-fAi*Ci -|-C|.a|  sei,  ist  schon  §.  27. 
gezeigt.  Setzt  man  statt  jedes  Produktes  die  entsprechende 
Summe  zweier  Diagonalen,  so  stellt  jede  der  vi  Horizontalreihen 
dieselbe  Periode  aller  ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks  zwei- 
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mal  genommen  dar;  bei  den  2(4fi -f  1)-Ecken  ist  diese  Summe 
mit  dem  Vorseichen  -|-,  bei  den  2(4n-|-3)-Eclcen  mit  dem  Vor- 
seicben  —  zu  verseben;  da  aber  im  2(4it4-l)-Eclce  die  negative 
Summe  dieser  Diagonalen  =  -fl»  bei  dem  2(4it-f  3)-Ecke=— 1 
ist,  so  ist  in  beiden  Fällen  Offti-f  6|.C|  -f  Cj.ai  =  — 2m. 

Diese  Summe  iSsst  sich  aber  in  diesem  Falle  noch  auf  an« 
dere  Art  finden.  Bedeuten  et,  ß,  y  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen,  auch  0,  so  ergiebt  sich  nach  {•  27.: 

bi^Cis^a^bi  +  ß^Ci  +  y^ai  > (A) 

CiMi  =  a.C|-|-a.a|-f 7«^    ^ 

Oi-*if*i-Ci+Ci.at  =  («+^+y)(ai+6i+Ci)=dt(ff+/Jfy). 

Muitiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  In  (A)  respective  mit 
Ci,  Ol»  bif  so  ergiebt  sich: 

3of6i.c,  =:(«+/J)(ai.*i+6i.Ci+c,.ai)+y(iii«+fti«+C|«). 

Nun  ist: 

fli»+«i»+ci*  =  l-2(ai.6i+Mi+Ci.a|), 
folglich: 

3«! .  *i .  cj  =  (a  +  |J — 2y)  (at .  6i  +  6i .  ei  +  Cj .  Ol )  +  y, 

d.  h.  Ol,  bi,  C|  ergeben  sich  als  Wurzeln  einer  Gleichung  dritten 
Grades. 

Hat  ein  regulfires  2(2ti-|-I)-Eck  5m  ungerade  Diagonalen, 
die  nur  eine  Periode  bilden,  so  kann  man  sich  durch  ein  dem 
Vorhergehenden  ähnliches  Verfahren  fiberzeugen,  dass  die  Zer- 
legung der  Gleichung  des  Vielecks  in  5  Gleichungen  von  der 
Losung  einer  Gleichung  fllnften  Grades  abhängig  ist. 

Die  Periode  der  Diagonalen  des  regulären  38 -Ecks   lautet: 

1.  17,  15.  11.  3.  13.  7.  5.  9; 
mm  setze: 

Man  findet: 

ai.6,  =Iai+26i+3ct, 
folglich  ist: 

a,.£|-f  6i.Ci +Ci.a|  Bt -^6,    da  «i+Äi+Ci=^— 1 
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ist;  und 

also  ist: 

a?«  +  a:«-.6ar— 7  =  0 

sa  lösen;    die  Warzeln   der  Gleichnngen   gebeo   die  Werthe  ßir 
öl»  Alf  Ci-  — 

Die  Periode  der  Diagonalen  des  regolSren  74-Eck8  lautet: 

L  35.  33.  29.  21.  5.  27.  17.  3.  31.  25.  13.  11.  15.  7.  23.  9.  19: 

man  ^^iz^i 

—öl  =  ^i+artg+arjr+arji+aru+JTjs; 
—  6i  =  a?85+^ti+arif+ar26+ÄiÄ+^9; 
— Ci  =  ^S8  +^a-f  ^s  -F^i8  +*7  +  «ig* 
Es  ist: 

fli  +  6i+<?i  =  I;  0|.Ä,  =  — 5at— 4Äi— 3i?i; 
also:  • 

a|.6i  +  6i.Ci  +  Ci*a|  =  — 12;  Oj|.6|.Ci  =  11; 

oder  die  Wurzeln  von  ar'— or* — \ix — lls=0  geben  die  Wertbe 
von  Ol»  6|,  Cf.  — 

§.  30. 

Die  Diagonalen  des  regulären  146-Ecks  bilden  4  Perioden 
(cfr.  §.  13.);  während  sieh  in  Periode  I.  der  Zeiger  1  findet,  bat 
man  in  Periode  III.  den  Zeiger  5>  in  Periode  II.  den  Zeiger  % 
dabei  aber  auch  den  Zeiger  3»  in  Periode  IV.  den  Zeiger  15,  da- 
bei auch  den  Zeiger  11;  in  Periode  I.  ist  auch  der  Zeiger  56; 
stellt  man  also  die  Perioden  in  folgender  Reihe  hinter  einander: 
I.,  IIL,  IL»  IV.9  I.,  so  findet  sich  in  jeder  Periode  ein  Zeiger,  der 
das  Fünffache  ist  von  einem  Zeiger  der  vorhergehenden  Periode. 
Stellt  man  die  Perioden  des  regulären  514  -  Ecks  in  folgender 
Reihe  hinter  einander  I.,  IX.,  II.,  X.,  III.,  XI.,  IV.,  XH.,  V.,  XIHv 
VI.,  XIV.,  VII.,  XV.,  VIII.,  XVI.,  I.,  so  ist  in  jeder  Periode  ein 
Zeiger,  der  das  Dreifache  ist  von  einem  Zeiger  der  vorhergehenden 
Periode.  —  Es  seien  a|,  o^  03, ....  Zeiger  auf  einander  (folgender 
Glieder  einer;  6|,  b^  69,  ....  eben  solche  Zeiger  einer  anden 
oder  auch  derselben  Periode  eines  regulären  2(2n-f  1)-Ecks;  fer- 
ner sei  61  =  (2iit  4-1)^1.    Aus  §.  14.  ist  bekannt,  dass 

2a|^i:a^;  20^=^:0^;  ....  2Ai=i:6,;  26.^1:6,; .... (Uod.2»+l)' 


Digitized  by 


Google 


und  ZerUffung  derselben  In  Ciefcäungen  niederer  Grade.      487 

folglich  ist  auch: 

±6,=2*i^2{m+I)«i=(2m+l)a,;  ±*a=2C2m+lfli=(2m+l)a8;    .. 

(Mod.  2«  +  l); 
oder  man  erhält  den  Satz: 

Sind  Of  b  die  Zeiger  irgend  zweier  ungeraden  Diagonalen 
eines  regulären  2(2» -f  I)*Ecks9  auf  welche  in  ihren 
Perioden  respective  a,  ß  folgen,  und  es  gilt  zwischen 
a,  6  die  Gongruenz  db  6  =  (2m  +})a  (Mod.  'in  -f  1)»  so 
ist  anch  J:/3  =  (2m-fl)a  (Mod.  2ii-|-l). 

Schreibt  man  die  Zeiger  einer  Periode  eines  regulären  2(2n  -f  ])• 
Eclcs  in  eine  Horizontal  »Reihe,  erstes  Glied  sei  a,  darunter 
schreibe  man  die  Zeiger  sei  es  desselben  sei  es  einer  andern 
Periode  desselben  Vielecks,  das  erste  unter  a  stehende  Glied 
sei  positiv  oder  negativ  genommen  ^(2fn-fl)n  (Mod.  2n4'l)t  ^o 
giebt  jeder  Zeiger  der  ersten  Periode  mit  (2fii-f  1)  multiplicirt 
eine  Zahl,  die  dem  darunter  stehenden  positiven  oder  negativen 
Zeiger  congruent  ist  (Mod.  2n  -f  !)•  l^ni  kurz  die  Art  auszu- 
drucken, wie  hiernach  die  Perloden  unter  einander  zu  stellen, 
sage  man,  sie  seien  nach  dem  Factor  (2i»-f-l)  unter  einander 
geordnet. 

Sind  a,  b  die  Zeiger  zweier  ungeraden  Diagonalen  eines  re- 
gulären 2Cin4-I)-Ecks,  dessen  Perioden  nach  dem  Factor  (2m'fl) 
onter  einander  geordnet  sind,  a,  ß  sind  die  Zeiger  der  Diagonalen, 

die  unter  den  vorigen  stehen,  so  ist:  a.6  =  ("~5~  )  ^  (  "T") 
und  u.ß  =  ((2m  +  1)^*)'  -  ((2»+!)^)^  d.  h.  die  Zeiger 
(2iii+l)^,  (2m-hl).^»  oder  die  nach  §.  14.  an  ihre  Stelle  tre- 
tenden Zahlen  stehen  in  ihren  Perioden  unter  den  Zeigern     q 

Ä  —  6 
und      2  ■ ;  dass  eine  der  beiden  Zahlen  gerade  ist,  sich  also  in 

der  Periode  nicht  findet,  ändert  an  der  SUtche  Nichts,  da  statt 
der  geraden  Zahl  die  Differenz  zwischen  ihr  und  2n-f  1  zu  setzen 
ist^  Verbindet  man  hiermit  das,  was  über  Verwandlung  des  Pro- 
duktes zweier  ungeraden  Diagonalen  in  die  positiv  oder  Negativ 
zu  nehmende  Summe  zweier  ungeraden  Diagonalen  gesagt  ist, 
so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sind  die  Perioden  eines  regulären  2(2R  +  1)-Ecks  nach 
dem  Factor  2m -fl  unter  einander  geordnet,  und  man 
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bat^gefitnden»  es  sei  das  Produkt  irgend  iweier  dieser 
Oiagooalen  Wm^sth  gleich  der  positiven  oder  negattreD 
Summe  der  Diagonalen  Xm  nnd  ;rt»  so  ist  das  Prodakt 
der  unter  x^»  xi  stehenden  Diagonalen  gefunden»  weoii 
man  die  positive  oder  negative  Summe  der  beiden  unter 
Xm»  Xg  stehenden  Diagonalen  nimmt 

Der  Satz  ISsst  sich  Qbrigens  auch  ganz  in  der  Art  beweieea, 
wie  es  bei  dem  entsprechenden  in  §.  26»  geschehen;  der  letztere 
Satz  ergiebt  sich  aus  dem  obigen»  wenn  man  Perioden  nach  den 
Factor  2  unter  einander  ordnet  —  Es  ergiebt  sich  nun  aber  aoeh 
folgender  Satz: 

Sind  die  Perioden  eines  reguUren  2(2ii-fl)*Ecks  muA 
dem  Factor  2m  -f  1  unter  einander  geordnet»  und  sind 
X|»  x^»  0^8,  .•••  beliebige  Diagonalen  einer»  Xi»  X^  tu  ^ 
beliebige  Diagonalen»  sei  es  derselben  sei  es  einer  ae« 
dern  Periode  dieses  Vielecks;  sind  femer  z^»  x^  Z|»^. 
die  unter  Xu  ^«*  ^»  — •  und  fi»  ;sf  ?s»  •«••  die  unter 
t\f  H»  t^p  ••••  stehenden  Diagonalen;  ist  CDdlich 
(ari+  ar.+«i+...)  (ri+jr«+  T,  +....)  f=  ± (Pi  +  A+ft+-) 
gefunden»  wo  pi,  p^t  p^»  ....  beliebige  Diagonalen  des- 
selben Vielecks  sind»  so  erhält  man  die  Summe»  welche 
gleich  dem  Produkte  (ii+««+«s+-")(li +?«+?»+••••)  H 
wenn  man  die  Summe  der  Diagonalen  nimmt»  die  ooler 
Pi»  Pk*  Pb*  *'••  stehto« 

Wir  Wollen  im  ti'olgenden  nur  Vielecke  betrachten»  bei  deneo 
4fi  -f  1  oder  4n  +  3  eine  Primzahl  ist.  Die  2ii  ungeraden  Diage* 
naien  eines  2 (4n -Fl) -Ecks  bilden  zwei  Perioden;  Ji»  B^  seien  die 
negativen  Summen  der  Glieder  dieser  Perioden ;  nach  §.  2d.  ergiebt 
sich: 

Ai.Bi  süa.Ag-i-ß.Bif 

folglich  nach  §.  30. : 

B^.Aj,:=ia.Bi+ß.Ai, 

d.  h.  es  Ist  a  =s  /}»  und  da  a  +  ß  dem  absoluten  Wertbe  oacb 
SS  2fi  sein  muss»  so  ist: 

itf|.£i=:— n;  J|  +  A  =  l-  cfr.  §.28, 

Die  n  ungeraden  Diagonalen  eines  2(2n-f- l)-£ck8  bilden  3  Pe- 
rioden; i^t»  Bif  Ci  seien  die  negativen  Summen  der  Glieder 
jeder  dieser  Perioden»  auch  mögen  sie  nach  einem  Factor  2m-f  1 
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unter  einander  geordnet^  in  der  genannten  Reihe  einander  folgen. 
Nach  (•  26.  habe  man  erhalten: 

dann  ist  nach  $•  30«: 

folglich: 

iipÄ,+A.Q  +  Ci.Jt  =  ±(«+/J+y)  cfr.  5.29, 

Ebenso  wie  in  §•  29.  kann  man  jetzt  zeigen,  dass  auch 
Ai.Bi.Ci  gleich  einer  nur  von  a;  ß,  y  abhängigen  GrSsse  sei; 
^1»  ^1»  Ci  sind  also  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung. 

Die  2n  ungeraden  Diagonalen  eines  2(4it  •4- 1)-Ecks  bilden 
▼ier  Perioden;  J|,  i?i»  Ci,  />i  seien  die  negativen  Summen  der 
Glieder  dieser  Perioden,  die  nach  dem  Factor  (2in-|-l)  unter  ein- 
ander geordnet  in  der  Reihe  Ai,  Bi,  Ci,  Di,  Ai  einander  folgen 
mCgen.    Nach  §.  20.  habe  sich  ergeben: 

Ai.Bi  ssa.Ai+ß.Bi  +  y.Ci  +  d.Dt, 
dann  ist: 

folglich: 
und  da: 

8o  findet  man  Ai+Ci  und  Bi  +  D^  durch  dne  quadratische  Glei- 
chung. 

Es  sei  femer  erhalten  worden: 

J,.Q  =  f*.  Ji  +  v.Bt+n.Ci+Q.l)t, 
folglich : 

Ci.Ai=z($.(\  +  v.Di+9t.Aii'Q.Bi, 
Di.Bt:=2li,.Di+v.Ai  +  n.Bi+Q.Ci; 

mithin  ergiebt  sich: 

TktU  XLYL  SS 


Bi.Ci=a.Bi  +  ß.Ci+y.Di  +  8.At, 
A-^i=«.A+l»-4+yÄi+«.Ck; 
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und 

(e-v)(i4i--Cl)  =  (i,^nHB,^D^h 

d.  b*  68  ist  entweder  |»s=«  and  qszv  oder  (4i— Q)*=(Ä|— Ä|)*. 
Da  die  letzte  Gleiebang  entweder  Ai — (\  =  i?|— />|  oder  J|-(^ 
s=  />x— A|  giebt^  so  erbält  man  aus  ihr  und  ifff  £i-FQ+A='' 
das«  entweder  J|-f  ^  3=  |»  also  2I1  -f  i9|  =s  Q -F  I>|  oder  dass 
Ai+Di^sz  Bi  +  Ci  ist  Da  beide  Gleicbongen  unmGglicb  sind, 
so  muss  fi  =:  9s  und  ^  =  v  sein;  alsdann  aber  ist: 

At.C^  =  i^iA^  +  C,)+  v(A  +  A) 
and 

also  Ji»  JS|9   Ct«   A    sind   durcb   quadratische  GleiGhaDgen  n 
finden. 

Dieselben  Gleichungen  ergeben  sich  bei  der  GleicbuBg  etoei 
regul&ren  2(4n-|- l)-EU;iLs»  wenn  die  nngeradeu  Diagonalen  eise 
Periode  bilden,  dereu  Gliederzahl  durch  4  theilbar  ist  und  dioe 
Gleichung  in  vier  neue  Gleichungen  zerlegt  werden  «olL  — 

Uebrigens  lassen  sich  die  Werthe  von  4i»  Bu  ^i>  A  ^ 
ohne  Berechnung  der  Produkte  Ai.Ci ,  A*A  finden;  dßoo  ibi 
den  ersten  vier  Gleichungen  kann  man  (J| — Q)(Bi  — A)^ 
(J|-f  Q)(A-A)  berechnen. 

Die  Diagonalen  des  regulären  146*Ecks  bilden  vier  Periodei 
(§.  13.).  Die  negativen  Summen  der  Perioden  I.,  IL,  IlL,  IV.  be- 
zeichne man  respective  mit  Ji,  C^  A*  A  9  ^'^  Perioden  oach 
dem  Factor  5  unter  einander  geordnet  folgen  dann  Ai^  A»  Q>  A' 
Da  it  s  18,  so  Ist  (Ji  +  C1)(A  +  A)  =  - 18  und  da  Ji  +  *i 
-|-(^-fA  ==  1  »t,  so  ergiebt  sich: 

aus  den  Zeigern  der  Diagonalen  folgt,  dass  A^-^Ci  negativ  ^ 
mnss,  folglich  Ist: 

^1  +  Cis^4(l--V73);    A  +  A«ta+V73). 

Es  ist  femer: 

Ji.Ci  =  -.4J|-5A-'4Ci^öA  =  *(-9-V73), 

folglich  i 

(^i-A)*  =  4(73  +  3V73);    (A-A)"  =  *(73-3V«). 
und  daher: 
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^i=i(l--V73~V"l46  +  6V73;  Ck=:4(l-V73+V146  +  6V73) ; 
Äi={(l+V73-V  146-M)V73;  A  =  iO  +  V73+Vl46-6v73). 

Die  ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(471-1- 1)- Ecks 
mögen  sechs  Perioden  bilden;  oder  eine  Periode,  deren  Glieder- 
zahl  durch  6  tbeilbar  Ist;  oder  zwei  Perioden,  die  Zahl  der  Glie« 
der  in  jeder  Periode  aber  durch  3  tbeilbar  sein,  in  jedem  Falle 
Ifisst  sich  die  Gleichung  des  Vielecks  in  sechs  Gleichungen  zer» 
legen  und  zwar  hat  man  dazu  eine  quadratische  und  eine  kubi- 
sche Gleichung  zu  lösen.  —  Im  ersten  Falle  mögen  J|,  Bi^  Ci, 
Dl,  £|,  F|  die  negativen  Summen  der  sechs  Perioden  bezeichnen, 
die  nach  dem  Factor  (2m+l)  unter  einander  geordnet  sind;  im 
zweiten  Falle  bezeichne  Ai  die  negative  Summe  der  Glieder 
I,  7,  13,  19  u.  s.  w.,  Bi  die  negative  Summe  der  Glieder  2,  8, 
14,  20u.  s.  w.;  Im  dritten  Falle  ist  Ai  +  Ci+Ei  die  negative 
Summe  der  Glieder  der  einen,  Bi+Di+Fi  die  entsprechende 
Summe  der  andern  Periode,  und  zwar  Ai  die  negative  Summe 
der  Glieder  1,  4,  7,  10  u.  s.  w.  —  Aus 

Ai.Bi  =ia.Ai+ß.Bi+y.Ci  +  S.Di  +€.JSi+|.Fi 

ergeben  sich  ^i*^,  CiJDi  u.  s.  w.,  und  daraus: 

Ai.Bi+Bi.Ct'j^Ci.Di+Di.Ei+Ei.Fi+Fi.Ax  =  «+jJ+y+d+«+{. 

Aus 

Ai-/)|  —ß.Ai+v.Bi  +  o.Ci+n.Di-i^Q.Ei  +  o.Fi 

folgt: 

also: 

J^.  A +Ä1.E1+ Ck.Fi  =  4(f»+v+o+»+^  +  iJ). 

Addirt  man  diese  beiden  Summen,  so  ist 

also 

^i+Cg-t-^i  vnd  Bi  +  Di+Fi 
durch  eine  quadratische  Gleichung  zu  finden. 
Es  sei  femer: 

33* 
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(f^*  Vf  0,  n,   Q,   <f  haben  oatürlich  andere  Bedeatung  als  vorher), 
80  folgt: 

Ci.£;i4f*.Ci  +  v-ß,+  o.£,  +  ».Fi  +  ^.ili+0.«i, 

Ei.Ai:=z  fi.Et  +  v.Fi  +  o.Ai+n.ßi  +  Q.Cg'i'a.Di; 

folglich  ist: 

^..C,+C,.£,+£,.il,  =(;i+o+p)(.li  +  Ci  +  JS,) 

d.  h.  diese  Samme  ist  durch  bekannte  Zahlen  zu  bestimmen. 
Das  Gleiche  gilt  von  ^.Z>i4-A*^i+^i-^i-  Multiplicirt  man  die 
drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  durch  £1,  J],  Ci  und  addirt, 
so  erhält  man: 

+  ()(£;i*+.4,«+Ci«)  +  <y(£|.F,+^i.ißi  +  Ci.A)- 

Die  Summen  Ai,Ei+Ai.Ci+Ci.Ei,  desgleichen  B^^Ei-f-AiA 
-f  C|.F|»  desgleichen  J|^-|-C|*-f  £|'  kann  man  durch  bekannte  m 
Af,  Bit  C|  u.  s.  w.  unabhängige  Grossen  ausdrflcken.  Aus  den 
filr  Ai'Bu  Bi.Ci  u.  s.  w.  angenommenen  Gleichungen  folgt  aber: 

desgleichen : 

d.  h.  das  Produkt  i4|.C|.£i,  ebenso  A*A-^i  'ässt  sich  durch 
bekannte  von  Ai,  A>  ^1  °'  ^-  ^*  unabhängige  GrQsseo  aas- 
drücken; oder  Ai,  Ci,  Ei  wie  A>  A>  ^1  ergeben  sieb  ab 
Wurzeln  kubischer  Gleichungen. 

§.  32. 

Die  16  Perioden,  welche  die  ungeraden  Diagonalen  def  r^ 
guiären  SU-Ecks  bilden,  finden  sich  in  §.  13.  Mit  A  nod  ver- 
schiedenen Zeigern  bezeichne  man  die  GoefBcienten  der  Gjt^ 
chnng,  deren  Wurzeln  die  Glieder  der  ersten  Periode  ^' 
««+^1  .ai^+A^.w^+A^.x^+A^.x^+Ai^.Ji^+A^.x^+Ar.S'i'At^^ 
habe  die  Wurzeln  Xi^  ^a«s>   ^ftss'  ^mo»  ^s4i>  ^sta>  ^i«t«  ^^^ 

Es  sollou  B,  C,  i>.  £,  F,  6\  H,  k\  L,  M,  N,  0,  P.  ^  j^       , 
an  die  Stella  von  Ä  treten  bei  den  Gteichuugtn  deren  Wo^^^'' 
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Diagonalen  der  %  3,  4,  5,  6.  1,  8»  9,  10,  11,  12,  13,  14,  15,  16(en 
Periode  sind.  Werden  die  Perioden  nach  dem  Factor  3  unter 
einander  geordnet,  so  folgen  aufeinander:  A^  K,  B»  L,  C,  ilf,  />> 
iV,  £,  O,  F,  P,  G,  A,  H,  r,  A.  Man  bilde  nach  §.27.  AiBi 
aas  dem  Zeiger  1  und  den  Zeigern  von  Bi  und  erhält: 

^i.fii+2Ji+Ci+2£;i+Fi+2<?i+ff,+Li+2Ä,+2iVi+P,+Äi=0. 

Nach  §.  31.  erhält   man   hieraus   sogleich    die   Wertbe    für 
Ki.Li  Bi.Cif  £|.ilf|  a.  s.  w.;  es  ergiebt  sich  z.  B.: 

Äi.Cl+2Äi+A+2Fi  +  Gi+2ff,+Ji+ilft+2Ä,+2Oi+Äi+T|=0 

u.  s.  w., 

t,.W,+21/,  +iV,  +  2Pi+Äi+27',+A:,+A+2£i+2F,+J5r,+Ji  =0 

0.  8.   W. 

Ferner  snche  man  nach  §.  27.  Ai.Ci,  und  erhält: 

J,.Ci  +  Ä,+2D,+iBI+'•l+G^+2Ar,+L,  +  i^f,+2^i^-0^+Ä, 

+27\  =  0, 
folglich  nach  §.  31.: 

Ä,.Di+ Ci+2£;i+ F,+ Gi+£r, +2t,+ Jlf,+iV,+20,+ Pi+ r» 
+  iKt  =  0  u.  8.  w., 
desgleichen: 

*ri.»,  +  i,+2iVi+'o,  +  P,+Ä,+2B,  +  C,  +  A  +  2£,+  Fi  +  Ä, 

+2At  =  0, 

X|./Vi+ Jir, +20i +A>,+ Ä,  +  Ti +2CI  +  A +ßi +2F,  +  C, +-4, 
-I-2A  =  0  u.  8.  w. 
Femer  suche  man  nach  §.  27. : 
J,.D,+2Ci^-£;l+F,+«?,+2ff,+A+2^,+O,+P,+l^l+37'^=0. 
folglich : 

Ä,.£,+2A+^i+Gi+A+2i4i+i«f»+20,+Pi+Ä,+r,+3Ä,  s=  0 
D.  8.  vr.,  desgleichen: 

iif,.iV,+2ilf,+Oi+P|+Ä,+2r,+<^+2£;,+F,+C,+Ä,+3-4,  =:  0, 
L..0i+2iVi+P,+B,+  r,+2Ari+D,+2F,+Gi+»,+^,+3Äj  =  0 

U.  8.  W. 

Ebenso  findet  sich: 
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J|.£;i+2Ji+2J9|+C;+I>i+2£i+2Fi  +  e7i+i7i-fßAri-l-2At  ==0, 

folglich: 

A.'i+2Ä,+2Ci+Di+JBi+2F,+2G|  +  lli+^t+22V;+27\=0 

a.  8.  w.,  desgleichen: 

lfi.Oi+2Afi+2L,+  ilfg+iV,+20i+2P|+Äi+T|+2Z>i+2ff,  =0, 

L,.Pi+2L,+  2ilfi+2Vi+Oi+2Pi+2/?i  +  7\  +  Ä\+2JBi+2J,  =0 

u.  8.  vr. 

Sucht  man  nach  %,  24.  Jt>  *o  ergeben  sich  B^»  C^  iD^  •• 
nach  §.  31.;  man  erhält: 

il,+  ^i  +  /?i+JB|+2A:i+ilf|+2Vi  =0, 

»a+»i  +  Ci  +  Fi+2ii+iVi  +  Oi  =0  n.  s.  w., 

Ä«+Afi+£|  +  O,+2fi,+A  +  «i=0; 

La+L,  +  üfi  +  Pi+2Ci+Jei  +  Fi=0  a.  s.  w. 

Die  Gleichung  des  regal&ren  514 -Ecks,  die  vom  I28to9 
Grade  ist,  zerlege  man  zunächst  in  zwei  Gleichungen,  deren  »e 
die  in  den  Perioden  1.— VIII.,  die  andere  die  in  den  Periodei 
1X.--XVI.  enthaltenen  Diagonalen  zu  Wurzeln  hat.  Da  nach  $.15. 
Ä%  =  *(^i*  +  ^1-16),  B^  =  4(^1«  +  Ä|— 16)  u.  s.  w.  ist,  so  er- 
giebt  sich  aus  der  letzten  Reihe  der  vorher  entwickelten  Glei- 
chungen : 

^i*+»i*+C,HßiHFi*+Fi*+6,«  +  iy|« 
=  -7(.l,+Äi  +  Ci+Z)i  +  J5;i  +  F,+  Gi+Ä) 

=  -(AT,  +  L,  +  üf|  +Jy|  +0i  +  Pi  +  Ä,  +  7',)  +  I21. 

Da  man  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  das  Prodokt 
je  zweier  der  Grössen  A^y  Bi  ....  Hi  bestimmen  kann,  so  tBi^^ 
man: 

(A,  +ß,  +  Ci  +/>i  +Fi  +F,  +G,  +H0* 

« 

=  64  +  (J,  +  Ä,+Ci+D,+JS,  +  F,  +  <?,  +  fl,). 

oder  es  ist: 
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beachtet  man  die  Toraeichea  der  Warzein,  die  lo  Torfaergebender 
Summe  enthalten  sind,  so  iat: 

(A) 
Ji+JSi  +  Ci+A  +  «i  +  ''i  +  C?,  +  i5r»  =  i(l-V267); 

Ana 

(i<i-|-Ci+£,+C?,)  +  (fii+/),+''i  +  »i)  =  4a-V257) 
und 

(Ji  +  Ci  +  £i  +  G,)(i?i+A+^i+^i)  =  — W. 

welche  letztere  Gleichung  sich  aus  den  früher  entwickelten  Glei* 
changen  ergiebt,  folgt: 

(B)  

J,  +  Q+£,  +  C?,  =  {(1-V257-V514— 2V287); 

«i  +  Z)i  +Fj  +  »»  =  i  (1  -  V257 + V  514-2  V367). 
Auf  gleichem  Wege  ergiebt  aieh: 

(C)  

jr,  +Jlf,  +  O,  +  ff,  =  J(l + V267-  V5I4+2V267) ; 

I^+iVi+Pi+T,  =  i(l+V287+V614+2V2J7). 
Ana 

(il»+ß,  +  E,+Fi)+(Ci+A  +  G,+lf»)  =  4(I-V257) 
and 

M,  +  Ä,  +  JB,  +  F,) .  (Ci + A  +  Gl  +  »i) 
=  _12-4(B,  +  A  +'V  +  Ä,)-'»(*^i  +  *i  +  Ol  +Ä,) 

-8(i,+2V,+Pi+T|) 

—  _  16—2  (V267-  V  614+2V257- V  814-2^207 

folgt: 

(D) 

=K1-V257-V614+30V257+I6V»14+2V257+16V614-2V267), 
=aia-V»7+V"614+30V2B7-|-lftV"514+2VÄ7+16V^614-2V257). 


Digitized  by 


Google 


nnd 

(Ai  +  A  +^  +  BiUßi  +  (\+Fi  +  Gl) 
-_12_4(J,  +  Ci  +£»  +  Gt)-MJLi  +2Vi+P,+r,) 

-8(Ä^i+Jf,+0i+Ä,) 

=:-16_2v2ö7+  V614+2V257  +  V514-2V257 
folgt: 

(E) 

=i(l-V257-V514+30V267-16V6ii+2V257-16V614-2V257), 

=i(l-V257+^  514+30V257-16V5l4+2vW-16V^614-2V2W 

Ans  den  Gleichungen  ß.D.E  eigiebt  sich: 

(F) 
J,+£i  =  i(li—  V257— V614— 2V2Ö7 

— 2V  257+15V257+  V226:S7+Bil^ 

Ci  +  G,  =  i(l— V257-  V^514-2V257 

+2  V267+15V257+ V  226.257  +  äÖUv25?), 

A+F|  =ia-V257+V5l4— 2^287 

— 2  V  257+  15V257—  V  226. 287+ 3614VÄ7J, 

/)i+J3i  =40  -  V257 + V^814— 2V257 


+2  V  267+  15V257  -  V^226.257+3614V»^ 


Anf  gleiche  Weise  ergiebt  sich: 

(G) 


IT,  +  O.  s  i  (1  +  V257  -  V^514 + 2V257 


+  2  V257- 18V2S7  -  V226.2S7— 36liV^ 
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X«  -f  P,  =  i(]  -1-  V267  +  V  614+2V257 

+ 2V  257— 15V257  +  VääOöT— 3614v26f ), 

Mi^Ri  =  1(1  +  V257-  V614+2V2S7 

-2V^_15V257-V226.267— 3614V267), 

iV,  +  T,  =  J(l + V257+ V  614+2V267 

-  2  V267— 16V267  +  V  226.257  -  3614^257). 

Führt  mao  folgende  Bezeichniingeii  ein: 
A  =  V  514-2V2571  B  =  V6I4+2V257;  /)  =  257+ 15V267; 
E  =  257-16V257;  F=  V 226. 257+ 3614 V267; 
/r=  V  226.267— 3614  v267, 
ao  kaoo  man  statt  F,  Cr  setseas 

(H) 

Ji+£;i=J(l-V257-il-2VS+F);  JP,+0,=i(l+V257-Ä+2V^m5) 

||j+Fi=i(l-V257+il-2V5=f);X,+Pi=|(l+V257+Ä+2V£+10 

Ci+fl',=J(l-V257-iJ+2ViW7);Jfi+ßi=i(l+V267-2?-2V:E=B) 

l>i+J5ri={(l-V257+-4+2V:D^;  iV|+ri=|(l+V257+Ä-2\r]B+Ä) 

Ans  den  Werthen  tod  Ji*,  E^*  (die  sich  aas  ilgt  ^  ergeben) 
nod  Ji.£|  findet  man; 

(Ji-Ei)«  =  -(4i4£i)+2(Äi+''i)+2(Ci+Ci)+2(A+l'i) 
+2(Jf,+iB,)-2(Ar,+ r,)-4(0, +ifj)  +  32, 

■od  da  Ai  absoint  genommen  >  iE|  al>er  negativ  ist,  so  ergiebt 
•ich: 
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desgleichen : 

Äj-Fi  =  -JV5F4-I8V257-6J+  !2V"ß^-4)V"JB=B-24V^£+Ä, 

dl— Gl  =  -iV6r4-!8V257+6^-I2V'^7'+24^£^-8V^TB, 

A— »1  =  +*^  614-I8V257-64-12  V^Z^^+8  V£^+24V^£+B. 

Äj— Oi===-iV^^iii8v257^^ 

ii  -Pi=  -4  V  514+18V257-6Ä+8V^J&^-24  V'B+F-12V^JE+ä, 

üj  -ß,=-.iV  5I4+I8V257+6Ä-- 24  V"2>^-4JV^B+F+12\^lHBf, 

iVi  -  r,  ==-- 4  V'5i4+i8V26^^ 

Durch    die  Gleichungen  (H)  und  (K)  sind  Ag.  Bg,  Ci  ....  b^ 
stimmt. 

Mfan  zerlefi^e  die   erste  und   fünfte  Gleichung   in   swei  Glei- 
chungen vierten  Grades;  es  enthalte 

ü^^^A^je^-^ii^^M^.x-^Ji^:=:^fi  die  Diag.  1,  253,  241,  m 
«*  +  «».«'  +  «f«*  +  ««^+«i  =  0  „  «  255,249.225,129, 
ar*  +  «,.ar»+«».a:«+«8-^  +  «4  =  0  „  „  15,197,  17,189. 
ar*  +  ri^'  +  tf^  +  rs.ar  +  f4  =  0  „       „    227,  187,  228.  121 

als  Wufsehi.  Aus  den  Zeigern  der  Wurzln  findet  man:  J0i*<ii 
=  -(^i  +  Äi  +  Ä,+J!f,);  «i.e,  =-(£;, +  F1+Ä1+O,),  wid  d. 
Ji-f  ai  =  Ai;  C|-f  fi  =  El  sind,  so  sind  J^,  Oi,  C|,  r^  als  g^ 
funden  anzusehen.  Durch  die  Gleichungen  des  §.  17.  sind  noo 
aber  auch  Ü^.  o«,  ....  zu  bestimmen.  EuÄIcb  b^irtimme  msfl  die 
Gleichungen : 

^•  +  ai,i.a:  +fl„i  =  0(ari,  ar^,);     a:*4-Oi,ftUrf  o«,,  s=  Q(Xt»t  J^i»)' 
^*  +  ^i,».«+^ti  =  0(jr|9r,aria9);    «•+e„4.«+  e«,«  =  0(d:fS7*  *i«)» 


und  Zeriegnng  dernelbm  in  Gieichungen  niederer  Grade.      41^ 

dl6  Waneln  die  Jeder  GieichaDg  sugebSren,  stehen  dabei  In  Par* 
«otbeeen.    Ao«  den  Zeigern  findet  man  nach  $.  23. : 

setst  man  aber  diese  Werthe  in  die  letzten  Gleichungen  ein  und 
jnultiplicirt  dann  paarweise  diese  acht  Gleichungen,  damit  man 
dadarch  die  vier  unmittelbar  vorher  bestimmten  Gleichungen  er* 
halte,  so  ergiebt  sich: 

«i»i+fli»8=^t;  «i>i-fli»t='^+*i;  flija+«i*4=*i;  fli»f«i>4=<^+^i; 

aus  welchen  Gleichungen  sich  die  Coefficienten  der  obigen  acht 
Gleichungen  ergeben,  so  dass  also  nacbgewieseni  wie  sich  die 
Seite  des  regulären  614 «Ecks  als  Wurzel  einer  quadratischen 
Gleichung  ergiebt 

S.33. 

Als  Resultat  der  vorstehenden  Abhandlung  in  Bezug  auf  die 
Zeri^ung  der  Gleichungen  der  regulären  2(2it-|-l)-Ecke  und  zwar 
<«lr  den  Fall»  wo  2ii-|-l  eine  Primzahl  ist,  ergäbe  sich  Folgendes: 

kt  n  selbst  eine  Primzahl,  so  lässt  sich  die  betreffende 
Gleichung  nicht  weiter  zerlegen.  Ist  n  theilbar,  so  bilden  die 
ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks,  die  sämmtlich  Wurzeln  der 
betreffenden  Gleichung  sind,  entweder  eine  oder  mehrere  Pe- 
rioden. Bilden  die  n  Diagonalen  eine  Periode,  so  kann  man  die 
Gleichung  des  Vielecks ,  je  nachdem  n  durch  2,  3,  4,  5,  6,  '7,  ..•. 
theilbar  ist  in  2,  3,  4,  5,  6,  7,  ....  Gleichungen  zerlegen.  Die 
Wurzeln  jeder  der  neuen  Gleichungen  sind  ganz  bestimmte 
Diagonalen  des  Vielecks,  die  man  angeben  kann,  so  wie  man 
die  Reibenfolge  der  Diagonalen  in  der  Periode  kennt.  Die  Coef- 
ficienten  der  Gleichungen  sind  zu  bestimmen,  so  wie  man  die 
Summe  der  Diagonalen  kennt,  welche  sich  in  jeder  der  Glei- 
chungen als  Wurzeln  finden.  Diese  Summen  findet  man,  wenn 
ft  durch  2  theilbar  ist,  durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades;  ist 
ti  durch  3  theilbar,  durch  eine  Gleichung  dritten  Grades,  ist  n 
durch  4  theilbar,  durch  zwei  Gleichungen  zweiten  Grades,  ist  n 
durch  6  theilbar,  durch  eine  Gleichung  zweiten  und  eine  Glei- 
chung dritten  Grades,  bt  tt  durch  5,  7,  11  ....  theilbar  und 
a,  6,  c,  d,  ....  sind  die  negatWen  Summen  der  Waneln  der  zu 
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SQcnenaen   uieicnungen,    so    sidq    aie  rroauKie   aus    je    zweien 
dieser  GrSssen  stets  gleich  einer  Grosse  von  der  Form  a.a-i-ß.b 
+  y.C'l'i.d  worin  a^   ß,   y,   i   ....  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  sind.  —  Enthält  jede  der  so  erhaltenen  Gleichungen  wie- 
der eine   durch  2  oder  3  oder  6  .•••  theilbare  Ansah!  von  Wur- 
zeln,  so  iSsst  sich  jede  der  neuen  Gleichungen  wieder  in  2  oder 
3  oder  5  ....  Gleichungen  zerlegen  u.  s.  w;  —  Bilden  die  n  un- 
geraden Diagonalen  mehrere  Perioden,   so  hat  jede  Periode  die- 
selbe Anzahl    von  Gliedern    und    iSsst    sich   die  Gleichung  des 
Vielecks,   je  nachdem  die  Diagonalen   2,    3,    4,  5,  ....  Periodeo 
bilden  in  2,   3,   4,  5,   ....  Gleichungen  zerlegen ,  deren  jede  die 
Glieder  einer  Periode  zu  Wurzeln  hat.    Bei  zwei  Perioden  hängt 
die  Zerlegung  von  einer  Gleichung  zweiten,    bei    drei  Perioden 
von  einer  Gleichung  dritten,    bei   vier  Perioden   von    zwei  Glei- 
chungen zweiten,  bei  sechs  Perioden  von  einer  Gleichung  zweiten 
und  einer  Gleichung  dritten  Grades  ab.    Ist  die  Zahl  der  Glieder 
einer  Periode  durch  2,  3,   4,  5,   ....  thellbar,   so  kann  man  jede 
der  neuen  Gleichungen  wieder  in  2,  3,  4,  5,  m«.  Gleichungen  zer- 
legen,  deren  jede  ganz   bestimmte  Diagonalen  des  Vielecks  so 
Wurzeln  hat  u.  s.  w. 

Ob  und  in  wie  weit  es  dem  Verfasser  gelungen  Ist,  im  Vor- 
hergehenden einzelne  Theile  des  Gauss'lschen Satzes  über  r^o- 
läre  Vielecke  auf  elementare  Weise  su  beweisen,  muss  er  der 
Beurtheilung  Anderer  fiberlassen.  Dem  Verfasser  kam  es  übrigens 
weniger  darauf  an,  einzelne  Stucke  dieses  Satzes  zu  erweisen 
(bei  einer  Verallgemeinerung  der  angewendeten  Bevreisfilbning 
dfirfle  sich  der  ganze  Satz  ergeben),  als  eine  Methode  anzugeben, 
durch  welche  es  möglich  wird,  auch  einem  mit  der  Zahlentbeorie 
nicht  Vertrauten  zu  zeigen,  von  welchen  Beziehungen  und  Rech- 
nungen die  Zerlegung  der  Gleichungen,  also  in  einzelnen  Fällen 
die  Construirbarkeit  der  betreffenden  Vielecke  abhängig  ist  - 
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Besdminang  des  kürzesten  Abstandes  zweier  im  Raame 
gelegener  nicht  paralleler  Geraden. 

Von 

Herrn  Professor  C  Jl.  Bretsehneider 
am  Gymnaiiuni  so  Gotha. 


Die  ansfShriicheren  Lehrbücher  der  Geometrie  enthalten  ge- 
wuhnlicb  die  AnflSsang  der  Aufgabe >  den  senicrechten  Abstand 
zweier  im  Räume  liegender,  nicht  paralleler.  Geraden  zu  finden» 
zeigen  aber  nicht,  wie  der  Zabiwerth  dieses  Abstandes  gefunden 
werden  könne,  fSr  welchen  immer  auf  die  Hfilfsmiftel  der  analy- 
tischen Geometrie  verwiesen  wird.  Legendrein  seiner  Geometrie 
(p.  378  der  Crelle'schen  Uebersetzung)  giebt  zwar  einen  ziemlich 
einfachen  Ausdruck  Rir  diesen  Zahlwerth,  verwendet  aber  zu 
dessen  Herleitung  doch  Vorstellungen,  welche  der  synthetischen 
Geometrie  fremd  sind.  Das  nachfolgende  einfache  Verfahren  zur 
Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe  dürfte  daher  f&r  den  Elementar- 
unterricht vielleicht  nicht  ohne  Werth  sein. 

Sind  AB  und  CD  (Taf.  IX.  Fig.  16.)  zwei  im  Räume  gele- 
gene Gerade,  welche  einander  nicht  parallel  laufen,  so  ftUe  man 
aus  einem  beliebigen  Punkte  J  der  Geraden  AB  ein  Loth  JK^=za 
auf  CD,  aus  dem  Fusspunkte  K  desselben  ein  zweites  Loth 
KL=:b  auf  AB,  und  aus  dem  Fusspunkte  JL  wiederum  ein  drittes 
Loth  LM  =  e  auf  die  CD.  Dann  erhält  man  filr  das  Quadrat 
des  kleinsten  Abstandes  i  beider  Geraden  den  Werth: 


Für   den  Werth   der  Entfernungen  JG    und  KH  der  beiden 
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KiOapuiiKTe  068  erscen  ijoines  von  aen  oecrenenaen  CiDoponKieD 
der  auf  beiden  Geraden  senkrecht  ateheoden  Strecke  GH  er- 
giebt  sich: 

kt  endlich  cd  der  spitze  Winkel»  den  beide  Gerade  AB  and 
CD  susammen  bilden,  so  wird 

gefunden.  Fällt  man  von  M  ans  MN  =  d  senkrecht  auf  AB, 
von  N  aus  wiederum  NO  =  e  senkrecht  auf  CD  u.  s.  f.,  so  nl* 
hern  sich  diese  Lothe  rasch  dem  Werthe  d,  und  hängen  dmrcb 
folgende  Gleichungen  unter  einander  zusammen: 

_  ?_  s=  o.  g.  ,1^. 


s=u«  8.  w. 


Es  bilden  daher  die  Differenzen  a**6^  6*— c*,  c*— iP>  ii«s.w. 
eine  fallende  geometrische  Progression. 

Der  Beweis  dieser  Ausdrücke  wird  höchst  einfach  dadurch 
geflihrty  dass  man  durch  die  AB  eine  Ebene  XT  parallel  so 
CD,  sodann  durch  CD  eine  zweite  Ebene  legt«  weiche  auf  XT 
senkrecht  steht  und  letztere  in  der  Geraden  EF  schneidet  Zieht 
man  dann  von  den  Punkten  K  und  M  aus  die  Geraden  KP  and 
MQ  senkrecht  auf  JSF,  so  ist  JI^^a^—b\  K9P=iP(P=l^'-ifl, 
woraus  dann  das  Uebrige  ohne  alle  Weitläufigkeit  gefunden 
werden  kann. 


Lifiowki:  SckrMen  am  de»  Merauae^er.  503 


XXT. 

Schreiben  des  Herrn  Professor  Dr.  Ligen  ski 

in  Berlin 

an  diBfi  Herausgeber. 

Dorch  die  Lteangen  der  Aufgabe,  Band  45.  des  Archivs, 
Seite 220.,  bin  ich  veranlasst  worden,  ebenfalls  eine  LOsung  zn 
▼ersuchen. 

Dreiecke,  in  welchen  a,  ö,  e,  r,  f  und  F  rationale 
Zahlen  sind« 

Nach  den  gebräuchlichen  Beaeichnungen  ist: 

1).  .  .  .     F=:  VsrS-«)('S-*)(5-«)  =  ^.S* 
alt»o  auch: 

2) (S— a)(S-Ä)(S— c)  =  e*S- 

Setst 


3) S  —  assQx^ 

5-6  =  ^, 

iS  — csspz; 
dann  ist: 

4) S=^(a:+y  +  s) 

Nach  3)  und  4)  wird  au«  9)i 
5) ^«^a:-|*f«f« 


=  i+« 


6 
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Mithin  ist  aocht 

-  =  *+*. 
c 

d.  h.« 
8) o:6:c=s(y +»):(«+«):(«+,). 

Ans  6)  ergebt  sieh: 

Diesen  Werth  von  z  in  6)  eingesetzt  ergiebt: 
8).  .  .  o:6:c  =  ar(y»+l):y(a*+l):(«+y)(ay-I). 

Setzt  man: 

9) a  =  «(y«+l), 

'dann  ist; 

10) 6  =  »(«•+!), 

11) c  =  (*+y)(ay--l). 

Hieraos  ergiebt  sich  nach  der  Formel  1): 

12) F=a!8r(a!+y)(ay-l). 

Femer  ist: 

13) 9  =  X3f—l. 

14) r  =  i(«"+l)(»»+l). 

>") ■'"«-«i+I' 

*8) •i»/»«^. 

"^ *•"'-  («»+1)(J^+1)' 

Für  «  =s  4  nnd  y  =  3  erhfilt  man: 

a  =  40,    6:^61,    c  =  77; 
F=924,  ««11,     r=:42,5; 
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Literarischer  Bericht 

CLXXXI. 


Onstav  Skfivan, 

ordentl.  Professor   der  Mathematik   am    polytechnischen  Laodes- 
Institnt    in  Prag»   welcher  am  6.  Jänner   des    laufenden  Jahres*) 
nach    verbältnissmässig   kurzem  Krankenlager  verschied^   und  in 
weichem    das   reorganislrte  Institut^    namentlich   die    böhmischen 
Lehrer  desselben,  eine  ihrer   tüchtigsten  Kräfte  verloren,    wurde 
am   11.  April    1831    in    dem    böhmischen  Städtchen  Krncembusk 
(deutsch  Kreuzberg)  geboren,    und   war   der    einzige  Sohn  eines 
Lohgerbers,    zugleich  GemeindcTorstandes   im    Orte.    Der   Sohn 
war  för  dasselbe  Geschäft  bestimmt  und  erlernte  dasselbe  auch 
regelrecht,  so  dass  er  seinem  Vater  bereits  Beihilfe  leisten  konnte. 
Allein    der    unwiderstehliche  Drang    nach    geistiger  Fortbildung, 
welcher  der  junge  Skr i van  seine  freie  Zeit  widmete,  sowie  die 
fortwährenden  Bitten  des  Sohnes  bewogen  den  Vater,  denselben, 
und    zwar  erst    in  seinen  Jfinglingsjahren,  nach  Prag    zu  geben, 
um  sich  dort  fiir  die  technischen  Studien  vorzubereiten.     Gustav 
Skfivan   überwand  durch  eisernen  Fleiss  bald  alle   Schwierig- 
keiten,   welche  ihm  die  Mangelhaftigkeit  der  ersten  Schulbildung 
bereitete,    wurde  nach   abgelegter  Aufnahmeprüfung  an  die  poly- 
technische Schule  in* Prag  aufgenommen,    wo  er  im  Jahre  1850 
und    1851    studirte,    und    gieng    hierauf  zur  Fortsetzung    seiner 
Studien  an  die  polytechnische  Schule  nach  Wien,  welche  er  bis 
zum  Jahre  1865   besuchte.    In  Wien  erwachte   in   ihm  eine   be- 
sondere Vorliebe  für  mathematische  Studien,  er  beschloss,    sich 
denselben  sowie  dem  Lehrfache  zu  widmen,  und  hurte  zu  diesem 
Behufe  auch  alle  einschlägigen  Collegien  an  der  Universität.  Der 
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Eifer  und  Fleiss,  mit  welchem  Skfivan  sich  seinem  Berufe  itk 
mete,  fand   bald  Anerkennung,     Cr  wurde  im  Jahre    1856  Lehre/ 
an  der  Communal-OberreaUchule  in  Wien,   und,    nachdem  er  üi 
Jahre   1858  das  Staattüexamen  für  Oberreallehrer  mit    bestem  £f 
folge  bestanden,    wurde   ihm  in   demselben  Jahre    die  Directioc 
der  Oberrealschule  am  Bauernmarkte  in  Wien  anvertraut,  vrelchef 
Schule   er    in    kurzer  Zeit    durch    Heranziehung  ausgezeichneter 
Lehrkräfte,    sowie   durch  sein  eigenes  Wirken,  einen   sehr  gntej 
Ruf  erwarb.     Sein   Streben  war   jedoch    immer  eine  Lebrkanit» 
an  einer  Hochschule,    uamentlich  in  seinem  Vateriande  Bubmer 
zu  erhalten,    und  er  verwendete  seine   ganze  Müsse  auf  nlath^ 
matische    Studien.       Aus    dieser    Zeit    datirt     sein     Buch:    Die 
Gruudlehren  der  Zahlentheorie  1862,  soivie  einige  kleinere 
Aufsätze.     Als  mit  Schluss   des  Jahres  1862,    um  die   Reorg&Di* 
sirung  des  Landespolytechnikums  in  Prag  anzubahnen,  eine  zneitt 
Lehrkanzel  für  Mathematik  und  zwar  mit  böhmischer  Unterricht» 
spräche  daselbst  errichtet  wurde,  schlug  der  Lehrkörper  Gustav 
Skrivan  als   den  würdigsten  vor.    Er  erhielt   diese  Stelle  wirk- 
lich, übersiedelte  nach  Prag,  und  gab  sich  nun  ganz  mit  gewoh- 
tem  Eifer  seinem  neuen  Berufe   hin.     Er  machte  sieh   vor  Alleoi 
an*s  Werk,  dem  nunmehr  auftretenden  Bedürfniss  der  bOhroificheo 
Studirenden    nach   guten  mathematischen  Lehrbüchern  ßechouitg 
zu  tragen,   und  es  erschienen  von  ihm  im  Jahre  1864  ein  Lehr- 
buch der  analytischen  Geometrie,  und  im  Jahre  1865  seine 
Vorlesungen  über  algebraische  Analysis,    beide  io  büh* 
mischer  Sprache,  ausserdem  kleinere  Aufsätze  in  diesem  Archive, 
sowie  in  der  böhmischen  Zeitschrift:  Krok.     Ausserdem  nabiu  er 
grossen  Antheil   an   der  Durchführung   der  Reform  der   polytech- 
nischen Schule,  welcher  er  nun  angehörte.     Sein  Körper   warje> 
doch  den  vielfachen  Anstrengungen  nicht  gewachsen,  namentlicli 
schadeten  ihm  die  nächtlichen  Arbeiten,  und  er  musste  im  letzten 
Jahre  zu  wiederholten  Malen    längere  Zeit  wegen  obwohl  Dicht 
bedenklichen  Unwohlseins   seine  Vorträge    unterbrechen.    Im  No- 
vember 1865  begann  er  an  einem  Lehrbuch  der  Differenziafrech- 
uung  zu   arbeiten,    in   welcher  Arbeit  ihn    ein  heftiger    Blutsturz 
unterbrach,    der    ihn  aufs    Krankenlager  warf,   von   welcbem  «f 
zur  tiefsten   Betrübniss  seiner  zahlreichen  Schüler  und   Freunde 
leider  nicht  mehr  aufstand.     Die  königl.  böhm.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  wählte  Skrivan   zu  ihrem   ausserord.  Mitgliede, 
und   der  Lehrkörper  der  polytechnischen  Schule   wählte  iho  hei 
der   ersten  Wahl    der  Functionäre  zum  Vorstande   der  lageniear- 
Abtheilung.  K. 


Digitized  by 


Qoo^Q: 


UlerarUcner  Bericht  CLXKXL  3 

Geschichte  der  Mathematik   und   Physik. 

Sciences  inatheniatiques  et  pbysiques  chez  les 
Beiges  au  commencenieiit  du  X1X<^  siAcle;  par  Ad.  Que- 
telet,  Oirecteiir  de  rObservatoire  Royal  de  ßruxelles, 
etc.  etc.  ßraxelles,  H.  Tbiry.Van  Buggenhoudt,  Inipri- 
nieur  Editeur.     1866.    8. 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXV.  8.  3.  haben  wir  die  treffliebe, 
in  so  vielen  Beziehungen  das   grösste  Interesse  darbietende,    für 
die    Geschichte    der    Mathematik    im   Allgemeinen    sehr    wicbtige 
,,Histoire    des  sciences    matb^uiatiques  et   physiques 
chez  les  Beiges.     1864."  von  Herrn  Ad.  Quetelet  anzuzeigen 
da«  Vergnagen    gehabt.     In    der   Vorrede   zu    dem  vorliegenden 
neueren  Werke  sagt  derselbe  mit  grosser,  jeden  wahren  Gelehrten 
so  sehr  zierenden  Bescheidenheit,  dass  er  nicht  die  Absicht  ge- 
habt habe,  sein  früheres  Werk  für  das  laufende  Jahrhundert  fort- 
zusetzen,   vielmehr    habe    er    nur    Documente    sammeln    wollen, 
welche  später  die  Geschichte  der  mathematischen  und  physischen 
Wissenschaften    in   dem    jetzigen   Jahrhundert  zu   schreiben   be- 
nutzt werden   können.    Wie   dem  auch  sein   möge»    so   sind    wir 
doch  der  Meinung,  dass  Herr  Quetelet  in  seinem  jetzigen  Werke 
die  vielfachen  und  grossen  Verdienste,    welche  sich  die  neueren 
belgischen  Mathematiker  und  Physiker,  insbesondere  und  nament- 
lich   die  Mitglieder    der  „Classe  des  Sciences*'   der   mit    so 
grossem  Erfolg  wirkenden  Belgischen  Akademie  der  Wis- 
senschaften,   erworben  haben  —  wobei  auch    selbst    die  Ver- 
dienste  ausländischer  Gelehrten  nicht  unberücksichtigt  geblieben 
sind  —  so  vollständig  und   lehrreich  charakterisirt  und  gewürdigt 
bat,    dass   dadurch  allerdings  die  treflflichsten  Bausteine  Itir  eine 
künftige  Geschichte  der  mathematischen  und  physikalischen  Wis- 
senschaften in  dem  jetzigen  Jahrhundert  zusammengetragen  wor- 
den sind,  wodurch  diesem  Werke  auch  für  die  neuere  Geschichte 
der    genannten  Wissenschaften  überhaupt   eine  sehr   grosse  Be- 
deutung   gesichert    worden   ist,    so    dass    dasselbe  von    keinem 
Bearbeiter     derselben     entbehrt    werden     kann.      Zugleich    «ind 
die    einzelnen   Gelehrten,    deren    Leben,    wissenschaftliche    Ar- 
beiten   und   Verdienste    ausfäbrlich    raitgetheilt    und    besprochen 
werden,    so  vollständig  und  in  so   lebhafter  Weise  charakterisirt, 
so  viele  einzelne  Züge  aus  deren  Leben  sind  mitgetheilt  worden, 
dass  das  Werk  namentlich  auch  in  dieser  Rücksicht  das  höchste 
Interesse  gewährt,  und  von  Niemandem  ohne  die  grusste  Befrie- 
digung gelesen  werden  wird,    woran    auch    noch   ausserdem   die 
bei  Herrn  Quetelet    selbstverständliche  sehr   elegante  Sprache 
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and  meisterhafte  DarstelloDg  einen  wesentlichen  Antheil  haben. 
Neben  dem  niatheroatischeD  und  natunvisf^enschaftlichen  Interesse, 
welches  das  Werk  vorzugsweise  i»  Anspruch  nimmt,  bietet  das- 
selbe aber  auch  ein  weiteres  nnd  allgemeineres  Interesse  lur  die 
neuere  Geschichte  der  Wissenschaften  in  Belgien  überhaupt  dar, 
indem  in  demselben  auch  noch  viele  andere  Gelehrte,  die  aiit 
anderen  wissenschaftlichen  Gebieten  sich  verdient  und  berühmt 
gemacht  haben,  wie  z.  B.  der  Dichter  Baron  tod  Stassart,  der 
Philologe  und  Archäologe  Baron  von  Reii'fenberg,  u.  s.  w,  cha- 
rakterisirt  werden,  in  einer  Weise,  die  auch  das  Interesse  jedea 
Mathematikers  u.  s.  w.,  der  zugleich  ausserhalb  «eines  engeren 
wissenschaftlichen  Gebietes  auf  anderen  Feldern  sich  umxosehen 
gewohnt  ist,  in  Anspruch  zu  nehmen  in  hohem  Grade  geeignet 
ist;  ja  selbst  Hir  die  Geschichte  des  Vaterlandes  des  geehrten 
Herrn  Verfassers  überhaupt  scheint  uns  das  sehr  schone  Werk 
wegen  mancher  in  demselben  vorkommenden  historischen  Excurse 
keineswegs  ohne  Bedeutung  zu  sein. 

Wir  schliessen  mit    einer 'Uebersicht  des  Inhalts  des   in  so 
vielen  Beziehungen  so  sehr  zu  beachtenden  Werkes:  Iiivre  Pre- 
mier*   Etat  gön^ral  des  sciences,    p.  1—96.     Wir  kunnen 
uns  nicht  versagen,    den  Herrn  Verfasser  über  das,    was    er  in 
diesem  ersten  Buche  bezweckt  hat,    selbst  sprechen  zu   lassen; 
er  sagt  darüber  in  der  Vorrede,  p.  IL:  „Dans  le  premier  livre, 
j'appelle    1*  attention    sur    un   sujet    qui  ne   parait   pas  avoir  ^t^ 
suffisamment  ötudiö.     Par  suite  de  Tavancement  des  sciences,  il 
devient  facile  aujourd'hui  de  s'entendre  avec  d'autres  savants  et 
de  concerter    ensemble  ses  recherches  pour   ^lucider  nn   m^me 
point   scientifique,    contre    lequel  venait  Schoner  autrefois     toute 
la  capacit^  d'un  seul  homme,  quelle  que  füt  son  ardeur  au  travaii: 
je  citerai,  par  exemple,  les  perturbations  simultan^es  du  magn^- 
tisme  sur  les  diff^rents  points  du  globe  et  leur  mode  d'action  daas 
un  instant  donn^.    II  faut  ^videmment  substituer  ä  un   senl    ob- 
servateur,   quel  que  seit   son  m^rite,   une  reunion  d'observateurs 
actifs,   repandus  sur  les  diflf^rentes  parties  du  globe,    qui,  avec 
toute  l'attention  possibie,   constatent  les  m^mes  taits  d'apr^s  les 
m^mes  methodes  et  avec  les  mömes  Instruments.    Notre  Belgiqoe, 
si  ralentie  dans  sa  marche,    par    plusieqrs  causes  iodöpendantes 
d*elle,    a  6i4  Tuoe  des  nations  qui  est  entr<^e  avec  ie  plus  d*ar- 
deur  dans  cette    voie.    J  ai  t&ch^   de   faire  comprendre    ensnite 
quels  ont  M4  les  principaox  travauz  execnt^s  dans  ce  pays,  seit 
individuellement,  seit  collect! vement  et  en  dirigeant  l'attention  de 
plusieurs  savants  k  la  fois  vers  une  diricult^  qu'il  sagissait  d'^to- 
dier    et   de  surmonter/'     Der  Herr  Verfasser,    der    bekanntlich 
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selbst  so  sehr  und  nach  so  verschiedenen  Ricbtuni^en  hin  zur 
Förderung  wissenschaftlicher  Associationen  beigetragen  und  dafür 
in  Reinem  ganzen  Leben  gewirict  hat,  verbreitet  sich  darüber  in 
diesem  ersten  Buche  sehr  vollständig  und  in  höchst  lehrreicher 
Weise,  wobei  er  auch  die  verschiedenen  wissenschaftlichen  Ar- 
beiten, welche  vorzugsweise  auf  dem  Wege  der  Association  theils 
hervorgerufen,  theils  gefördert  worden  sind,  säramtlich  besonders 
hervorhebt  und  ausfuhrlicher  bespricht.  Dass  in  dieser  Beziehung 
die  Belgische  Akademie  der  Wissenschaften  einen  ganz  besonders 
hervorragenden  Platz  einnimmt,  ist  allgemein  genug  bekannt,  und 
daher  auch  vollständig  gerechtfertigt,  dass  Herr  Quetelet  derei 
Arbeiten  sowohl  im  Allgemeinen^  als  auch  die  ihrer  Mitglieder  im 
Besonderen  mit  grösserer  Ausführlichkeit  bespricht.  —  üiTre  II. 
■Sciences.  Savants  Beiges:  Charles-FrangQis  Le Prud'homme 
d'Hailly,  vicomte  de  Nieuport  —  Jean-Baptiste  Van  Mons. — 
Le  colonel  G. -P.  Dandelin.  —  Pierre- Fran^ois  V  er  hülst. — 
Gaspard-Michel  Pagani.  —  Jean-Guillaume  Garnier.  — Jacques- 
Ciuillanme  Crahay.  —  Pierre  Simons.  —  Fran^ois  -  Philippe 
Caorhy.  —  Antoine  Belpaire.  —  Jean  Kickx  p^re.  —  Jean 
Kickx  fils  —  Daniel-Joseph- Benoit  Mareska.  —  Henri-Goillaume 
Cvaleotti.  p.  97.— p.  316.  Ganz  besonders  machen  wir  die  Leser 
des  Archivs  auf  die  in  diesem  zweiten  Buche  gegebenen  sehr 
ausfuhrlichen  Lebensbeschreibungen  der  Mathematiker  und  Phy- 
siker: Vicomte  de  Nieuport.  p.  99.  —  p.  109.  Van  Mons. 
p.  JIO.— p.  137.  —  Colonel  Dandelin.  p.  138.— p  164.  —  Ver- 
hulst.  p.  165.  — p.  183.  —Pagani.  p.  184.  —  p. 202.  —  Gar- 
nier, p.  203.— p.  243.  —  Crahay.  p.  244.— p.  256.  aufmerksam. 
Jeder  wird  von  der  Lecture  derselben  mit  der  grussten  Befrie- 
digung und  grossem  Gewinn  an  seinem  historischen  und  litera- 
rischen Wissen  scheiden.  —  üivre  III«  Litte rateurs  et  Ar- 
tistes  Beiges:  Charles- Joseph -Emmanuel  V^an  Hulthem*  — 
Lonis-D($odat  Dewez.  —  Egide- Norbert  Cornelissen.  —  Phi- 
lippe Lesbroussart.  —  Goswin  -  Joseph- Augustin  baron  de 
Stassart.  —  Fr.- Aifg. -Ferd.-Th.  baron  de  Reiffenberg.  — 
Louis  -  Vincent  Raoul.  —  Jean  -  Theodore -Hubert  Weusten - 
raad.  —  Leonard  Pycke.  —  Philippe  ßernard.  —  Matthieu- 
Edouard  Smits.  —  Jean-Baptiste  Vap  Eycken.  p.  317.— p.  558. — 
üiirre  IT.  Savants  et  Litterateurs  ^trangers.  Leurs 
relations  avec  la  Belgique:  Dominique-Fran^ois-Jean  Arago. 
—  Le  baron  F.-H.-A.  de  Humboldt.  --  Alexis  Bouvard.  — 
Henri  -  Chr^tien  Schumacher.  —  Charles  •  Frederic  Gauss.  — 
Jean-Wolfgang  Goethe.  —  Vincent  Gioberti.  —  Frangois-Xa- 
vier*  Joseph  Droz. —  Thomas  -  Robert  Malthus.  —  Antoine- 
Reinhard  Faick.  —  D.-J.  Van  Ewyck  van  Oosbroek  en  de 
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Bilt.  —  Le  baron  de  Keverberg  de  Kessel,  p.  559. — p.  744 
Mugen  sich  in  diesem  vierten  Biich^  unsere  Leser  die  L*ehen^be- 
schreibimgen  der Mathematiicer und  Physiltcr  A  ra  g o.  p. 559. — 591.  ~ 
Humboldt,  p.592.— p.  607.  —  Bouvard.  p.  608.  -  p- 6-28.  - 
Schumacher,  p.  629.— p.  642.  —  Gauss,  p.643.— p.  655.  paoz 
besonders  empfohlen  sein  lassen. 

Wir  zweifeln  nicht,  dass  dem  trefflichen  und  höchst  interes- 
santen, auch  äusserlich  sehr  schein  ausgestatteten  Buche,  für 
dessen  Herausgabe  dem  Herrn  Verfasser  der  grosste  Dank  ge- 
bührt, die  so  sehr  verdiente  Beachtung  bald  in  den  weitesten 
Kreisen  zu  Theil  werden  wird. 


Arithmetik. 

Trattato  di  Algebra  Superiore  di  Giovanni  Novi, 
Professore  di  Algebra  Superiore  nella- R.  U  niversifa 
diPisa.  Parte  prima.  Analisi  algebrica.  Firenze.  Fe- 
iice le  Monnier.     1863.    8^. 

Leider  ist  es  uns  erst  jetzt  möglich  gewesen,    uns   auf  deo) 
Wege  des  Buchhandels   in  den  Besitz  dieses  Werkes  zu  setzen, 
und  die  Beziehungen  und  Verbindungen  zwischen  dem  deutschen 
und  italienischen  Buchhandel   müssen  in  der  That  noch  sehr  uo- 
vollkommen  sein,   wenn  —  wie  es  im  vorliegenden  Falle  uns  be- 
gegnet ist — in  Deutschland  fast  Jahre  lange  Bemühungen  notbi? 
sind,  um  sich  in  den  Besitz  eines  italienischen  Werkes  zo  setzen: 
je  wichtiger  aber  jetzt  gerade  auch  in  den  mathematischen   Wis- 
senschaften   die    sorgfältigste    Berücksichtigung    und     genaueste 
Kenntnissnahme    von    Aen  Bestrebungen    und  Arbeiten    so   vieler 
trefflichen    italienischen    Gelehrten    auf    dem    genannten     wissen* 
schaftlichen  Gebiete  iät:  desto  erfreulicher  ist  es,  in  der  neuesten 
Zeit  mit  Sicherheit  hoffen  zu  dürfen,  dass  auch  in  dem  erwähn- 
ten Missstande  bald  eine  nachhaltige  Besserung  eintreten  werde- 

Das  vorliegende  Werk  hat  uns  so  vieles  Interesse  eingeflusst, 
dass  wir,  wenn  auch  seit  seinem  Erscheinen  bereits  drei  Jahre 
verflossen  sind,  eine  ausführlichere  Anzeige  desselben  noch  (ur 
notbig  halten.  Der  uns  jetzt  vorliegende  erste  Theil  enthält  uch 
ter  dem  Namen:  „Analisi  algebrica^'  —  um  es  kurz  zu  sagen 
—  die  allgemeine  Lehre  von  den  Functionen  und  die  Theorie  der 
Reihen.  Ob  ein  zweiter  TheiL  erschienen  ist,  vermögen  wir  nicht 
zu  sagen,  weil  es  uns  bis  jetzt  nur  m«iglich  gewesen  ist,  in  den 
Besitz    des  ersten  Theils  zu    gelangen.    Es  lässt   sich    aber  mit 


Digitized  by 


Google 


uterarischer  BericiU  QLXXXh  7 

^ich/^rheit  annehmen,  dass  der  zireite  Tbeil  der  allgemeinen 
Theorie  der  Gleicbangen  und  deren  Aaflosiinf;  gewidmet  sein 
\vird>  und  wir  können  nicht  leugnen,  dass  v!\x ,  nach  der  in  dem 
ersten  Theile  uns  vorliegenden  schonen  Probe,  sehr  begierig 
sind,  diesen  zweiten  Theil  kennen  zu  lernen,  wenn  er  schon  er- 
schienen sein  sollte,  worüber  wir  unseren  Lesern  roöglichst  bald 
Ciienaueres  zu  berichten  suchen  werden. 

Was  nun  den  vorliegenden  ersten  Theii  im  Allgemeinen  be- 
trifft, so  können  wir  aus  vollkommenster  Ueberzeugung  versichern, 
dass  derselbe  durchaus  im  Geiste  der  neueren  strengen  Analysis, 
oder,  mit  anderen  Worten,  ganz  im  Geiste  Gauchy*s  verfasst  ist, 
dass  derselbe  aher,  wie  aus  der  nachfolgenden  ausführlicheren 
Inhaltsangabe  ersichtlich  sein  wird,  in  mehreren  Beziehungen  viel 
weiter  geht  als  die  classische  „Analyse  alg^brique''  des  ge- 
nannten grossen  Mathematikers,  auf  welcher  natürlich  alle  neue- 
ren Bearbeitungen  der  afgebraischen  Analysis  oder,  nach  älterer  Be- 
zeichnung, der  sogenannten  Analysis  des  Endlichen,  als  ihrer  Haupt- 
grundlage zunächst  fussen  müssen.  Die  Darstellung  und  Beweis- 
führung ist  überall,  ohne  zu  weitläufig  zu  sein,  vollkommen  streng 
und  evident^  was  bei  einem  Werke  dieser  Art  natürlich  bei  Wei- 
tem die  Hauptsache  ist,  weil  es  in  diesem  Falle  viel  mehr  eben 
auf  diese  völlig  stringente  Beweisführung,  als  auf  die  Neuheit  der 
Resultate  ankommt,  und  wir  können  in  dieser  Beziehung  dem 
Werke,  mit  besonderer  Freude  über  sein  Erscheinen,  nur  das 
grusste  Lob  ertheilen  und  es  unseren  Lesern  zu  sorgföltigster 
Beachtung  empfehlen,  indem  wir  überhaupt  der  Meinung  sind,  dass 
es  unter  den  wenigen,  in  diesem  strengen  Geiste  bis  jetzt  ver- 
fassten  Werken  eine  der  ersfen  Stellen  einnimmt,  der  mathema- 
tischen Literatur  zur  Zierde  gereicht,  und  als  Lehrbuch  von 
Neuem  den  Beweis  liefert,  dass  auf  den  italienischen  höheren 
Unterrichtsanstalten  in  allen  mathematischen  Wissenschaften  wahre 
wissenschaftliche  Strenge  und  Evidenz  als  das  Hauptziel  eines 
wahrhaft  Frucht  bringenden  Unterrichts  allgemein  angesehen 
wird. 

Diesem  allgemeinen  Urtheile  über  das  treffliche  Werk,  mit 
welchem  wir  dasselbe  nochmals  zu  sorgfältigster  Beachtung  em- 
pfehlen,  fügen  wir  die  folgende  Uebersicht  des  Hauptinhalts  bei: 

In  der  Einleitung  erläutert  der  Herr  Verfasser  in  völlig  deut- 
licher und  bestimmter  Weise  die  nöthigsten, Grundbegriffe  über 
beständige  und  veränderliche  Grössen,  Functionen  im  Allgemeinen 
und  die  verschiedenen  Arten  derselben,  u.  s.  w.  —  Das  Iste 
Kapitel  enthält  eine  kurze,  für  das  Folgende  aber  hinreichende 
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Darstellung  der  Lehre  von  den  Permutationen,  Combinationen  und 
Variationen.  —  Das  2te  Kapitel  ist  der  Lehre  von  den  com- 
plezen  Zahlen  geividmet,  mit  verschiedenen  lehrreichen  Anvi^en- 
düngen  auf  die  Summirung  endlicher  goniometrischer  Reiben  und 
auf  die  Bestimmung  der  Wurzeln  aus  der  positiven  und  negativen 
Einheit.  —  Das  3t e  Kapitel  betrifft  die  Gränzen  und  die  Sie- 
tigkeity  so  vrie  die  geometrische  Darstellung  der  Functionen,  wie- 
derum mit  verschiedenen  Anwendungen,  wie  u.  A.  den  Satz: 

_^  arcsinjg 

für  n  =  00.  •—  Das  4te,  5te,  6te  und  7te  Kapitel  enthalten 
eine  in  jeder  Beziehung  lehrreiche  und  sehr  vollständige  Dar- 
stellung der  allgemeinen  Lehre  von  den  sogenannten  unend- 
lichen Reihen»  natürlich  mit  ganz  besonderer  Rücksicht  auf  Coo- 
vergenz  und  Divergenz,  die  verschiedenen  Rechnungsarten  mit 
Reihen >  recurrirende  Reihen,  Doppelreihen,  Potenzreihen,  Bino- 
mial«  und  Polynomialreihen,  u.  s.  w.,  mit  einer  grossen  Anzahl 
sehr  lehrreicher  Special  •>  Untersuchungen,  so  dass  wir  die  ge- 
nannten vier  Kapitel  einem  Jeden ,  der  die  Lehre  von  den  Reihen  in 
ihrem  neuesten  Zustande  mit  hinreichender  Vollständigkeit  ken- 
nen lernen  will,  ganz  besonders  empfehlen  konneu.  <—  Das  8te 
Kapitel  enthält  die  Exponential-  und  logarithmischen  Reihen, 
und  das  9te  Kapitel  ist  den  circularen  und  hyperbolischen 
Reihen  gewidmet,  enthält  also  auch  eine  sehr  lehrreiche  Dar- 
stellung der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen.  —  Das  lOte 
Kapitel  enthält  verschiedene  speciellere  Untersuchungen  über 
die  Reihen,  mit  Vorausschickung  verschiedener  besonders  allge- 
meiner Sätze  über  die  Convergenz  der  Reiben.  —  Das  Ute  Ka- 
pitel ist  der  Theorie  der  Producte  mit  unendlich  vielen  Factoren, 
mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Untersuchungen  von  Gauss 
und  Heine,  gewidmet,  und  das  12 te  Kapitel  betrifft  die  Theo- 
rie der  analytischen  Facultäten  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die 
Arbeiten  von  Betti  und  Weierstrass. — In  dem  13ten  und  14ten 
Kapitel  endlich  hat  der  Herr  Verfasser  die  Theorie  der  conti- 
nuirlichen  Brüche,  ihre  Verwandlung  in  Reihen  und  umgekehrt, 
wie  es  scheint,  mit  besonderer  Vorliebe  und  gleichfalls  überaus 
lehrreich  und  vollständig,  auch  hier  immer  mit  besonderer  Rück- 
sicht auf  Convergenz  und  Divergenz,  behandelt. 
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Man  vrird  aus  dieser  Darlegung  des  lobaits  entnehmen,  dass 
der  Herr  Terfasser»  was  wir  noch  besonders  hervorzuheben  nicht 
unterlassen,  in  diesem  ausgezeichneten  Buche  alle  Arten,  wie 
Functionen  durch  in's  Unendliche  fortlaufende  Ausdrucke  darge- 
stellt werden  kunneu«  nämlich:  1.  durch  Verbindung  der  Glieder 
der  vorzugsweise  mit  dem  Namen  „Reihen'^  belegten  analytischen 
Ausdrücke  durch  Addition  und  Subtractioo;  2.  durch  Producte 
mit  unendlich  vielen  Factoren  also  durch  analytische  Ausdrücke, 
deren  in*s  Unendliche  fortlaufende  Glieder  durch  Multipilcatiou 
mit  einander  verbunden  sind;  3.  durch  die  sogenannten  conti- 
nuiriicben  Brfiche,  also  durch  analytische  Ausdrucke,  deren  in*s 
Unendliche  fortlaufende  Glieder  durch  Division  mit  einander 
verbunden  sind;  mit  ganz  gleicher  Vollständigkeit,  Gründlichkeit, 
Strenge  und  Sorgfalt  behandelt  hat,  was  in  gleicher  Welse  noch 
nicht  geschehen  sein  dürfte,  so  dass  also  auch  in  dieser  Rück- 
sicht das  Werk  die  wärmste  Empfehlung  verdient. 

So  bald  uns  der  zweite  Theii  zu  Gesicht  kommt,  werden 
wir  nicht  verfehlen,  unsere  Leser  sogleich  ausführlich  mit  demselben 
bekannt  zu  machen.  G. 


Physik, 

Zeitschrift  der  österreichischen  Geseilschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  G.  Jelinek  und  J.  Hann. 
I.  Band.    Nr.  5  — 12. 

Die  4  ersten  Nummern  dieser  neuen  sehr  verdienstlichen 
Zeitschrift  sind  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXIX.  S.  18.  von  uns 
angezeigt  worden.  Da  wir  uns  über  die  Entstehung  und  Tendenz 
derselben  an  diesem  Orte  schon  ausführlich  genug  ausgesprochen 
haben,  so  ist  es  nur  nuthig,  den  Inhalt  der  uns  jetzt  vorliegenden 
Nummern  5  —  12  des  ersten  Bandes  im  Allgemeinen  anzugeben, 
um  dadurch  von  Neuem  zu  zeigen,  wie  sehr  diese  neue  Zeit- 
schrift die  allgemeinste  Beachtung  und  Empfehlung  verdient,  wo- 
bei wir  uns  aber  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  auf  den 
Inhalt  der  jeder  Nummer  beigefügten  kleineren  Mittheilungen,  so 
viel  Interessantes  auch  gerade  diese  meistens  enthalten,  nicht 
einlassen  krmnen,  sondern  uns  mit  der  Angabe  der  grösseren 
Aufsätze  begnügen  müssen:  Die  Witterungs-Vorherbe- 
Stimmungen  der  (Pariser  Sternwarte.  —  Das  Aneroid 
als  Instrument  zur  Messung  der  Aenderungen  der 
Schwere.  Von  Sr.  Ezcellenz  B.  Freiherrn  vonWüllers- 
torf-Urbair.    Dieser   sehr   deutlich   verbsste  Aufsatz    des    be- 
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rühmten  Herrn  Verfassers  erläutert  in  8ehr  lehrreicher  Weise  die 
von  demselben  zuerst  gefasste  und  weiter  verfolgte  Idee,  ao.< 
der  Vergleichung  gleichzeitiger  mit  einem  Aneroid  und  einem 
Quecksilberbarometer  angestellter  Beobachtungen  die  Verände- 
rungen der  Schwere  auf  der  Erdoberfläche  zu  bestimmen;  wir 
empfehlen  Jedem,  der  sich  hiermit  näher  bekannt  machen  wilK 
diesen  Aufsatz  recht  sehr.  —  Ueber  eine  eigenth  Qmlicbe 
Trübung  des  Himmels  in  Sicilien  und  deren  Beziehuni; 
zum  Scirocco.  Von  Dr.  Rudolph  Edl.  von  Vivenot  jun. 
—  Ueber  die  grüssten  Regenmengen  in  Oesterreich. 
Von  Carl  Frttsch.  —  Ueber  die  Grösse  der  Verdun- 
stung in  Ofen.  Von  Dr.  Guido  Schenzl.  —  In  Nr.  10. 
S.  157. — S.  160.  giebt  Herr  Jelinek  unter  den  kleineren  Mitthei- 
lungen ausführliche  Nachricht  von  den  grossartigen  meteorologi- 
schen Einrichtungen  in  Italien  und  den  Arbeiten  der  verischiede- 
nen  Stationen,  so  wie  über  die  von  denselben  ausgehenden  tele> 
graphischen  Mittheilungen.  Es  sind  in  Italien,  grOsstentheils  an 
den  Küsten,  21  meteorologische  Stationen  errichtet,  nnd  deren 
telegraphische  Correspondenz  ist  am  1.  April  1866  eröffnet  wor- 
den. Die  Organisation  derselben  ist  der  in  Oesterreich  ähnlich. 
Wir  machen  auf  den  interessanten  Bericht  des  Herrn  Jelinek 
recht  sehr  aufmerksam. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  TAcad^mie  Royale  des  sciencos,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  ßelgique.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.CLXXV.  S.  13.) 

34««  Ann^e,  2'"«  S^r.  T.  XX.  Seconde  note  sur  de  noo- 
velles  illusions  d'optiqne,  par  M.  Delboeuf.  Rapport  de  M.  Pla- 
teau, p.  6.  —  Sur  les  paratonnerres  et  sur  quelques  experiencei^ 
faites  avec  Tetincelle  d'induction  et  les  batteries  de  Leyde;  pre- 
mi^re  note  par  M.  Meisen s.  p.  15.  —  Note  sur  T^tat  de  l'at- 
•mosph^re  h,  Bruxelles,  pendant-  Tann^e  1864;  par  M.  Ernest 
Quetelet.  p.  34.  —  Sur  les  propriöt^s  de  deux  droites  faisant 
avec  un  axe  fixe  des  angles  compl^mentaires;  par  M.  Van  der 
Mensbrugghe.  p. 60.  —  Seconde  note  sur  de  nouvelles  illusions 
d'optique.  Essai  d'une  th^orie  psychophysique  de  la  maniere 
dont  l'oeil  apprecie  les  grandeurs;  par  M.  j.  Delboenf.  p.70. — 
Sur  la  stabilit^  des  systemes  liquides  en  lames  minces,  deoxieme 
partie;  par  M.  Lamarle.  Rapport  de  M.  Plateau,  p.  220.  -- 
Note  sur  les  questions:  Les  pointes  des  paratonnerres  ont-elles 
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urie  action  präventive  notable?  Est-U  avantage^x  d*employer  des 
pointes  aigu^s  ou  des  pointes  multiples;  par  M.  F.  Duprez. 
p<'227.  —  Orages  du  niois  de  juillet  1855;  par  M.  A.  Quete- 
let.  p.  361.  —  M.  le  secretaire  perp^tuel  (A.  Qaetelet)  pre* 
sente  la  note  nnivante  sur  les  Apparitions  remarqnables 
d'^toiles  filantes  recoeillies  dans  diverses  chroniques  des 
ffiecles  passes,  par  M,  Alexis  Perrey.  p.  370.  —  Theorie  nou- 
velle  du  niouvennent  d*un  corps  libre;  par  M.  F.  Folie,  p.  435. — 
Eruption  du  Vi^suve  de  1631;  par  M.  H.  Le  Hon.  p.  483. 
(Sehr  interessanter  und  wichtiger,  56  Seiten  umfassender  Aufsatz). 
—  Observation,  k  Bruxelles,  de  l'^clipse  de  lune  du  4  octobre 
1865;  par  MM.  Ad.  et  £rn.  Quetelet.  p.  602.  —  l^toiles  Alan- 
tes observ^es  ä  Bruxelles»  le  10  aoüt  18^;  par  MM.  Ad.  Que- 
telet, Ern.  Quetelet  et  Hooreman.  p.  602.  —  Sur  les  orages 
observ^es  en  Belgique  pendant  le  mois  d'aoüt  1865,  par  M.  Ad. 
Quetelet.  p.  606.  —  Herr  Houzeau  theilt  p.614.  in  einem  Briefe 
»»Nou  velle  «Orleans,  13  aoüt  1865"  Bemerkungen  über  die 
Auflösung  der  Gleichungen  durch  Reihen  mit;  für  die  kleinste 
Wurzel  Xi  der  Gleichung  des  dritten  Grades 

x^  +  aar*  +  bx  +  c=:0 

giebt  er  die  folgende  Reihe: 

'''  ="  ~I  -r»  ''-  |^5(2«*-6)-5|J«(a*-6) 

-~  (14a*— 21ö«6+36«)-14  |Ji  (3/1«  —  6a*6  +26«) 

—  6~3(22ö«-65a*&  +  30a«6«-26») 

—  33^  a(l3a«— 39a*6-f30a«6«— 56»)- 


Sur  la  force  mnsculaire  des  insectes;  par  M.  Felix  Pla- 
teau. (Enthält  interessante  und  möglichst  genaue  Messungen 
der  Kraft  der  Insekten  mit  einem  besonders  construirten  Dyna- 
mometer.) p.  732.  —  l^toiles  filantes  de  novembre  1865;  avec 
iine  note  de  M.  Secchi  k  M.  Ad.  Quetelet.  p.  814.  —  Au- 
rores  boreales  observ^es  ä  Christiania  pendant  L'^t^  et  Tautomne 
de  1865.  (Lettre  de  M.  Chr.  Haust een  k  M.  Ad.  Quetelet.) 
p.  816«  —  Comparaison  des  pouvoirs  refringents  et  calorifiques 
de  certains  gaz;  par  M.  Ch.  Montigny.    p.  855. 

a^xN»  Annäe,  2»*«  S^r.  T.  XXI.    Sur  les  ätoiles  filantes  du 
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10  aoüt  et  du  mois  de  novembre  1865,  ob^servees  aux  ^tats-Unis- 
Lettre  de  M.  Newton,  de  New-Haven,  äM.  Ad.  Queteiet«    p.  12. 

—  Note  sur   l'int^gration  dun   Systeme   d'eqaations   homogenem; 
par  M.  E.  Catalau.     p. 25.  —  Note    sur    la    rotation    du    soleil; 
par  M.  F.  Dauge.     Rapport  de  M.  Sc  haar.    p.  80.  —  Sor  Fetat 
de  Fatmosphdre»  a  Bruxelles,  pendant  Tanoee  1865;  par  M.  Cr- 
n  e  8 1  Q  u  e  t e  1  e  t.   p.  82.  -—  Note  8iir  la  teniperatore  de  janvier  1866, 
ä  Gand;  par  M.  Uuprez.    p.  130.  —  Faut-il  terminer  les  para- 
tonnerres  par  des  pointes  ou  par   des  boulesi    Lettre  adressee 
par  M.  P eitler  ä  M.  Ad.  Quetelet.    p.  132.  —  Note  aar  la 
rotation   du  soleil»    par  M.  Daage.    p.  142.  —  Perturbations   de 
la  d^clinaison  magn^tiqae,  observees  dans  les   lignes  telegraphi* 
qoes    de  Belgique   et    de    France  et    daos   les  Observatoires  de 
Bruxelles    et   de  Paris,    le  21   f^vrier  1866.    p.  216.  —  Sor   les 
tremblements  de  terre  en  1864,  avec  supplenients  pour  lea  ann^s 
1843  ä  186;^;  par  M.  Alexis  Perrey.     Rapport  de  M.  Dupres. 
Rapport  de  M.  Ad.  Quetelet.    p.  264.  —  Perturbatioii  roagn^tiqoe 
ä  Christiania   le  21  fevrier   1866;    lettre  de  M.  Hansteeo  a  M. 
Ad.  Quetelet«     p.  280.  —  Ph^oonienes   atmospheriques   remar- 
quables  observ^s  ä  Tobservatoire  de  Bruxelles  au  commeocement 
de  1866,    par  M.  Em.  Quetelet.    p.  283.  —  Determination  ra- 
tionelle des  nombres  de  la  gamme  chromatique ,  par  M.  J.  Del- 
boeuf.     Rapport  de  M.  Gloesener.     p.  313.  —  Determination 
rationelle  des  nombres  de  la  gamme  chromatique,  par  M.  J.  Del- 
boeuf.    p.  339.  —  Discussion  et   räalisatlon  expärimentale  d*une 
surface  particuliere  ä  courbure    moyenne  nulle,    par  M.  G.  Van 
der  Mensbrugghe.    Rapport  de  M.   Lamarle.    Rapport  de  M. 
Catalan.    (Betrifft    die    von   Scherk  im   Jahre  1835*)   auf  die 
Gleichung 

4sinin2  =  ^(e"' -«-"«)(«"•»  —  €-"•»), 

wo  m  eine  Constante  bezeichnet,  zurückgeführte  Fläche.)     p.  530. 

—  Note  sur  la  nouvelle  Atolle  changeante  de  la  couronne  bori^ale, 
par  M.  Ern.  Quetelet.  (Zu  Brüssel  angestellte  verdienst- 
liche Beobachtungen  dieses  merkwürdigen  Sterns,  und  Mittbei- 
lung  anderer  Beobachtungen.)  p.  535.  —  Discussion  et  realisa- 
tion  expi^rimentale  d'une  surface  particuliere  ä  courbure  mo^'enne 
nulle;    par  M.  G.  Van  der  Mensbrogghe.    (S.  oben.)    p. 552. 

Am    7ten    Mai    1866    feierte     die    Kuniglich    Belgische 
Akademie  der  Wissenschaften  das 


*)  Bemerkungen  über  die  kleinste  Fläche  innerhAlb  gegebener  Grüa- 
zen.     Journal  von  Grelle.     Tbl.  Xlll.  S.  186. 
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»»Ciiiquantieme  Anniversaire   de    la  reconstitution    de 

TAcadämie" 

in  einer  feierlichen  Sitzuag  aller  drei  Klassen.  Der  Präsident 
der  Akademie  Herr  Cb.Faider  hielt  die  p.457— p.474  mitgetbeilte 
Festrede 9   in  welcher  er  das  Thema  behandelte: 

„Leopold  I^  et  la  royaut^  beige" 

und  in  der  er  io  beredten  Worten  die  Verdienste  and  die  ganze 
Persönlichkeit  des  edlen,  nor  erst  vor  Kurzem  geschiedenen  Mo- 
narchen schilderte. 

Nach  Herrn  Faider  ergriff  Herr  Ad.  Qaetelet  das  Wort 
und  sprach: 

»,Sur  les  travauz  d*ensemble  de  TAcad^mle  royale 
et  sar  les  relations  avec  les  Soci^t^s  savantes  ^tran- 
geres,   pendant  le  demi-si^cle   qui  vient  de  s'öcouler" 

auf  welche  historisch  und  literarisch  sehr  zu  beachtende  Rede 
wir  unsere  Leser  noch  besonder«  asfmerksam  zu  machen  nicht 
unterlassen  wollen. 


Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti 
delle  universit^  italiane,  pnbblicato  per  cura  del  Pro- 
fessore  G.  Battaglini.  Napoli.  (S.  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXIX.  S.  21.) 

Anno  IV.  Luglio  e  Agosto  1866.  Dimostrazione  di  al- 
cune  formole  del  Sig.  Lioayille;  per  C.  M.  Pinma.  p.  193.  — 
Ricerche  ulteriori  sulla  rotazione  di  un  sisteroa  di  tre  masse  che 
verificano  la  legge  delle  aree;  per  A.  de  Gasparis,  p.  202.  — 
Note  sar  les  series  de  conrbes  ä  double  coarbnre;  par  E.  de 
Jonqnldres,  p.  210.  —  Note  poar  le  Giornale  di  Matematiche; 
par  E.  de  Jon  qui  ^r  es.  p.  212.  -^  Sopra  una  curya  di  terza 
classe  e  dl  qoart'ordine;  par  G.  Battaglini.  p.  214.  —  Saggio 
elementare  di  Geometria  della  sfera;  per  P.  Gassani.  p.  223.  — 
Tre  teoremi  sul  cerchio  dei  9  pnnti;  per  L.  Rajola.  p.  238. — 
Questione.  p.  239.  •—  Dimostrazione  di  an  teorema  proposto  nelF 
Edacational  Times;  per  L.  Rajola.  p.241.  —  Nota  sali' equa- 
zioni  differenziali  che  sj  presentano  nei  problemi  di  Meccanica; 
per  R.  del  Grosso,    p.  243. 


Sitzungsberichte    der   kSnigl.  böhmischen   Gesell- 
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Schaft  der  Wissenschaften  in  Prag.    (Vergl.  Lite  rar.  Ber 
Nr.  CLXXVIII.  S.  17.) 

Jahrgang  1865.  Juli  —  December.  S.  39.  UerrNofvai 
trug  eine  hydrologisch  «meteorologische  Studie  vor  unter  dem 
Titel:  Ein  Streifzug  über  den  dunklen  Grund  der  nas- 
sen und  trockenen  Jahre. -^  S.  44. — 8.62.  Herr  Dasti« 
hielt  einen  freien  Vortrag:  Ueber  das  Zustaudekomnieb 
der  räumlichen  Gesichtsanschauung,  unter  Berück- 
sichtigung der  physiologischen  Mitbedingungen.  (Die> 
ser  Aufsatz  scheint  uns  namentlich  in  psychologischer  und  phy- 
siologischer Rücksicht  recht  sehr  Beachtung  zu  verdienen.)  — 
S.  62.  Herr  Pozdgna  (als  Gast)  trug  einen  auf  specielle  Beob- 
achtungen basirten  Commentar  zur  modernen  Quelleo- 
theorie  Vor.  (Nur  im  Auszuge  mitgetheilt.)  — 8.93.  —  S.  96. 
Herr  Fr.  Stolba  (als  Gast)  hielt  einen  Vortrag  Gber  die  Dar- 
stellung von  Sauerstoffgas  aus  Chlorkalk  und  über  ein 
Verfahren  diessGas  in  Flascjien  aufzufangen.  (Beides, 
besonders  das  letztere  deutlich  beschriebene.  Verfahren ,  scheint 
auch  bei'm  Unterrichte  nützliche  Anwendung  finden  zu  können, 
und  wird  daher  hier  darauf  hingewiesen.) 

Nachträglich  bemerken  wir,  dass  in  der  Anzeige  von  Jahr- 
gang 1865,  Januar- Juni,  (S.  68.),  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXVIII. 
S.  17.  durch  ein  Versehen  auf  den  längeren,  der  Mitthellung  wohl 
werthen  Vortrag  hinzuweisen  unterblieben  ist,  den  Herr  Joseph 
Wesely  (als  Gast)  über  sein  Verfahren  elementarer  Be- 
stimmung der  Trägheitsmomente  mittelst  Anwendung 
von  Summenreihen  hielt. 

Jahrgang  1866.  Jänner— Juni.  8.18.  Herr  Prof.  Franz 
Tilscher  (als  Gast)  hielt  einen  demonstrativen  Vortrag  fiber 
einige  Sätze  aus  der  descriptiven  Geometrie.  —  S.  41 — 
S.  61.  Herr  Alois  Nowak  hielt  einen  (hier  vollständig  mitge- 
theilten)  Vortrag:  Ueber  die  Natur  und  meteorologische 
Bedeutung  des  Grundwassers. 


Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.    (Bis  Nr.579  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXL  S.22.) 

Aus  dem  Jahre  1865.  Nr. 580.— 602.  —  H.  Wild:  Bericht 
der  meteorologischen  Centralstation  in  Bern  vom  Jahre  1864. 
8.37.  —  S. 54.  —  fl.  Wild:  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in 
Bern  aus  den  Jahren  1863  —  1864.  I.  Astronomische  Beob- 
achtungen;   II.    Magnetische    Beobachtungen,    8.  64. -^S.  73. — 
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Professor  Dr.  Perty:  Ceber  Secchi's  in  Rom  Abbildung  des 
grossen  Sonnenfleckeos  vom  Februar  1865.  Betrifft  eine  merk- 
würdige pbotographische  Abbildung  des  genannten  grossen  Son- 
nenfleckeusy  welcher  von  dem  berühmten,  seit  einer  Reihe  von 
Jahren  eifrig  mit  Sonnenbeobachtungen  beschäftigten  Secchi  in 
Rom  im  grossen  Refractor  von  9  Zoll  Oeffnung  und  14  Fuss 
Brennweite  de8  Collegio  Romano  in  Rom  gesehen  wurde.  S.  74. 
—  S.  78.  —  R.  Lauterbergy  Ingenieur:  Bericht  zu  den  Pegel- 
beobachtungen  der  Aar  in  Bern  und  Tbun  vom  1.  Mai  1864  bis 
I.  Mai  1865.  (Für  solche  Beobachtungen  und  deren  Benutzung 
jsebr  lehrreich.)  S.  79.  —  S.  96.  —  Friedrich  Geiser,  Docent 
am  eidgenössischen  Polytechnikum :  Ueber  eine  geometrische  Ver- 
wandtschaft zweiten  Grades.  GJn  Bezug  auf  einen  festen  Punkt 
P  und  einen  festen  Kegelschnitt  K  kann  jedem  Punkte  p  in  der 
Ebene  ein  anderer  pi  zugeordnet  werden,  indem  man  die  Ge- 
rade pP  zieht,  welche  K  in  ki  und  k^  schneiden  möge,  und 
nun  zu  p,  kl  und  k^  den  vierten  harmonischen  p  zugeordneten 
Punkt  pi  construirt.  Einem  Punkte  p  entspricht  im  Allgemeinen 
stets  ein  und  nur  ein  Punkt  pi,  während  diesem  wiederum  der 
ursprüngliche  p  conjugirt  ist;  die  aufgestellte  Beziehung  ist  also 
eindeutig  und  reciprok."  Diese  Beziehungen  betrifft  der  vorlie- 
gende Aufsatz.)  S.97.— S.  107.  —  Professor  Dr.  Perty:  üeber 
das  neue  Marine  -  Doppelfernruhr  von  Herrn  Sigmund  Merz  in 
München  (Oeffnung  der  Objective  11  Linien;  Brennweite  4iZoll; 
Sehfeld  3  Grade;  Vergrosserung  wird  auf  10  Mal  augegeben, 
ist  aber  wirklich  fast  12  Mal;  die  Oculare  sind  die  gewöhnlichen 
Fraunhoferschen ,  aus  4  Gläsern  bestehenden;  die  mechanische 
Arbeit  ist  sehr  vorzüglich;  Preis  180  Fr.).    S.  139.— S.  140. 


Sitzungsberichte  der  konigl.  bayerischen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zu  München.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  lNr.CLXXVIll.S.17.). 

r 

1866.  1.  Heft  1.  Enthält  in  den  Kreis  des  Archivs  gehö- 
rende Aufsätze  nicht.  Sehr  interessant  sind  aber  die  Aufsätze 
von  Nägeii:  a)  die  abgeleiteten  Pflanzenbastarde.  S.  71;  b)  die 
Theorie  der  Bastardbildung.    S.93. 

1866.  I.  Heft  IL  Enthält  in  den  Kreis  des  Archivs  ge- 
hörende Aafsätae  nicht 

1866.  1.  Heft  III.  Zu  unserem  grossen  Bedauern  ist  uns 
dieses  Heft  nicht  zugegangen,  vielleicht  in  Folge  des  Krieges, 


Digitized  by 


Google 


16  Uterarischer  Bericht  CLXXXL 

was  wir  um  so  mehr  beklagen,  weil  dasselbe  Necrologe  von 
Baumgartnery  Bond  and  Eocke  enthält.  Vielleicht  dürfen  wir 
uns  einer  späteren  Zusendang  dieses  uns  sehr  interessanten  Hefte« 
erfreuen. 

1866.  1.  Heft  IV.  Wir  machen  dringend  aufmerfujun  auf 
den  Aufsatz:  Nägeli:  Ueber  die  Theorie  der  Capillaritlt  S.597. 
—  S.627. 

1866.  II.  Heft  L  Enthält  in  den  Kreis  des  Archivs  ge- 
hurende  Aufsätze  nicht. 


Berichtigungen. 
Tbl.  XLV.  S.  238.  Z.  11  y.  n.    am  Ende   dieser  Zeile  ist  das   auagdasseiie 
Wort  „nenne"  belzuAlgen. 

Tbl.  XLV.  Hft.  4.  8.  887.  Z.  ö.  v.  u.  ist  statt  „US©  C."  zu  setzen:  „— US»  C- 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

LeMessähat  de  Mohammed  ben  Moossaal  Khärezmi. 
Extrait  de  son  Alg^bre.  Traduit  et  annot^par  Aristide 
Marre.  2«^dition  revue  et  corrig^e  aur  le  texte  arabe 
publik  par  Rosen.  Rome.  Impriroörie  des  sciences 
roatbämatiqaes  et  physiques.     1866.    4^. 

Aboa  Abdallah  Mohammed  ben  Monssa  AI  Kb4* 
rezmi  ist  der  älteste  arabische  Algebrist,  Ibn  Khaldoün 
erklärt  ausdröcklich,  dass  Abou  Abdallah  AI  Khftrezmi 
unter  den  Arabern  der  erste  war»  welcher  üb^r  die  Algebra 
schrieb.  Die  gelehrte  nnd  interessante  Vorrede  enthält  weitere 
historische  Nachrichten  über  diesen  arabischen  Mathematiker. 
Sein  hierher  gehurendes  Werk  führt  den  Titel:  ,,Kit&b  al 
mokbtessar  fi  hissAb  aldjebr  oaa'l  mok&balab,  nod  ist  om 
das  Jahr  820  der  christlichen  Zeitrechnung  auf  den  Wunsch  des 
Chalifen  AI  Mamoun  verfasst  Im  Jahre  1831  lieferte  Rosen 
den  ganzen  algebraischen  Text  nebst  einer  englischen  Ueber- 
setzung.  Nach  dieser  ist  die,  in  zweiter  Auflage  hier  vorlie- 
gende franz5sische  Uebersetzung  des  auf  die  Geometrie  bezüg- 
lichen Kapitels:  ,.Bäb  al  roessähat"  von  Herrn  Aristide 
Marre  gefertigt,  wofür  derselbe  jedenfalls  den  Dank  aller  derer 
verdient,  die  aus  der  Geschichte  der  Mathematik  ein  besonderes 
Studium  machen,  denen  wir  daher  diese  Schrift  recht  sehr  zur 
Beachtung  empfehlen.  In  einer  grosseren  Anzahl  von  Noten 
sind  die  gegebenen  algebraischen  Auflosungen  geometrischer 
Aufgaben  von  dem  Herrn  Debersetzer  erläutert. 

Thl.lCLVI.Hft.  2.  2 


Digitized  by 


Google 


2  Werariscäer  Bericht  CLXXXIL 

Brani  dell*  Aritmetica  d'Elia  MIsracbi.  Tradotti 
dair  Ebraico  cod  alcune  note.  Lettera  IV.  di  M.  Stein- 
schneider a.  D.  B.  Boncompagni.  Roma.  Tipografia 
delle  scieoze  matematiche  e  fisiche.    1866.    4^. 

Elia  Misrachi  oder  Hizrabi  (d.  b.  ein  Morgenländer, 
setzt  der  Herr  Herausgeber  hinzu)  war  gegen  Ende  des  ISteo 
Jahrhunderts  Rabbiner  in  Constantinopel ,  und  starb  1522  oder 
1527.  Der  Brief  an  den  Fürsten  Herrn  B.  Boncompagni  ent- 
hält weitere  sehr  interessante  literarische  und  historische  Nach- 
richten über  denselben,  auf  die  wir  unsere  Leser  recht  sehr  zu 
verweisen  uns  erlauben.  Von  seiner  ,,Arithnie(ik"  (Buch 
von  der  Zahl)  liefern  die  hier  aus  derselben  gegebenen  Mit- 
theilungen ein  anschauliches  Bild,  weshalb  auch  diese  Schrift 
jedenfalls  ein  mit  Dank  aufzunehmender  Beitrag  zur  Geschichte 
der  Mathematik  ist. 


In  einem  Auszuge  aus  den  Bulletins  de  TAcad^mie 
R.  de  firuxelle«.  2"«>  s^r.  t.  XX(I.  n««  9  et  10. 1866.  hat  Herr 
Ad.  Quetelet  zwei  höchst  Interessante  Briefe  Kaiser  Karl' s  V. 
an  FranQois  Rabelais  mitgetheilt,  welche  er  der  Güte  des 
Herrn  Chasles  verdankt«  Diese  Briefe  zeigen,  wie  sehr  der 
grosse  Kaiser  sich  auch  für  die  Wissenschaften  interessirte,  wes- 
halb wir  uns  erlauben,  dieselben  nachfolgend  unseren  Lesern  mit- 
zutheilen: 

,>Halstre  Rabelais, 

Vous  qu'avez  Tesprit  fiu  et  subtil,  me  pourriez  vous  sati« faire? 
J*ay  promis  1000  escus  k  celuy  qui  tronvera  la  quadrature  du 
cercle,  et  uul  matb^maticien  n'a  pu  resoudre  ce  problesme.  J'ay 
pense  que  vous  qui  estes  ingönleuz  en  toutes  choses  me  satis* 
feriez;  et  si  le  faictes,  forte  recoropeose  en  recevrez.  Dien  vooa 
vienne  en  aide.'' 

„Ce  X  septembre  1542.'* 

„C  h  a  r  I  e  s." 

A  maistre  Francois  Rabelais,  docteur  en  toutes  scIences 
et  bonnes  lettres. 

Ferner: 

„Maistre  Rabelais,  je  suis  moult  surpris  de  ce  qne  ne 
m'avez  encore  fait  response  ä  la  proposition  que  je  vous  ay  faite 
touchant  la  quadrature   du  cercle.    Est«ce  que  reellement  cetle 
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chose  serait  impossible  k  resondre?  Hais  qaant  ainsy  serait ,  je 
pryeray  voos  me  faire  response  quelle  quelle  soit,  vous  uignorea 
pas  qa'elle  sera  tonjours  bien  venue  de  moy.  Je  l'attens  douc 
par  le  porteur  diceJIe,  et  me  ferez  plaisir.     Adieu.'* 

^Charles." 
A  maistre  Fr«  Rabelais. 

Also  selbst  Karl  V.  ioteressirte  sich  lebhaft  fiSr  die  Qua- 
dratur des  Kreises!  Das  Weitere  muss  man  a.  a.  O.  in  den 
interessanten  Aufsätzen  der  Herren  Ad.  Quetelet  undGachard 
nachsehen 9  wobei  wir  freilieh  bemerken  müssen,  dass  Herr 
Gachard  Zweifel  rücksichtlich  der  Echtheit  dieser  Briefe  erhebt, 
die  aber  auf  der  anderen  Seite  von  Herrn  Ad.  Quetelet  mit  sehr 
triftigen  Gründen  in  einer  interessanten  AusfQhruug  vertheidigt  wird. 


Arithmetik. 

Sehr  wichtige  Uterarische  Nachricht 

Herr  Professor  Bierens  de  Haan  an  der  Universitftt  zu 
Leiden  hat  die  Gute  gehabt,  uns  die  interessante  und  wichtige 
Nachricht  zu  geben,  dass  von  seinen  Tafeln  der  bestimmten 
Integrale,  durch  welche  er  der  Wissenschaft,  namentlich  der 
Integralrechnung  und  deren  allseitigster  Anwendung,  einen  so 
grossen  Nutzen  gebracht  hat,  in  kurzer  Zeit  eine  neue  Ausgabe 
erscheinen  wird,  auf  die  wir  unsere  Leser  durch  die  ftlittheilung 
des  wesentlichen  Inhalts  der  folgenden,  von  dem  Herrn  Verfasser 
selbst  mit  besonderer  Güte  uns  gegebenen  vorläufigen  Nachricht 
am  besten  aufmerksam  machen  können.  Wir  sehen  diesen  neuen 
Tafeln,  die  jedenfalls  wie  die  älteren  auch  unter  den  besonderen 
Auspicien  der  Königlich  niederländischen  Akademie  der 
Wissenschaften  publicirt  werden,  mit  dem  grOssten  Verlangen 
entgegen,  und  sprechen,  so  wie  dem  Herrn  Verfasser  selbst,  auch 
der  vorher  genannten  gelehrten  Körperschaft ,  für  die  Publication 
dieses  neuen  wichtigen  Werkes  schon  jetzt  unseren  wärmsten 
Dank  aus.  G. 

Die  zweite  Auflage  meiner  „Tafeln  der  bestimmten 
Integrale"*)  —  (schreibt  uns  der  Herr  Verfasser)  —  wird  hof- 
fentlich bald  unter  dem  Titel: 


*)  M.  «.  die  aaafährliche  Anzeige  Litcrar.  Ber.  Nr.  CWVl.   S.  81 
(Thl.  33.). 

2* 
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5,Noavelle8  Table«  d'lntögraies  D^finies*' 
erscheinen,  (cb  glaube  diese  zweite  Aoflage  mit  Recht  »»Veae 
Tafeln*'  nennen  so  dürfen.  Denn  unter  etwa  8200 Formeln  Jcommeo 
nur  ungeföhr  SO^/^  aus  den  älteren  Tafeln  vor;  20^/o  sind  in  meinem 
,,Expo8^  de  la  thäorie  etc.  des  Integrales  d^finies  (Abb. 
der  K.  Akademie  der  Wiss.  Amsterdam,  Bd.  YIII.)T 
abgeleitet^  und  die  übrigen  30%  finden  sich  in  mehreren  anderen 
Abhandlungen  und  Arbeiten  von  mir.  ungeachtet  der  jetzigen 
sehr  grossen  Anzahl  von  Integralen  nehmen  doch  die  neoen 
Tafeln  ungefähr  denselben  Raum  ein  wie  die  filteren,  was  aof 
folgende  Art  zu  ermöglichen  gewesen  ist. 

P.  Von  der  Beifügung  der  Literatur  ist  in  den  neuen  Tafeln 
abgesehen  worden ;  fiir  diese  bleiben  die  älteren  Tafeln  eine«  wie 
ich  hoffe,  gute  Dienste  leistende  Quelle.  So  viel  als  möglich 
ist  aber  in  den  neuen  Tafeln  doch  auch  auf  mein  oben  erwähntes 
Memoire  in  Band  VIII.  hingewiesen  worden,  und,  wo  dies  nicht 
möglich  war  oder  ausreichte,  auf  Band  IV  (Tables  d'Inti^grales 
d^finies),  was  somit  rücksichtlicb  der  Quellenangabe  wohl  als  ge- 
ndgend  wird  angesehen  werden  können. 

2^.  Die  specielleren  Formeln  sind  den  allgemeineren  unterge- 
ordnet und  nur  dann  angeführt  worden ,  wenn  sie  als  fdr  den 
Gebrauch  ein  wesentliches  und  besonderes  Interesse  darbietend 
angenommen  werden  konnten.  Eben  so  sind  die  Integrale  ganz 
übergangen  worden,  welche  steh  unmittelbar  und  ohne  Weitere« 
aus  den  entsprechenden  allgemeinen  oder  unbestimmten  Integralen 
ableiten  lassen« 

Durch  alle  diese  Mittel  ist  eine  sehr  grosse  Raumersparniss 
bewirkt  und  es  auch  möglich  gemacht  worden»  die  erforderliche 
Literatur  nothigenfalls  mit  Rücksicht  auf  Band  VIII.  und  Band  IV. 
(S.  vorher)  leicht  nachschlagen  zu  kOnoen. 

Der  Druck  ist  bereits  bis  zum  70sten  Bogen  vorgeschritten 
und  wird  der  niederländischen  Typographie  alle  Ehre  machea. 


Geometrie. 

Mathematische  Unterhaltungen.  Heraugegeben  vom 
Oberstudienrath  Dr.  Riecke.  Erstes  Heft.  Stuttgart. 
Aue.  1867.   8». 


*)  M.  ••  die  aDsfährli«:be    Anveige   dieaea  ,.l2xpoa^*'  im  Lilerar. 
Ber.  Nr.  CLVI.   S.  1.   (Tbl.  39). 
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Dieae  Schrift  eines  sehr  würdigen  Veteranen  der  Wlssen- 
Bchaft  enthält  (wenigstens  vorzugsweise)  eine  SammluDg  geo- 
metrischer Aufgaben  9  theils  bekannter,  theils  unbekannter,  für 
die  theilweise  recht  nette  Auflösungen  durch  Construction  ge- 
geben werden.  Eine  solche  sehr  liGbsche  Construction  ist  z.  B. 
auf  S.  126  und  8.  127  för  die  Kapff'sche  Aufgabe*):  ,,Wenn 
4  Punkte  A,  B,  Cy  D  auf  einer  Geraden  gegeben  sind^  so  soll  der 
geometrische  Ort  eines  Punktes  K  gefunden  werden,  von  welchem 
aus  die  Linien  AB  und  CD  unter  gleichen  gegebenen  Winkeln  er- 
scheinen^'  gegeben  worden.  Wir  bitten  namentlich  auch  Lehrer  der 
Mathematik,  das  Schriftchen,  weiches  von  seinem  würdigen  und' 
verdienstvollen,  bereits  in  den  Ruhestand  getretenen  Verfasser, 
als  eine  Frucht  seiner  Müsse  mit  grosser  Anspruchslosigkeit  der 
Oeffentlic4ikeit  übergeben  wird,  nicht  unbeachtet  zu  lassen;  sie 
werden  darin  manches  für  ihre  Zwecke  Brauchbare  finden.  Möge 
der  Herr  Verfasser  bald  ein  zweites  Heft  folgen  lassen. 

Zur  Bestimmung  des  Dreiecks  aus  Eckentransver- 
salen. Eine  mathematische  Aufgabe,  behandelt  von 
Conrector  Dr.  Mohring.     Aurich.    1866.  4<>. 

Die  Bestimmung  des  Dreiecks  ans  Ecken  transversalen  Ist  in  die- 
ser Schrift  mit  grosser  Ansfährlichkeit sowohl  im  Allgemeinen  als  auch 
rScksichtlich  besonderer  Fälle  behandelt  worden,  und  dieselbe  ent- 
fallt einen  grossen  Reichthum  von  Formeln.  Auf  Einzelheiten  können 
wir  bei  einer  solchen  Schrillt  hier  natürlich  nicht  eingehen,  glauben 
aber  dieselbe  wohl  allen  denen,  die  sich  ffir  solche  elementare 
Untersuchungen  interessiren,  zur  Beachtung  empfehlen  zu  dürfen. 

Nonvelle  Etüde  algebriqne  des  lignes  et  snrfaces 
du  second  degre.  Par  Georges  Dostor,  Docteur  ^s- 
sciences  mathematiques,  Professeur  au  Lyc^e  Impe- 
rial de  la  R^union.  Premiere  Partie.  Ellipse  et  Hy- 
perbel e.  Eztrait  du  Bulletin  de  laSoci^tö  des  Sciences 
et  Arts  de  la  Ri^nnion.  Saint-D^nis  (Reunion).  Imp. 
lithographique  et  typographique  de  A.  Roussin.  Rae 
de  l'äglise.  96.  -  Paris.    Gauthler- Villars.     1866. 

Der  Herr  Verfasser,  welchem  das  Archiv  (z.  B.  Tbl.  XXVI.) 
mehrere  sehr  werth volle  Beiträge  verdankt,  jetzt  „Professeur 

*)  Der  am  13*  Ociober  1844  gestorbene  Oberttadienrath  Heinrich 
ChrUtiao  Kap  ff  in  Stattgart  legte  dieae  Aufgabe  im  Jahre  1842 
mehreren  Freunden  vor  und  erweiterte  dieaelbe. 


Digitized  by 


Google 


6  UteraHiCher  Bericht  CLXXXIL 

au  Lycee  Imperial  de  la  R^anion"  bat  uns  durch  gfitige 
Zusendung  der  obigen  Sebrift  au8  jener  weiten  oceanischeo 
Ferne  eine  sehr  grosse  und  von  uns  mit  ganz  besondereni  Dank 
anerkannte  Freude  gemacht.  Diese  Schrift,  von  der  nur  die  erste 
Abtheilung,  welche  die  Ellipse  und  Hyperbel  betrifft,  ob«  bis 
jetzt  vorliegt,  bat  den  Zweck,  eine  neue  ganz  allgemeine^  ein  be- 
liebiges schiefwinkliges  Coordinaten-System  zu  Grunde  legende, 
die  betreffenden  Formeln  in  völlig  entwickelter  Form  gebende 
Darstellung  der  Theorie  der  Linien  und  Flächen  des  Eweiteo 
Grades  zu  liefern.  „Pour  cela'*  —  sagt  der  Herr  Verfasser  ■■ 
'der  Vorrede  —  „nous  avons  ötabli,  tont  d*abord,^que  les  deez 
äquations 

'\-{xy'^z'-'Xz'"y^-\ryz'"x''^y3i^z*-{-zx'^y''^zy'"ai'y^ 

repr^sentent,  la  prämiere,  TeHipse  et  Thyperboie,  la  seconde, 
rellipsoYde  et  les  deuz  hyperboloTdes,  lorsque  ces  figures  sont 
rapport^es  ä  leur  centre  et  que  x\  y' ;  x'\  yf'\  x\  y\  2';  a/\y", 
z";  x^,  y^p  z"'  d^signent  les  coordooni^es  de  sommets  conjugnes. 
Ensuite  nous  avon.s  identifie  ces  m^mes  ^quations  avec  les  ^qua- 
tions  gönärales  du  second  degre,  et  nous  avons  ainsi  obtenn, 
imro^diatement  et  presque  sans  caicul,  les  ezpressions  de  tous 
les  öUments,  dans  leur  plus  grande  gönöralittf. 

Nous  avons  snivi  une  marcbe  analogue  ponr  la  parabole  et 
les  deux  paraboloides. 

Les  resultats  obtenos,  moins  compliqu^s  qu'on  ne  ponrrait 
le  supposer,  nous  ont  conduit  k  formuler  quelques  rögles  bien 
simples,  qui  permettent  d'^crire  imm^diatement  les  öquations  qni 
donnent  la  plupart  des  ^läments,  sans  passer  par  les  calcüis 
transitoires. 

Le  präsent  memoire  se  coroposera  de  cinq  partles,  dont  nous 
livrons  au  public  la  premidre,  quI  comprend  TEIlipse  et  THy- 
perbole;les  trois  suivantes,  qui  paraftront  successivement,  traitent 
de  la  Parabole,  de  lEIlipsoYde  et  des  deux  Hyperboloides,  puis 
des  deux  Paraboloides.  Dans  la  derniere,  enfin,  nous  donnons 
la   Discussion  gänärale  des  lignes  et  surfaces  du  second  degre 
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par  la  Hi^thode  des  Bections  planes  et  par  celle  de  la 
d^composition  en  carrös,  en  la  faisant  suivre  de  noiubreux 
exercices  nnm^riques.  Dans  le  choix  des  exemples,  nous  nous 
somnies  princlpalement  arröte  aux  cas  particuliers»  qui»  par  leur 
forme  singuli^re,  reviennent  soovent  aux  exaniens  d*adn)issioD  k 
r£coie  polytechniqne  et  k  l'Ecole  normale  superieure/' 

Wir  glauben  hiernach  diese  jedenfalls  nicht  «venig  Neues 
darbietende  allgemeine  Theorie  der  Linien  und  Flächen  des 
ziveiten  Grades  zu  sorgfältiger  Beachtung  unseren  Leseru  em- 
pfehlen zu  müssen. 


Astronomie. 

Uebersicbt  der  Thätigkeit  der  Nicolai-Hauptstern- 
vrarfe  während  der  ersten  25  Jahre  ihres  Bestehens. 
Zusammengestellt  von  Otto  Struve.  St.  Petersburg. 
1865.    4» 

Die  Ntcolai-Haoptstern warte  in  Pulkowa  feierte  am  7.  (19.) 
August  1864  das   Fest  ihres  25jährigen  Bestehens,  welches  die 
nächste  Veranlassung  gab  zur  Abfassung  der  vorliegenden  pracht- 
voll   ausgestatteten,    mit    dem    schonen    Bildnisse    ihres   ersten 
Directors,  des  berühmten  W.  Struve,  geschmückten »  Sr.  Kaiser- 
liehen  Hoheit  dem  Grossfursten  Constantin  Nicolajewitsch 
gewidmeten,  einen  guten  Theil  der  Geschichte  der  Astronomie  in 
dem  jetzigen  Jahrhundert    enthaltenden  Schrift.    Die  Zusammen- 
stellung  derselben  rührt  ganz  von  Otto  Struve  her;  als  dieser 
erkrankte,  übernahm  W  in  n  ecke  die  Herausgabe;  und  als  auch  die- 
ser erkrankte,  ging  das  Geschäft  der  Herausgabe  und  Drucklegung  in 
die  Hände  von  W.  Dullen  über,  dem  also,  wie  seinen  Vorgängern, 
die  Wissenschaft  dafür  zu  besonderem  und  wärmstem  Danke  ver- 
pflichtet ist.    Die  Schrift  bietet  für  Jeden,  der  an  den  Fortschritten 
der  Astronomie  Theil  nimmt,  ein  sehr  grosses  Interesse  dar,  und 
ist,  wie  dies  kaum  anders  sein  konnte,  mit  so  grosser  Sachkennt- 
nisse Sorgfalt,  Genauigkeit  und  historischer  Treue  verfasst,  dass 
sie    unbedingt  als    ein    sehr   wichtiges'   Actenstück    für  die  Ge- 
schichte der  Astronomie  betrachtet  werden  muss,  und  als  ein  sol- 
ches von  uns  mit  der  grossten  Freude  begrüsst  worden  ist.  — 
S.  1  ^  S.  21.    liefern    eine   h5chst   anziehende    Geschichte   der 
Sternwarte  im  Allgemeinen^  mit  Rücksicht  auf  Entstehung,  Zweck, 
Einrichtung  und  namentlich  auf  alle  die  verdienten  Männer^  welche 
n   den  vergangenen  25  Jahren   an  der  berühmten  Anstalt  thätig 
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gevresen  sind.  —  Aaf  S.  22 — S.  28.  sind  die  der  Sternwarte  aoter 
dem  14.  Augost  1862  Terliehenen  Deaen  Statuten  mitgetheiit,  auf 
deren    Originale  Seine   Majest&t    der   Kaiser   HocbsteigenhSndig 
geschrieben  bat:    ffDem  «ei  »Lio*S  wobei  wir  aucb  bemerkea, 
dass  in  diesen  neuen   Statuten    der  Sternwarte  zu  Ehren    ihres 
Grunders    die    anitlicbe    Bezeiebnung    ^.Nicolai-IlaaptsterB- 
warte^'    verlieben   wurde.     Mach  diesen  neuen    Statuten     bilden 
das  Personal  der  Sternwarte:    a)   Der   Director.    b)  Vier    filtere 
Astronomen,  von  denen  einer  die  Stellung  als  Vice-Director  bat. 
c)  Zwei  Adjunkt-Astronomen,    d)  Zwei  Reebner,     e)  Ein  Aleeba- 
niker.    0  Ein  Inspector.    g)  Ein  Scbriftffibrer.    b)  Ein  Arzt;  im 
Ganzen  also  13  Personen»  woraus  die  Grossartigkeit  des  Instituts 
binreicbend  erbellen  möge,  da  die  Besebränktbeit  des  Raums  wei- 
tere AnfSbrungen   nicht  erlaubt.  —  Hierauf  wird  nun  von  S.  29. 
\  an   die  Thätigkeit  der  Sternwarte  in  den  vergangenen  25  Jahren 
unter  folgenden  Rubriken  zusamroengefasst:  I.    Astrononaieelie 
Tliätlffkett«    1.    Die  Beobachtungen,   a)  das  grosse  Passa- 
geninstrument von  Ertel.    b)  Der  grosse  Vertikalkreis  von  Ertei. 
c)  Der  Meridiankreis  von  Repsold.    d)   Das  Passageninstrumeot 
im  ersten  Vertikale,  e)  Der  grosse  Refractor.    0  ^^^  Heliometer. 
2.    Die    Reduction    und   Pnblication   der   Beobachtun- 
gen.    3.     Andere    astronomische    Arbeiten.     II.     dee* 
i^rapliiseli-ffeedätlselie   Thätigkeit.     a)  Von  der  Stern- 
warte ausgeführte  Unternehmungen  (1844:  Basismessuog 
bei  Elimä  im  südlichen  Finnland.    1845:    Basismessung  bei  Ulea- 
borg    und   astronomische  Bestimmungen  in    ihrer    Nachbarschaft, 
so  wie  bei  Torneo.    1848:  Basismessung  bei  Romaokauzi.    1850: 
Astronomische    Bestimmungen    am    Nordende   der    Gradmessung 
von  Fuglenaes  in  Finnmarken.     1851 :  Wiederholung  der  astrono« 
mischen  Bestimmungen  bei  Torneo  und  Basismessung  bei    Ofver- 
Torneo.  1852 :  Basismessung  bei  Taschbunar  nahe  dem  Südeode  der 
Gradmessung   in    Bessarabien.     1853:   Bestimmung  der    Polbuhe 
von  Bielin.     1855:   Bestimmung    der  Polhube   von  Nemesch).    i>) 
Andere    auf     Geodäsie    und    geographische     Ortsbe- 
stimmung bezügliche  Studien  und  Arbeiten,    c)  Unter- 
stützung der  von   anderen   Behörden   unternommenco 
Arbeiten.      111.     Die    liekrthMIffkeii.     a)     Ausbildung; 
jüngerer  Gelehrten  (namentliche  AufTuhrung  der  hier  gebilde- 
ten   Astronomen  y    neun    und    dreissig    ans   den    verschiedensten 
Gegenden  der  Erde),    b)  Ausbildung  von  Militairs  für  die 
geodätischen     Arbeiten    im    Reiche;     neun    und    sechzig 
Offiziere   vom  Landheere  und  der   Flotte  haben  hier    ihre  Aas- 
bildung erhalten.  —  IV.    Die  n&ecliaiilselie  IRTerlCAtott«  - 
t^le   Bezleliuiiffeii    bu  »nderen  Sternwarten   and  €}e- 
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lehrten*  (Keiner  der  bedeutenderen  Astronomen  fehlt  hier).  — 
Waelisclirifl;  (Entstehung  der  Schrift).  >-  Den  Schluss  bildet 
das  in  literariseber  Rücksicht  mit  dem  gross ten  Danke  aufzu- 
iiohmende:  VerseieliBdüi«  der  von  Pulkowner  Astronomen 
pnblleirten  Scbriften  von  1839  bis  1§64. —Welche  gross- 
artige Tbätigkeit  nach  allen  mös^lichen  Seiten  und  Richtungen 
hin!  Möge  die  herrliche  Nicolai- Stern  warte  fernerhin  immer 
noch  schöner  gedeihen  zur  Ehre  ihres  edlen  GrQnders«  dessen 
Namen  sie  trägt! 


Von  den  neueren  Publicationen  der  Nicolai -Hauptsternwarte 
wollen  wir  hier  noch  auf  die  folgenden  aufmerksam  machen: 

1.  Jahresbericht,  am  17.  Hai  1864  dem  Comitä  der  Nicolai- 
Hauptstern warte  abgestattet  vom  Director  der  Sternwarte. 
St.  Petersburg.    1864.    ^, 

Jahresbericht,  am  19.  Mai  1865  dem  Comit^  der  Nicolai» 
Uauptsternwarte  abgestattet  in  Vertretung  des  Directors  der  Stern- 
warte von  dem  Siteren  Astronomen  W.  Dollen.  St.  Peters- 
burg.   1865.    80. 

2.  Observations  de  la  grande  n^buleuse  d*Orion,  faites  ä 
Cazan  et  ä  Poulkowa.  Par  O.  Struve.  V^  Partie:  Memoire  de 
M.  Liaponnov  sur  les  observations  de  Cazan.  11^  Partie. 
O.  Struve:  Additions  au  memoire  de  M.  Liapounov  et  obser- 
vations de  Poulkowa.    St.-Pätersbourg.    1862.   40. 

3.,X^ie  Zeitbestimmung^  vermittelst  des  tragbaren  Durch* 
gangainstrumentes  im Verticale^des  Polarsterns. "Von^W.  Dollen. 
St  Petersburg.     1863^    40.r 

4.  Beobachtungen  des  Mars  um  die  Zeit  der  Opposition 
1862.    Von  Dr.  A.  Winnecke.    St.  Petersburg.    1863.   4» 


5.  Pulkowaer  Beobachtungen  des  hellen  Cometen  von 
nebst  einigen  Bemerkungen.  Von  Dr.  A.  Winnecke.    St.  Peters- 
burg.   1864.    40. 

6.  ^Cntersucbungenl^^lüber  die  Constitution  der  Atmosphäre 
und  die  Strahlenbrechung  in  derselben.;  Von  Dr.  H.  GyldiSn. 
St.  Petersburg.    1866.    4«. 

Alle  diese  Schriften  sind  von  grosser  wissenschaftlicher  Be« 
deutung,  was  riicksicbtlich  der  eigentlichen  theoretischen  oder 
mathematischen  Astronomie  insbesondere  von  3.  und  6.  gilt. 
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J.  J.  von  Littrow's  Atlas  des  gestirnten  Uimmefs 
für  Freunde  der  Astronomie.  Dritte,  vielfach  verbes- 
serte und  vermehrte  Auflage,  herausgegeben  von  Karl 
von  Littrow,  Director  der  Sternwarte  und  Professor 
der  Astronomie  in  Wien.  Stuttgart.  Gustav  Weise. 
1866.    80. 

Dieser  treffliche  Himroels*AtIas,  vrelcher  Freunden  der  Astro- 
nomie vor  allen  übrigen  empfohlen  werden  rouss  und  mit  den  im 
Literar.   ßer.  Nr.   CLXXIX.     S.  17.  in  fuoaer  Auflage  von   uns 
angezeigten   „Wundern  des   Himmels"  des^^elben  Herrn   Ver- 
fassers in  naber  Verbindung  steht  und  denselben  zu  wesentlicher 
Ergänzung  dient,    liegt  zu  unserer  besonderen   Freude  in  eioer 
neuen,   schön  ausgestatteten  dritten    Auflage  vor    uns.    Ein     wie 
treffliches  Hulfsmittel  dieser  schone  Atlas  ist,  um  den  gestirnten 
Himmel   in    kurzer  Zeit   genauer    kennen  zu  lernen,    haben    wir 
selbst  durch  Erfahrung   genugsam  erprobt,  und  kunnen  es  nicht 
hoch   genug  anschlagen,  dass  in  demselben    bekanntlich  zuerst 
eine  Zeichoungsweise  eingeführt  worden  ist,  bei  welcher  das  Bild 
des  Himmels,  das  sie  geben  soll,  nicht  weiter  wie  in  allen  älteren 
Karten  durch  Nebendinge    oft  bis  zur  Unkenntlichkeit  entstellt 
wird,  worin  spätere  Arbeiten  ähnlicher  Art  diesem  Muster  mit 
Recht  meistens  gefolgt  sind.    „Die  hauptsächlichsten  Verbesser- 
ungen, welche  unser  Atlas  in  der  vorliegenden  Ausgabe  erfuhr/' 
—  sagt  der  Herr  Verfasser   in   der   Vorrede  ^~  „beziehen   sich 
auf  die  zu  gleicher  Zeit  erschienene  fünfte  Auflage  der  Wander 
des  Himmels   und   die  darin  berücksichtigten  Fortschritte  des 
betreffenden  Theiles  der  beschreibenden  Astronomie,  wodurch  sich 
zahlreiche  Aenderungen  sowohl  in  dem  beigeschlossenen  Auszöge 
des  eben  genannten  Werkes  als   in  den  Noten  auf  den  einzelnen 
Blättern   des  Atlas   ergaben.    Ueberdiess  konnte  das   bereits  in 
den  früheren  Ausgaben  versuchte  Hervorheben  von  Objecteo,  die 
schon  in  mittleren   Fernröhren  ihre  individuellen  Eigenthümlicb- 
keiten  zeigen  und  daher    auch  weiteren  Kreisen  das  VergnSgen 
der  Autopsie  ermöglichen,    nun  weit  vollständiger    durchgeführt 
werden,  da  eine  sich  darauf  beziehende  Vorarbeit,  die  in  dem 
Vorworte  zur  zweiten  Auflage  als  sehr  wQnschenswerth  bezeichnet 
wurde,   jetzt  in  T.  W.  Webb's  Celestial  Objects    for  common 
telescopes  (London  1859)  vorliegt.'' 

Man  siebt  hieraus,  wie  sehr  der  Herr  Herausgeber  bemGht 
ge%vesen  ist,  in  dieser  neuen  Ausgabe  allen  Wanschen  der  Freonde 
der  Astronomie  entgegen  zu  kommen,  und  in  derselben  mit  den 
neuesten  Fortschritten  der  beschreibenden  Astronomie  vollständig 
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gleichen  Schritt  zu  halten,  6o  dass  dieselbe  jedenfall«  die  viärroste 
Empfehlung  verdient. 


Kalender  ffir  alle  Stände.  ]867.  Herausgegeben 
VCD  Karl  ▼.  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wien.  Mit  swei  lithograpbirten  Tafeln.  Wien.  Carl 
Gerold's  Sohn.    8^. 

Der  vori{;e  Jahrgang  dieses  trefflichen  Kalenders  ist  im 
Literar.  Nr.  CLXXVII.  S.  10.  von  ans  angezeigt  worden.  Was 
wir  dort  und  früher  nun  schon  so  oft  bemerkt  haben,  dass  näm- 
lich derselbe  keineswegs  als  ein  Kalender  gewöhnlichen  Schia^ 
ges  betrachtet  werden  darf,  sondern  neben  den  gewohnlichen 
Kalenderangaben  eine  kleine  astronomische  Gphemeride  liefert, 
vrelche  für  Freunde  der  Astronomie  vollständig  hinreicht  und  den- 
8elbeD  nicht  genug  empfohlen  werden  kann,  gilt  vollständig  auch 
von  dem  neuen ,  im  Ganzen  in  seiner  Einrichtung  unverändert  ge* 
hliebenen  Jahrgange.  Die  wissenschaftlichen  Beilagen  sind  die 
folgenden:  1.  Astronomische  Miscelleo.  (Neue  Planeten. 
Neue  Kometen.  VViederkiinfte  bekannter  Kometen.  Physische 
Beschaffenheit  der  Sonne.  Merkwürdige  Lichtveränderungen 
eines  Fixsterns,  nämlich  des  bekannten  merkwürdigen  Sterns  im 
Sternbilde  der  nördlichen  Krone.)  —  II.  Uebersicht  des 
Planetensystems  (wie  immer  vollständiger  als  irgend  wo 
anders).  —  111.  Kometen-Katalog  («ebenfalls  höchst  vollständig 
und  sehr  dankenswerth).  IV.  Ringförmige  Son  nenfinster- 
niss  am  ö.  März  1867.  V.  Uebersicht  der  meteorolo« 
gischen  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu 
Wien  im  Jahre  1865.  —  Ausser  der  gewohnlichen  Sternkarte 
ist  diesem  Jahrgange  noch  eine  von  Herrn  Dr.  E.  Weiss  ent- 
worfene Karte  der  vorher  genannten  ringförmigen  Sonnenfinster- 
niss  beigegeben. 

Wir  wüssten  in  der  That  nicht,  welche  besseren  und  voll- 
ständigeren Hülfsmittel  bei  ihren  Beschäftigungen  wir  Liebhabern 
der  Astronomie  empfehlen  sollten  als  die  „Wunder  des  Him- 
mels'%  den  vorher  angezeigten  ,»Atla8  des  gestirnten  Him- 
mels'' and  als  kleine  astronomische  Ephemeride  den  vorliegen- 
den „Kalender'%  sämmtlich  Schriften,  durch  deren  Herausgabe 
sich  der  Herr  Herausgeber  jedenfalls  ein  nicht  hoch  genug  an- 
zuschlagendes Verdienst  um  die  weitere  Verbreitung  astronomi- 
scher Kenntnisse  erworben  bat  und  fortwährend  erwirbt. 
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Vermischte  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pobblicati 
da  ßarnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pifia, 
F.  ßrioschi  a  Milano,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini  a  Roma.    (Vergl.  Literar.  Ber.  No.  CLXXX.  S.  7.). 

Tom.  VII.  No.  5.  8ulle  proprieta  geometriche  e  dinaniiche 
de'  centri  dt  percossa  ne'  moti  dt  rotazione.  iVlemoria  di  D.  C be- 
ll ni.  p.  217.  —  Recherches  sur  les  equations  du  cinqui^me  degre 
par  M.  Roberts,  p.  257.  —  Rivl«t»  biblloffrafiea«  Le 
Messäbat  De  Alohammed  Ben  Moussa  al  Kbarezmi.  Extraif  de 
soD  Algebre.     Traduit  et  annote  par  Aristide  Marre.    p.  269. 


Giornale  di  Matematicbe  ad  uso  degli  studeoti 
delle  ttniTersita  italiane,  pubblicato  per  cora  del  Pro- 
fes8ore  G,  Battaglini.  Napoli.  (S.  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXXI.  S.  13.) 

Anno  IV.  Settembre  e  Ottobre  1866.  Nota  solle 
eqoazioni  differenziali  che  si  presentano  nei  problemi  di  Alec- 
eanica;  per  R.  del  Grosso,  p.  257.  —  Süll'  inversione  qaa- 
drica  delle  curve  piane;  per  T.  A.  Hirst.  p.  278.  —  Questlooe. 
p.  293.  —  Teorema  sui  deterpiinanti  a  due  scale  e  soluzione  dellaqne- 
stione  47;  per  G.  Toreil i.  p.294.  —  Altra  soluzione; per  L.  Rajola- 
p.297.-~AnnunzioBibliografieo.  p.297. — Sülle  superficie  gobbeappli- 
cabili  SU  quelle  di  rivotuzione,  e  su  aicune  proprieta  delle  soper- 
ficie  gobbe  delle  normali  principali  di  una  curva;  per  U.  Dini. 
p.  298.  —  Sülle  superficie  gobbe  cbe  soddisfanno  a  date  eqoa- 
zioni alle  derivate  parziali  del  second'ordine ;  per  U.  Diai. 
p.  305.  —  Questioni.  p.  318. 


Sitzongsbericbte  der  Icais.  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.  (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXIX. 
S.  20.). 

Band  LH.  Heft  111.  Mach:  Geber  die  Wirlraog  der 
räumlichen  Vertheilung  des  Lichtringes  auf  der  Netzhaot.  S.  303. 
—  Unferdinger:  Theorie  der  Transversalen,  welche  die  Mit- 
telpunkte der  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  verbinden :  darauf 
bezfiglicbe  Lehrsätze  und  Probleme.  (Sehr  ausfuhrlich  und  be- 
achtenswerth.)  S.  323.  —  Schwarzer:  BeziehaugsgleichimgeD 
zwischen  der  Seite  und  dem  Halbmesser  gewisser  regelmässiger 
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KreUvierecke.  S.  363.  —  Loschmidt:  Zur  GrriS86  der  Loft- 
molecGle.    S.  395.  —  Schmidt:  Deber  die  Atomwärnie.    S.417. 

—  Ail^:  Ueber  die  Entwickelang  von  Functionen  In  Reiben,  die 
nacb  einer  besonderen  Gattung  algebraiecher  Ausdrucke  fort- 
schreiten. (Steht  mit  der  neueren  Functionentheorie  in  naher 
Verbindung  und  rauss  zur  Beachtung  besonders  empfohlen  wer- 
den).  S.  453. 

Band  LH.  Heft  IV.- Stefan:  Deber  die  Farbenzerstreuung 
durch  Drehung  der  Polarisationsebene  in  Zuckerlosungen.  S.  486. 

—  Popper:  Theorie  der  Convergenz  unendlicher  Reihen  und 
bestimmter  Integrale,  die  keine  periodischen  Functionen  enthaU 
ten.  (Auch  wegen  der  allgemeinen  Theorie  der  Convergenz  be- 
achtenswerth).  S.  496.  —  v.  Littrow:  Deber  eine Modification 
des  Uansen'schen  Registrirapparates.  (Diese,  wie  es  uns  scheint, 
sehr  zu  beachtenden  Modificationeu  der  vonUansen  für  die  mit« 
teleuropälsche  Gradmessung  angegebenen  galvanischen  Registra» 
toren  betreffen  vorzugsweise  die  leichtere  Transportabilität  und 
leichtere  Aufstellung,  ohne  das  Hansen'sche  Princip  im  Wesent- 
lichen zu  alteriren.  Eine  ausserordentlich  schone  Abbildung  des 
neuen  Apparats  ist  beigegeben.)  S.  646.  —  Lippich:  Deber 
einen  neuen  Fallapparat  (Ebenfalls  der  Beachtung  recht  sehr 
BU  empfehlen;  durch  sehr  deutliche  Abbildungen  erläutert). 
S.  549.  —  Ditscheiner:  Eine  Bemerkung  zu  Herrn  Lewis 
M.  Rutherford* 8  Coostruction  des  Spectroscopes.  Mit  1  Tafel. 
S.  563. 

Band  LIL  HeftV.  Niemtschik:  Directe  Coostrnctionen 
der  Contouren  von  Rotationsflächen  in  orthogonalen  und  perspectivi- 
schen  Darstellungen.  Mit  5  Tafeln.  (Für  Descriptive  Geometrie 
und  Perspective  recht  sehr  zu  beachten).    S.  573. 

Band  LIIL  Heftl.  Winckler:  Allgemeine  Sätze  zur  Theorie 
der  unregelmässigen  Beobachtungsfehler.  S.  6.  —  Grabowski, 
A«,  Graf:  Methode  und  Apparat  zur  Bestimmung  der  Dampfdichte. 

S.  64.  —  Frischauf:    Bahnbestimmnng  des  Planeten  (6^)  Asia. 

S.  96.  "" 

Band  LIIL  Heft  II.  Ans  einem  Schreiben  des  Herrn 
Lewis  M.  Rntherford  an  Prof.  Schrötter.  (Die  Photographie 
des  Monds  u.  s.  w.  betreffend).  S.  191.  —  Boltzmann:  Deber 
die  mechanische  Bedeutung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  Wärme- 
theorie. S.  195.  —  Ditscheiner:  Deber  einen  Interferenzver- 
such mit  dem  Qnarzprisma.  S.  238.  —  Oppolzer:  Deber  die 
Bahn  des  Cometen   1.     1866.    S.  247.  —  Friesach:    Beschrei- 
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bong  einer  Tabelle  zor  Erleichterang  der  ScbiffTahrt  im  grv^istei 
Krei:»e.  (Bei  der  grossen  Wichtigkeit  der  ScbifTabrt  im  grüssfeB 
Kreise,  dem  loxodroroischen  Conrs  gegenüber»  vrurde  die  Her- 
stellung der  hier  beschriebenen  Tabellen  gewiss  sehr  wGoschens- 
werth  sein).     S.  258, 

Band  LUL  Heft  III.  Wagner;  Erfolge  der  BestreboD 
gen,  den  Elektromagnetismus  als  Triebkraft  nutzbar  so  niacbea. 
S.  308.  —  Winckler:  Geometrische  Construction  rationaler 
Polynome.  Mit  3  Holzschnitten.  (In  mehrfacher  Beziehung  zo 
beachten).  S.  326.  —  Pierre:  Ueher  die  durch  Flnorescenz  her- 
vorgerufene Wärmestrahlung.  8.  339.  —  Memorsky:  Deber 
die  Farbe  des  Tageslichts  und  einiger  kunstlicher  Beleochtungs- 
mittel.  S.  345.  —  Oppolzer:  Einige  Bemerkungen  und  Zosätzc 
zu  Le  Verrier's  Sonnentafeln.  S.  348.  —  Von  v.  Haha, 
Christomanos  und  Schrotter  finden  sich  S.  411.  a.  s.w. 
sehr  interessante  Mittheiiungen  Ober  die  vulkanischen  Eruptionen 
auf  der  Insel  Santorin  und  diß  chemische  Zusammensetzung  der 
Eruptivgesteine  der  neuen  Erhebung  (von  Schrotter).  — Schwar- 
zer: Allgemeine  Entivickelung  der  Beziehungsgleichungen  zwischen 
der  Seite  und  dem  Halbmesser  regelmässiger  Sehnenpolygooe, 
deren  halbe  Seitenzahl  ungerad  (Vergl.  oben  Band  LIL  Heft  111). 
S.  454.  —  Petzval:  Bericht  über  die  Kulik'schen  Factoren- 
tafeln.  (Herr  Prof.  Petzval  giebt  den  Mathematikern  hier  eine 
sehr  interessante  Nachricht  von  einer  stannenswerthen  Arbeit  des 
verstorbenen  Professor  Kulik  in  Prag,  nämlich  von  den,  von 
demselben  nachgelassenen  Factorentafeln  aller  durch  2,  3«  5  nicht 
theilbaren  Zahlen  von  Drei  bii  Himdert  MilHonen ,  welche 
in  sechs  grossen  FoKobänden  der  kais.  Akademie  der  Wissen- 
schalten vorgelegt  worden  sind,  eine  Arbeit,  deren  Grosse  wahr- 
lich alle  Begriffe  übersteigt.  Herr  Petzval  giebt  an,  weiche  be- 
sonderen Hülfsmittel  von  Kulik  angewandt  worden  sind,  an 
diese  Tafeln  auf  einen  verhältnissmässig  kleinen  Raum  zu  brin- 
gen, und  verbreitet  sich  dann  in  interessanter  selbstständiger 
Weise  über  die  Mittel,  welche  anzuwenden  sind,  um  den  aller- 
dings im  höchsten  Grade  wünscheuswerthen  Druck  dieser  Tafefo, 
deren  Ausdehnung  schwerlich  für  alle  künftigen  Zeiten  jemals 
übertroffen  werden  wird,  möglich  zu  machen).   S.  460. 

Band  LIU.  Heft  IV.  Pranghofer:  Abhandlungen  aus 
dem  Gebiete  der  höheren  Mathematik.  (Ueber  das  Gauss'sche 
Kriterium  der  Convergenz,  über  gewisse  Flächen,  bemerkens- 
werthe  Beziehungen  des  Moments  der  Gesammtresultante  und  der 
Momente  der  nach  den  Axen  der  x,  y»  z  wirkenden  Seiteoresul- 
tanten    auf   einen    freien     Punkt    wirkender    Kräfte).     S.  603.  — 
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Stefan:  üeber  eine  Methode  die  Längen  der  Liehtwellen  *u 
messen.  S.  521.  —  Derselbe:  Ueber  den  Einfluss  der  inneren 
Reibung  in  der  Luft  auf  die  Schallbewegung.  S.  529.  —  Der- 
selbe: üeber  Interferenzversuche  mit  dem  Soieilschen  Doppel- 
quarz. S.  548.  —  Jelinek:  Mittheilung  über  einige  in  den  letz- 
ten Jahren  beobachtete  Staubfalle.  (In  preussich-  und  öster- 
reichisch-Schlesien;  in  Krain;  in  Valona  in  Albanien;  in  Tunis 
und  Rom;  in  Klagenfurt.  Sehr  interessante  Beschreibungen  und 
Reflexionen  über  die  Natur  solcher  Staubfölle  und  Schlamrore- 
gen).    S.  555. 


Verslagen  en  Mededeelingen  der  Koninklijke  Aka- 
demie van  Wetenschappen.  Afdeeling  Natuurkunde. 
Tweede  Reeks.     Eerste  Deel.     Amsterdam. 


Die  Königlich  niederländische  Akademie  der  Wissenschaften 
beginnt  mit  dem  obigen  Ersten  Theile  eine  neue  Reihe  ihrer 
vieles  Wichtige  enthaltenden  Verslagen  en  Mededeelingen^ 
weshalb  wir  es  uns  von  jetzt  an  zur  besonderen  Aufgabe  machen 
werden,  den  Hauptinhalt  der  einzelnen  Theile  so  bald  als  irgend 
möglich  nach  ihrem  Erscheinen,  so  weit  derselbe  in  den  Kreis 
des  Archivs  gehört,  zur  Kenntniss  unserer  Leser  zu  bringen. 

Tweede  Reeks.  Deel  I.  — R«  Lohatto:  Bijdrage  tot  het 
▼ormen  der  vergelijkingen  welker  worteis  de  Zijden  en  Diago- 
nalen der  regelmatige  veelhoekeu  doen  kennen,  p.  33.  —  G. 
J.  Verdam:  Over  eene  wijze  van  wording  der  Kromtelijnen  op 
de  oppervlakte  van  de  ellipsoTde  met  drie  ongelijke  assen,  en 
over  de  verwantschap  dezer  lijnen  met  confocale  spherische  el- 
lipsen.  p.  64.  —  F.  J.  Stamkart:  Over  eene  Benaderingsnianier 
ter  berekening  der  waarde  van  Lijfrenten  en  Verbindings- 
renten.  (Met  eene  Tabel).  p.  95.  —  M.  Hoek:  Ephemeride 
van  Proserpina,  voor  de  oppositie  van  2.  Januarij  1865.  p.  112.  — 
D.  Bierens  de  Haan:  Bijdrage  tot  de  Theorie  der  bepaalde 
integralen,  p.  117.  —  P.  M.  Brutel  de  la  Rivi^re:  Eenig« 
opmerkingen,  betreffende  eene  nieuwe  opiossing  van  het  vraag- 
stuk  der  lengte-bepaling  op  zee.  p.  141.  (Betrifft  die  bekannte 
Methode  der  Längenbestimmung  zur  See  von  Littrow).  — 
R.  van  Rees:  Over  elektrische  spanning  en  potentiaal.  p.  194. 
—  P.  J.  van  Kerckhoff:  Over  atoroiciteit  en  affiniteit.  p.262. 
-—  J.  Baden  Ghijben:  Mieuwe  Bijdrage  tot  het  vormen  der 
vergelijkingen,  die  de  uit  ään  hoekpunt  getrokkene  Zijden  en 
Diagonalen    eenes    regelmatigen  veelhoeks    tot   worteis    hebben. 
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p.  294.  —  F.  J.  Stamkart:  Over  den  invioed  van  luchtdrak- 
king  en  capillaire  werking  bij  de  TerTaardigiDg  en  het  gebraik 
van  Areoraeters.  Bepaling  door  proefneming  van  de  hoeveetbeid 
vloeistof  welke  baiten  aan  eene  buis  door  de  capillaire  vrerking 
opgehouden  wordt.  p.  320.  —  F.  Kaiser:  Waarnemingen  om- 
treut  een  Merkwaardtgen  Vuurbot»  volbragt  aan  de  Sterreivacht 
te  Leiden,  p.  349.  —  F.  Kaiser:  Eenige  opmerkingen  omtrent 
de  periodieke  fönten  van  Mikrometer -scbroeven,  naar  aanleidiog 
van  de  jongste  onderzoekingen  aan  de  Sterrewacfat  te  Leiden, 
p.  359.  —  J.  van  Gogh:  Overzigt  van  de  beershende  winden 
en  daarbij  waargenomen  Barometerstanden  te  Nagasaki  op  het 
eiland  Desiroa  in  Japan. 


Digitized  by 


Google 


LUerartscher  Bericht  CLXXXUL 


Literarischer  Bericht 
cLxxxm. 


Dn  Gideon  Jan  Verdam 

wurde  am  2.  December  1802  zo  Mijdrecht  (Niederlande»  Prov. 
Zd.-Holland)  geboren.  Er  stadirte  Mathematik  und  Naturwissen- 
schaften an  der  Universität  zu  Leiden«  1819  — 25>  und  erhielt 
während  seiner  Studien  fünfmal  die  goldene  Medaille  ffir  gekrönte 
Preisschriften.  Er  promovirte  öffentlich  ara  1.  October  1825,  und 
lehrte  1826 — 28  die  angevrandte  Mechanik  als  Lector  an  der  Uni- 
versität zu  Groningen.  Darauf  stand  'er  zehn  Jahre  mit  Professor 
Hisely  an  der  Spitze  einer  Schule  für  Real-Unterricht  im  Haag, 
und  iTurde  1839  mit  der  ausserordentlichen,  1845  mit  der  ordent- 
lichen Professur  der  Mathematik  und  Mechanik  an  der  Univer- 
sität zu  Leiden  bekleidet.  In  dieser  Stelle  arbeitete  er  unermüdlich, 
bis  er  am  29«  October  1866  an  den  Folgen  einer  Brustkrankheit 
entschlief,  nachdem  bereits  im  Jahre  1863  der  Unterzeichnete 
ihm  zur  Seite  getreten  war. 

Er  war  ein  buchst  gutroiithiger,  rechtschaffener  Mann,  und 
wird  bei  seinen  Schülern,  für  die  er  Vieles  that  und  sehr  Vieles 
war,  lange  in  dem  gesegnetsten  Andenken  bleiben. 

Was  seine  wissenschaftlichen  Leistungen  betriff*!  —  (man  ver- 
gleiche das  angehängte  Verzeichniss)  —  so  sind  die  folgenden 
vorzüglich  hervorzuheben. 

Schon    während    der    Herausgabe   seines   Werkes    über   die 

Gründe  der  angewandten  ^lechanik,  Groningen  1829—37  (4  Theile, 

Bände  In  8^  erschien  eine  deutsche  Uebersetzung  desselben 

von  Dr.  C.  U.  Schmidt,  Weimar  1834-38;  vom  4ten  Bande,  über 
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die  Dampfmaschinen-Theorie,  sogar  eine  zv^eite  deutsche  Auflage 
Im  Jahre  1848.  Dieses  Werk  zeichnet  sich  durch  den  sehr  toII- 
stSndigen  Inhalt,  den  Sosserst  klaren  Vortrag  und  dureb  die 
ausserordentlich  schonen  Figuren  aus,  insbesondere  die  Ifir  die 
Dampfmaschinen.  Ueberhaupt  gehurte  das  Zeichnen  von  Epores, 
worin  er  grosse  Fertigkeit  besass,  zu  seinen  Liebhabereien :  davon 
können  ausserdem  die  Zeichnungen  zu  seiner  Comment.  de  linea 
loxodromica  und  zu  seiner  Abhandlung  Ober  die  hyperbolischeo 
Paraboloide  Zeugulss  ablegen. 

Seine  hieher  gehurenden  grosseren  Abhandlungen  Aber  das 
Princip  von  d'Alembert  nach  Lagrange»  und  il^r  die  Haupt- 
azen  von  Körpern  sind  jüngeren  Ursprungs. 

Auf  dem  Gebiete  der  analytischen  Geometrie  schrieb  er  n.  A. 
zwei  grössere  Abhandlungen:  über  die  inversen  Curven  und 
über  die  Lemniscaten ;  ferner  eine  schöne  Abhandtang  ober 
die  Nabelpunkte  des  Eliipsoids.  Auch  gehört  hieher«  obschon 
sie  nach  der  Methode  der  descriptiven  Geometrie  behandelt  ist, 
die  schon  erwähnte  interessant^  Abhandlung  über  die  hyperboli- 
schen Paraboloide. 

Noch  haben  wir  von  ihm  eine  Notiz  über  sphfirische  neuere 
Geometrie,  und  über  die  Reductionsformeln  der  elliptischeo  In- 
tegrale. 

Alle  diese  Aufsätze  zeichnen  sich  durch  eine  elegante  Be- 
handlnngsmethode,  reichen  Stoff,  und  Insbesondere  durch  grosse 
Vollständigkeit  aus,  und  enthalten  meistens  die  ausluhrliche  An- 
gabe der  betreffenden  Literatur. 

Von  seiner  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erschienen  swei 
Lieferungen,  grösstentheils  das  Historische  und  die  Grundbegriffe 
der  Theorie  betreffend. 

Von  seinen  Snmmaria  der  Trigonometrie,  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie und  über  deren  Anwendung  auf  mathematische  Geo- 
graphie erschienen  resp.  3,  2  und  2  Auflagen;  die  letzten  sind  zn 
Handbüchern  ausgeftihrt  worden  und  enthalten  wohl  alles  Wesent* 
liehe  über  den  betreffenden  Stoff.  Neuerlichst  gab  Professor 
Dienger  eine  ausführliche  Recension  in  den  Heidelberger  Jabr^ 
büchern  1866.  S.  329--334. 

Ein  kleineres  Snmmarium  über  mathematische  Methode  er- 
lebte drei  Auflagen. 

Verdam  war  Mitglied  des  königt.  NIederL  Instituts,  später 
der  königlichen  Akademie  der  Wissenschaften;  der  wissensehaft- 
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licheii  jSocietäten  za  Utrecht,  Haarleni»  Rotterdam  und  Batavia 
(in  Ost-Indien);  ded  Ibgenieur-lnuti totes;  Ehrenmitglied  der  ma- 
tbematiachen  Gesellschaft:  Een  onvermoeide  Arbeid  etc.;  aas- 
irärtiges  Mitglied  der  Königl.  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wis- 
senschaften zu  Prag.  Im  Jahre  1858  wurde  er  zum  Ritter  des 
Niederländischen  LCwen«Ofdens  ernannt. 


Y^helchnlis  der  Schriften  ran  flldeea  Jaa  Verdam. 

1823.  Comm.   de  soperficierum  regolarium   angulis   et  sollditate. 
Gron.    79.  Pag.    4«.  &  2  Fig. 

18-23.    Comm.  de  linea  loxodromica.    Gand.    56  Pag.    4^.  &  2  Fig. 

1824.  Comm.  de  theoria  maximorum  et  minimorum.    Lugd.  Bat. 
100  Pag.    40.  jc  1  Fig. 

1824.    Comm.   de  theoria  conipositlonis  virium.    Traj.  ad  Rhen. 

243  Pag.    8».  &  2  Fig. 
1828,    Comm.  de  vi  qua  corpus  e  Luna  sit  projiciendom   in  tel- 

Inrem.    Lugd.  Bat.    25  Pag.    40.  &  2  Fig. 
1828.    Diss.  philos.  de  mensura,  constructione  et  monittone  ag- 

gernm  terreorum.    107  Pag.     4<>.    21  Fig.    Lugd.  Bat. 
1828—37.    Gronden    der  toegepaste   tverktuigkunst     Groningen. 

4  Th.    8  Bde.    8^.    mit  31  Taf.  &  Atlas  von  21  Taf.  *- 

Davon  eine  deutsche  Auüjgabe. 
1834—38.    Grundsätze  der  angewandten  Mechanik,  übersetzt  von 

Dr.  C.  H.  Schmidt.   4  Th.   8«.    Weimar.   Voigt.    Vom  4ten 

Tbeile  eine  neue  Auflage: 
1848.    Grundsätze»  nach  welchen  alle  Arten  von  Dampfmaschinen 

zu   beurtheilen    und  zu   erbauen    sind.    Weimar.    8^.    mit 

23  Tafeln. 
1840.    Oratio  Inaug.  de  artium  et  institntorum,  quae  ab  industriä 

vocantur,  progressu  et  perfecttone,  recentiorom  matbema- 

ticorom  diligentissimis  pervestigatiouibus  atque  egregiis  in- 

ventis  magnam  partem  tribueodis.     14  Pag.    4^« 
1842.    Grunerts    Archiv.     Bd.    2.     S.   188-196.    Sur  ane    regte 

pa'rticuliire  pour  trouver  l'^quation  d*une  Itgne  on  d'un  plan, 

tangent  nne  conrbe  ou  uoe  surface  du  second  degrös  et  Note 

relative  k  la  chainette. 
1842.    Grunerts  Archiv.  Bd.  2.    S.  210—212.    Schreiben  über  das 

Problem  von  Snellius. 
1842.    Het  Instituut.    Bl.  57—79,  136—168.    Over  de  tafelen  van 

Elliptische  Bogen  door  Prof.  Schmidt;  en  over  de  herleiding 

van  eenige  Integraalformulen  tot  Eliiptischc  Functien. 
1844.    N.  Verb.  Ned.  lost  1.  Kl.  Dl.  10.  Bl.  1-53.  &  2  Tafeln. 


Digitized  by 


Qoo^Q: 


S\ 


4  Uterarischer  Bericht  CLXXXUL 

Over  de   meetkundige  beschouwing  der  hyperbolische  Pa 

raboloide. 
1844.    Het  lostitaot.    BL   211-246»   271  —  298.    UitbreidiDg  ran 

eeu  gedeelte  der  elementaire  nieetkunde. 
1844.    Granert's  Archiv.    B.  4.    S.  221—223.    Deber  das  lotegral 

^  * 
1844.    Summarium    der    Goniometrie  en  regtlijnige  Trigooometrte. 

Leiden.    56  Bl.    8o.    Hievon  1850  2.  Aufl.  (162  Bi.).     1858 

3.  Aufl.     (256  BL).    Mit  2  Taf. 
1844.    Summarittra  der  sphaerische  Trigonometrie.  (51  Bi.)  L«eiden 

80.    2.  Aufl. 

Handboek  der  sphaerische  Trigonometrie.   Leiden  1866.  (2^ 

BI.).    Mit  4  Taf. 
1844.    Handleiding  bij    de    beoefening    der   sphaerische   Trigono 

metrie.  Leiden  8».  2.  Aufl.  Leiden  1856:  (200  BI.).  Mit  2  Taf. 
1844.    Summarium   van    beginselen  u.  s.  w.    der   mathematische 

Methode.   Leiden.    8^.  Hievon  2.  Aufl.  1850.  3.  Aufl.  1867. 

(58  BI.) 
1846.    N.  Verh.  Ned.  Inst.  1.  Kl.  1)1.  12.     BI.  67-93.    Over  om- 

gekeerde  of  tegenovergestelde  kromme  lijnen. 
1846.    Het  Instituut.  Bl.  163—177.   Geschiedkundige  aanteekening 

betreffende  de  algemeene  opiossing  van  derde  magts-ver- 

gelijkingeo. 
1848.    N.  Verh.  Ned.  Inst.  1.  Kl.  Dl.  13.    BI.  81—162  mit  1  Taf. 

Beschouwing  der  Lemoiscateu. 
1848.    Grunert's  Archiv.    Bd.  11.  S.   13—25.    Note  sor  une  ma 

oi^re   parttculidre  de  döterminer    les  ^quations    des   lignes 

courbes. 

1848.  Algemeene  Konst-  en  Letterbode  N.  46 — 54.  Leven  ran  den 
Hoogleeraar  J.  de  Gelder. 

1849.  Tijdschr.  v,  W.  et  N.  Wet.  Dl.  2.  BI-  1—11.   Verslag  over 
eene  brocbure  van  den  beer  J.  A.  Schölten» 

1850.  Tijdschr.  v.  W.  en  N.  Wet.  DI.  3.  BI.  225—246.  Over  de 
beweging  eener  gespannen  snaar. 

1850.    Die  letzte  Abtheilung  van:  J.  de  Gelder,   Beginselen  der 

Differentiaal-,  Integraal-  &  Variatie-Rekening.  II.  Hage. 
1850.    Verhandeling    over  de    Methode   der    kleinste  Quadraten. 

Groningen.    4^.    2«  Lieferung  erschien  1852. 
1852.    Tijdschr.  v.  W.  en  N.  Wet.    DI.  5.  BI.  42—85.  &  2  Taf. 

Opmerkingen  over  de  Umbilici    der  Ellipsoide  en  de  rec< 

tificatie  der  EUips. 
1852.    Tijdschr.  v.  W.  en  N.  Wet.  DI.  5.    BI.  126—133.  &  1  Taf. 

Over  de  declinatie  van  het  slingervlak. 
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1853.  Oratio  rectoralis:  De  jasta  pertractandi  et  vera  inveatigandi 
ratione  aystematica,  a  niatbematicis  teoieriaa  oeglecta,  diu- 
gentiasimo  studio  dificiplinas  mathematicas  perficientibna, 
earumque  ambitum  ainplificantibus. 

186*2.  Versl.  en  Meded.  d.  k.  Ak.  v.  Wet.  Del.  XIV.  BL  149—269. 
Bijdrage  tot  de  meetknndige  theorie  der  hoofdassen  Tan 
ligcbanieiu 

1863.  Veral.  en  Meded.  d.  k.  Ak.  v.  Wet.  DI.  XV.  El.  376-388. 
Note  zu  der  vorigen  Abhandlung. 

1864.  Verb.  d.  k.  Ak.  v.  Wet.  DI.  10.  Bl.  1—90.  Over  het  begin- 
sei  ?an  d'Alembert  naar  de  rekenwijse  van  Lagrange. 

Bierens  de  Haan. 


Arithmetik. 

Multlplicationa -Tabellen  aller  Zablen  von  1  bis 
500.  Ein  Hülfdbnch  f6r  Geometer,  Baumeister,  Forst- 
männer und  Oberhaupt  alle,  die  viel  zu  rechnen  haben, 
zur  schnelleren  Erlangung  richtiger  Resultate  bei'm 
Multipliciren  und  Dividiren.  Zweite  revidirte  Auf- 
lage. Oldenburg  (Schulze'sche  Buchhandlung).  1866.  8^. 

Die  erste  Auflage  dieser  Multiplications-Tafeln  erschien  Im 
Jahre  1860,  und  ist  ire  Literar.  Bericht  Nr.  CXXXIX.  S.  5.  an- 
gezeigt worden.  Seit  jener  Zeit  haben  wir  uns  mehrfach  von  deren 
Brauchbarkeit  zur  Abkflrzung  von  Rechnungen  zu  überzeugen  Ge- 
legenheit gehabt,  und  können  daher  unsere  damals  ausgespro- 
chene Empfehlung  nur  vollständig  wiederholen. 

TabJes  de  Logarithmes  a  sept  däcimales  pour  les 
nombres  depuis  1  jusqu*^  108000,  et  pour  les  fonctions 
trigonom^triques  de  dix  en  dix  secondes;  par  le  Dr.  L. 
Scbr5n,  Directeur  de  TObservatoire  et  Professeur  ä 
J^na.  Pr^c^d^es  d'une  introductiou  fran^aise,  par 
J.  Hoüel,  Professeur  de  Mathämatiques  ä  la  Facultö 
des  Sciences  de  Bordeaux.  Sixi^me  Edition  stär^o- 
type,  revue  et  corrig^e.  Brunswick.  Fr^däric  Vie« 
weg  et  fils.    Paris.    Gautbier  Villars.     1866.    %^. 

Table  d*interpolation  pour  le  calcul  des  parties 
proportionnelles.  Faisant  suile  aux  Tables  de  Loga- 
rithmes a  sept  d<^cimales.  Par  le  Dr.  L.  Schrun,  Di- 
recteur de  rObservatoire  et  Professeur  ä  J^na.  Pr^- 
Codices    d'une    Introduction    fran^aise,    par    J.  Hou^l, 
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Professeur  de  Mathömatiquea  ä  la  Facolt^  des  Scien- 
ces de  Bordeaux.  Sixi^me  Edition  stereotype,  revae 
et  corrig^e.  Brunswick.  Frdd^ric  Vieweg  etfils.  Paris. 
Gaathier-Villars.     1866.    %\ 

Wir  freuen  uns  sehr»  diese  fransusische  Ausgabe  der  treff- 
lichen Tafeln  von  Schron  hier  anzeigen  zu  können,  welche  von 
einem  französischen  Mathematiker  veranstaltet  worden  ist,  der 
9ich  schon  so  vielfach  und  in  so  hohem  Maasse  durch  die  Her- 
ausgabe von  Tafeln  verdient  gemacht  hat,  und  dem  daher  auf 
diesem  Gebiete  eine  sehr  grosse  Erfahrung  zur  Seite  steht,  so 
dass  hier  qpter  allen  Umständen  nur  eine  ausgezeichnete  Leistung 
zu  erwarten  H'ar.  Herr  Hoüel  hat  aber  durchaus  nicht  oStbig 
gefunden,  an  den  Schrun'schen  Tafeln  seihst  wesentliche  Ver- 
änderungen vorzunehmen,  upd  dieselben  erscheinen  daher  hier  in 
ziemlich  unveränderter  Gestalt,  was  ein  neuer  sehr  erfreulicher 
Beweis  ihrer  grossen  Vortreflflichkeit  ist.  lodess  hat  der  französi- 
sche Herr  Herausgeber  doch  ^in  Paar  jßdßm  Kenner  der  Schron- 
schen  Tafeln  sogleich  in  die  Augen  springende  Veränderungen  an- 
gebracht, welche  wir  für  sehr  zvyeckmSs^ig  und  sehr  dankens- 
werth  halten;  er  sagt  darüber  selbst  in  der  Vorrede  p.  III.:  „Nons 
avons  r^pöt^,  sur  toutes  les  pages  de  la  Tabli^  I,  cfsii^  de  ces  nom 
bres  qui  se  pr^sentent  les  plus  squyent  dans  les  caiculs ;  et,  dans 
la  Table  trigonomötrique,  nöus  avons  inscrit^  pqur  plus  de  clarte,  en 
caracteres  plus  apparents,  les  nombres  de  degr^s  en  haqt  et  en  bas 
de  chaque  page.'^  VorzOglich  die  letztere,  auch  in  älteren  Tafeln 
fast  allgemein  übliche  Einrichtung  erleichtert  das  Aufschlagen 
wesentlich,  namentlich  das  erste  Blättern  —  um  so  zu  sagen  — 
zur  Auffindung  des  gesuchten  Winkels.  Die  der  französischen 
Ausgabe  vorgesetzte  „Introdnctipn"  über  Einrichtung»  Gebraach 
o.  s.  w.  der  Tafeln,  ist  von  Herrn  Hoüel  ganz  neu  verfasst;  sie 
ist  kürzer  gehalten  als  die  den  deutschen  Ausgaben  vorausge- 
schickte Einleitung,  lässt  aber  dessenungeachtet,  wie  es  uns 
scheint,  keinen  wesentlichen  Punkt  unberührt,  und  hat  uns  eben 
durch  ihre  grossere  Kürze  besonders  angesprochen,  ohne  dass 
es  uns  auch  nur  im  Entferntesten  in  den  Sinn  kommen  kann,  der 
grossen  Genauigkeit,  Sorgfalt  und  Ausführlichkeit,  mit  welcher 
die  Einleitung  des  so  sehr  verdienten  deutschen  Herrn  Heraus- 
gebers verfasst  ist,  ihren  Werth  und  ihr  Verdienst  irgendwie 
schmälern  zu  wollen.  Die  franzosische  Einleitung  umfasst  nur  9 
Seiten  unter  folgenden  Rubriken:  Table  I.  Logarithmes  des 
nombres  depuis  1  jusqu'ä  108000.  ^  Table  H.  Logarith- 
mes des  Sinus,  tangentes,  cotangentes  et  cosinus  de 
tous  les  angles  du  quadrant,  de  10  en  10  secondes.  — 
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De  riiiterpolatfion  des  table«.  Premiere  ni^thode.  Seconde 
in<$thode.  Troisi^me  ni^thode.  Usage  des  diffiärences  secondes.  — 
Als  eioe  sehr  dankenswerthe  Zugabe  der  fransOsischen  Aasgabe  be- 
trachten wir  endlich  noch  die  Tafel  der  »»Nombres  usaels 
avec  leurs  logarithnies." 

Wie  sehr  den  in  jeder  Bezlehuog  so  sehr  aasgezeichneten 
Seh run' sehen  Tafeln  durch  diese  französische  Ausgabe  eine  noch 
grossere  Verbreitung,  als  sie  schon  besitzen,  gesichert  werden 
%vird,  liegt  auf  der  Hand,  und  jeder  deutsche  Mathematiker  ist 
deshalb  sowohl  Herrn  Uofiel,  als  auch  den  Herren  Gauthier 
Villars  und  F.  Vi e weg  und  Sohn,  für  deren  Herausgabe  zu 
dem  grussten  Danke  verpflichtet. 


Recueil  de  Pormules  et  de  Tables  num<^rlques.  Par 
J.  Hoüel,  Ancien  l^Uve  le  l'^cole  Normale,  Professear 
de  Matb^matiques  pures  a  la  Facultö  des  Sciences  de 
Bordeaux.    Paris.     Gauthier  Villars.    1866.    8». 

Wir  können  den  Zweck  dieser  neuen  Tafeln  des  darch  die 
Herausgabe  seiner  trefflichen  „Tables  de  Logarithroes  i 
cinq  Decimales^'so  sehr  verdienten  Herrn  HoOel  nicht  besser 
angeben  als  mit  seinen  eigenen  Worten  (Avertissement  p.  V.): 
„En  rtfdigeant  ee  Recueil  de  formuies  et  de  Tables  je  me  suis 
propos^  un  double  but.  J'ai  voula,  d*une  part,  rassembler  des 
Tables  abrögees  k  Tusage  des  personnes  qui  s*occupent  d*ap' 
plications  num^riques  n'exigeant  pas  beaucoup  d*approximation,  ce 
qui  est  le  cas  d'une  grande  partie  des  calculs  d' Astronomie  ou 
de  Ph^sique;  mais,  d'autre  part,  moo  dessin  principal  a  ötö  de 
venir  en  aide  ä  ceux  qui  ^tudient  les  parties  ölevees  des  MathtS- 
roatiques,  et  aoxquels  la  mise  en  nombre  des  formuies  peat 
faciliter  rintelligence  des  theories,  en  joaant  un  rdle  analogue  ä 
celui  des  exp^riences  dans  renseignement  des  sciences  pbfsiques/* 
Wir  glauben,  dass  der  Herr  Verfasser  in  dieser  mit  grosser 
Sacbkenntniss,  Sorgfalt  und  Genauigkeit  zusammengestellten 
Sammlung  von  Formeln  and  den  darauf  folgenden  numerischen 
Tafeln  den  in  Rede  stehenden  doppelten  Zweck  vollkommen  er* 
reicht  hat,  and  erkennen  in  dieser  Sammlung  namentlich  auch  ein 
mit  dem  grössten  Danke  aufzunehmendes  Hülfsmittei  für  den  roa» 
thematischen  Unterricht,  weshalb  wir  dieselbe  in  dreifacher  Rück« 
Sicht  dringend  zur  sorgfältigsten  Beachtung  empfehlen,  nändich 
1.  allen  Mathematikern  and  Praktikern  „qui  s'occupent  d'appli- 
cations   nam^riques    n'exigeant    pas  beaucoup   d*approxiroation"; 
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2.  jüngeren  Studirenden,  «reiche  in  diesen  Tafeln  ein  reiches  Ma- 
terial zur  Uebung  und  numerischen  Anwendung  finden;  3.  allen 
Lehrern  der  Mathematik^  welche  ihre  Schfiler  auf  solche  An- 
wendungen hinfähren»  zu  denselben  vorbereiten  und  anleiten 
wollen. 

Indem  wir  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  diese  Tafeln, 
eben  weil  sie  nur  für,  eine  beschränktere  Annäherung  bezweckende 
Hechnungen  dienen  sollen,  überall  nur  eine  geringere  Anzahl  von 
Decimalstellen  liefern,  und  —  genOthigt  durch  die  Beschränkt- 
heit des  uns  in  diesen  Literarischen  Berichten  gebotenen  Raums  — 
wegen  der  Einrichtung  derselben  auf  die  mit  grosster  Sachkennt* 
niss  und  Deutlichkeit  verfasste  „Introduction^^  verweisen, 
beschränken  wir  uns  im  Folgenden  auf  eine  fibersichtliche  An- 
gabe des  Inhalts. 

Nach  dem  „Avertissement  (p.  V.—  p.  IX.)**  giebt  die 
„Introduction**  auf  p.  XI. —  p.  XXIX.  sehr  deutliche  Nach- 
richt über  die  Einrichtung  der  Tafeln  und  Anleitung  zu  ihrem 
Gebrauch,  worauf  dann  auf  p.  XXX.—  p.  LXXI.  eine  sehr  reich- 
haltige und  für  die  Zwecke  des  Buches  vollständig  ausreichende 
Sammlung  von  Formeln  fiir  die  hyperbolischen  und  elliptischen 
Functionen  folgt,  nämlich:  Forniules  relatives . aox  fonctions  by- 
perboliques.  —  Resolution  des  dquations  du  second  et  du  troi- 
sidnie  (legrö  (mit  Anwendung  der  hyperbolischen  Functionen.)  — 
Formoles  relatives  aux  fonctions  elliptiques:  §.  I.  IL  III.  IV.  V. 
l}eB  fonctions  ^.  §.  VI.  VII.  VIII.  IX.  X.  XI.  XIL  Des  fonctions 
elliptiques.  §.  XIII.  Calcol.  num^rique  des  integrales  elliptiques 
de  premidre  esp^ce.  §.  XIV.  Integrales  elliptiques  de  seconde 
esp^ce.  §.  XV.  XVI.  Developpenieot  en  seHcs  des  integrale« 
de  premidre  et  de  seconde  esp^ce.  §.  XVII.  XVUL  XIX.  Cal- 
cul  des  integrales  elliptiques  au  raoyen  de  la  transformaCion  Rio- 
dulaire  de  Landen.  §.  XX.  XXI.  XXII.  XXIII.  XXIV.  XXV. 
Integrales  elliptiques  de  troisi^me  esp^ce.  Parametre  =  it. 
$.  XXVI.  Des  integrales  de  troisiöme  espece  ä  parametre  imagi- 
nalre.     §.  XXVII.  Reduction  de  la  differentielle 


ä  la  forme  normale 

1    d^ 1    dq> 

^  '  Vl~it«sinV  "^  •« '  5^  ' 

$.  XXVIII.    Reduction  de  la  differentielle  F(y,  VR)dy  ans  dif- 
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förenttelles  elliptiqaes,  F  d^signant  ane  fonction  rationelle,  et  H 
un  polynome  du  troisi^me  oa  da  qoatriöme  degre  en  y.  —  Ap- 
plications nomöriqaes  des  fonctions  eiliptiqaes.  I.  Aire  de  TeHip- 
solde.  II.  Longueur  de  la  ligne  g<$od^sique  d*un  sph^roYde  de 
rÖFolution.  IIl.  Mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide.  Mit 
dieser  Sammlung  von  Formeln  fiir  die  hyperbolischen  und  ellip- 
tischen Functionen  hat  man  für  die  Kreisfunctionen  und  rucksicht- 
Ücb  vieler  anderer  Formeln  das  ,,Recoeil  de  formules  et  de  nom- 
bres  usuels,  avec  leurs  logarithmes^'  in  des  Herrn  Verf.  „Tables 
de  logaritbmes  ä  cinq  d^cimales.  p.  XXXV. —  p.  XLVI." 
zu  verbinden.  —  Nun  folgen  Tables  num<$riques.  I.  Loga- 
ritbmes vulgaires  ou  d^cimaux  des  2000  premiers  nombres. 
IL  Antilogarithmes.    III.  Logaritbmes  d'addition  et  de  soustrac- 

\±.  X 

tion.    IV,  Logaritbqies  du  rapport   , •     V.  Table  abr^g^e  pour 

le  caicul  des  logaritbmes  vulgaires  k  15  d^cimales.  VI.  Loga- 
ritbmes oaturels  ou  hyperboliques  k  4  d^cimales.  VII  Table 
abregne  pour  4e  caicul  des  Ipgaritbmes  naturels  k  20  d^cimales. 
VIII.  Tables  de  converston  des  logarithmes  naturels  en  bga* 
rithmes  vulgaires»  et  des  parties  däcimales  du  rayon  en  parties 
d^cimales  du  qnadrant,    et   r^ksiproquement»  oa  Tables  des  mul« 

12» 

tiples  de  ^,  ^»   -,  -x-   IX.  Valeurs  naturelles  des  fonctions  cir- 

colaires,  k  4  däciroales,  de  15'  en  15'  d'arc,  oo  de  minate  en 
minute  de  temps.  X.  Logarithmes  des  fonctions  circulaires»  k 
4  d^imales,  de  minate  en  minate  jusqu'i  100'»  et  de  10'  en  10' 
pour  le  reste  du  quadrant.  XI.  Logaritbmes  des  fonctions  cir- 
culaires  ii  4  dtfcimales  de  6'  en  6'  ou  de  dixi^me  en  dixi^me  de 
degr^.  XII.  Valeurs  naturelles»  k  3  däcimales»  des  fonctions  cir- 
culaires,  pour  chaque  centiöme  da  quadrant»  avec  la  converston 
des  parties  d^cimales  du  quadrant  en  parties  sexag^simales. 
XIII.  Logaritbmes  des  fonctions  circnlaires  k  3  döcimales»  de 
centieme  en  centi^me  du  quadrant»  et  ä  4  d^cimaies  de  milli^me 
en  millidme  du  quadrant.  XIV.  Valeurs  naturelles  et  logarith- 
miques  des  fonctions  circnlaires  et  hyperboliques»  pour  des  arcs 
croissant  de  milli^me  en  millieme  du  quadrant.  XV.  Valeurs 
naturelles  des  fonctions  circirtaires  k  10  döcimales.  XVI.  Tables 
des  fonctions  elliptiques.  XVII.  Tables  de  diverses  transcendantes. 
XVIII.  Tables  des  carrös  k  4  d^cimales  des  nombres  depais 
0,000  josqu'A  ]»200.    XIX.  Tables  de  puissances. 

Mögen  sich  alle  unsere  Leser  das  ungemein  viel  Nützliches 
enthaltende»  und  auch  Susserlich  schon  und  zweckmfissig  ausge- 
stattete Euc^  recht  sehr  empfohlen  sein  lassen. 
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HI  e  c  h  a  n  i  k. 

Allgemeine  Maschinenlehre.  Ein  Leitfaden  Tor 
Vorträge,  sovrie  zum  Selbstata'diuni  des  heutigen  Ma- 
schinenwesens, mit  besonderer  Berficksichtigung  sei- 
ner Cntwickelung,  fQr  angehende  Techniker,  Camera- 
listen, Landwirthe  und  Gebildete  jeden  Standes. 
Von  Dr.  Moritz  Rühlmann,  Professor  an  der  polytech- 
nischen Schale  in  Hannover.  Mit  zahlreic  hen  Holz* 
schnitten.  Zweiten  Bandes  erste  und  zweite  Hälfte, 
ßraunschweig.    Schwetschke  und  Sohn.    1865.    8^. 

Je  weiter  dieses  Werk,  dessen  erster  Band  im  Literar.  Ber. 
Mr.  CXLVII.  S.  4«  und  Nr.  CLII.  S.  5.  von  uns  angezeigt  worden 
ist,  fortschreitet,  desto  mehr  überzeugen  wir  uns,  dass  dasselbe 
nicht  bloss  als  ein  höchst  zweckm&ssiges ,  sondern  als  ein  nn- 
entbehrliches  Hiilfsmittel  für  Jeden  zu  betrachten  ist,  der  sich 
eine  gründliche  Einsicht  in  das  praktische  Maschinenwesen,  na- 
mentlich auch  in  Bezug  auf  die  neueren  und  die  neuesten  Fort- 
schritte desselben  verschaffen  will,  wobei  aber  besonders  her- 
vorgehoben werden  muss,  dass  überall  historische  und  literarische 
Notizen  in  sehr  reichem  Maasse  beigebracht  worden  sinH.  Die 
schönen  und  sauberen,  bei  einem  solchen  Werke  natürlich  un- 
entbehrlichen Holzschnitte  erhöhen  den  Werth  des  vorliegenden 
%vesentlich,  da  sie  in  allen  Fällen  eine  sehr  deutliche  Elosicht 
in  die  Construction  und  das  Innere  Wesen  der  betreffenden  Ma- 
schinen gewähren.  Wir  können  also  hiernach  unsere  frühere 
Empfehlung  des  in  seiner  Art  trefflichen  W^erkes  in  erhOhetem 
Maasse  wiederholen  und  begnügen  uns  des  Weiteren  wegen  mit 
der  Inhaltsangabe  des  vorliegenden  zweiten  Bandes. 

Im  Allgemeinen  enthält  dieser  zweite  Band  die  Fortsetzung 
der  zweiten  Abtbeilung,  nämlich  der  Maschinen  zur  Ver- 
richtung nützlicher  mechanischer  Arbeiten,  und  ist  ganz 
den  Mühlen  und  den  landwirtbschaftlicheo  Maschinen  gewidmet, 
nämlich :  « 

FttnfterAbfletanltt.  Fabrikationsmaschinen.  Mühlen. 
A.  Mühlen  zur  Verarbeitung  von  Stoffen,  welche  Menschen  und 
Thieren  zur  Nahrung  dienen.  I.  Getreidemühlen  zur  M<6hlbereitung. 
II.  Getreidemühlen  ohne  beabsichtigte  Mehlbereitung.  —  B.  Mühlen 
zur  Verarbeitung  von  Stoffen,  welche  Menschen  und  Thieren  nicht 
zur  Nahrung  dienen,  I.  Mühlen  flir  Knochen,  steinige  Materialien, 
Farbstoffe  nnd  Gerberlohe.    II.  Oelmfihlen.    III.  Stgemfihleo. 
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Slecluiter  Abflehnitt.  Landwirthschaftliche  Maschi- 
nen. Geschichtliche  Einleitung.  Die  landM-irthschaftlicben  Ha* 
schinen  der  Gegenwart.  1.  Maschinen  cur  Bodencaltur  durch 
Dannpflcraft  (Dampfpfliige).  A.  Systeme  mit  selbstbeweglicher 
Locomobile.  B.  ^Danipfpflugsysteme  mit  feststehender  Locomo* 
bile.  G.  Die  transportable  Dampfmaschine  der  Landwirthscbaft« 
11.  Säeniascbinen.  A.  Reihensäemaschinen.  (Drillmaschinen). 
B.  Breitsäemascbinen.  III.  Erntemaschinen.  A.  Mähmaschinen. 
B.  Heuwendemaschinen  und  Pferderechen.  IV.  Dreschmaschinen. 
A.  Lang-  oder  Spiti- Dreschmaschinen.  B.  Breit-  oder  Quer- 
Dreschmaschinen.  V.  Stroh-  oder  Hfickselschneidemascbinen. 
VI.  Wurzel-  und  Rfibenschneidemaschinen.  VII.  Oelkuchen- 
brecher. 

Weil  die  landwirtbschaftlichen  Maschinen  in  der  neueren 
Zeit  eine  so  grosse  Rolle  spielen  und  immer  mehr  an  Wichtig- 
keit gewinnen 9  haben  wir,  um  die  Vollständigkeit  des  Werkes 
zu  zeigen^  den  Inhalt  des  dieselben  betreffenden  Abschnitts  voll- 
ständig niitzutheiien  für  zweckmässig  erachtet. 


Astronomie. 

Tables  pour  la  reduction  du  temps  en  parties  d^ci- 
males  du  joar  par  G.  J.  Hoüel»  Prof.  de  Matb^matiques 
a  la  Facttlt^  des  Sciences  de  Bordeaux.  Publication 
der  astronomischen  Gesellschaft«  IV.  Leipzig.  W.En- 
gel mann.     1866.    4^. 

Diese  mit  grosser  Sorgfalt  und  Genauigkeit  berechneten 
Tafeln  zur  Verwandlung  der  Zeit  in  Decimaltheile  des  Tages, 
welche  von  der  astronomischen  Gesellschaft  in  Leipzig  auf 
dankenswertbe  Weise  publicirt  worden  sind»  werden  den  Astro- 
nomen ein  erwünschtes  und  nOtzliches  HQlfsmittel  zur  leichten 
und  schnellen  Ausföbrnng  der  in  Rede  stehenden«  oft  wieder- 
kehrenden Rechnungen  sein.  In  der  Einleitung  sagt  der  Herr 
Verf.:  ,,La  table  I.  donne  ä  simple  vue  le  nombre  des  jours 
^coul^s  eotre  le  o  janvier  de  Tann^e  o  de  Faire  vulgaire^},  et 
une  date  quelconqae  du  calendrier  grtfgorien»  jusqu'ä  Fan  2000. 
On  y  trouve  Imm^diatement  le  nombre  de  jours  correspondant 
au  0  janvier  de  chaque  ann^e  (au  1  janvier»  si  Fannie  est  bis* 


*)  Jatqa'ä  l&dS  oa  a  compte  let  date«   jnlieaaet,   depnit   1588  le« 
datet  gr^gerieanet. 
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sextile);  il  ne  reste  plus  qu'ä  y  ajonter  le  nombre  de  Jours  cor- 
respondant  k  I&  date  de  l'ann^e,  et  ce  nomlire  est  indiqDe  par 
la  table  auxiliaire  placke  en  roarge.  —  La  table  IL  aert  ä  la 
coQveraioD  des  beurea^  mioiitea  et  secondea  eo  fractions  dtei- 
males  du  jour/'  —  Wir  eoipfehlen  diese  niitslichen  Tafeln  der 
Beachtung  der  AstronoroeD  recht  sehr. 

Ueber  Rillen  auf  dem  Monde.  Von  J.  F.  Julius 
Schmidt,  Director  der  Sternwarte  zu  Athen.  Nebst 
drei  Steindrucktafeln.     Leipzig.     Barth.    1866.    4^. 

Rillen  auf  dem  Monde  nennt  man  bekanntlich  jene  merk- 
würdigen langen  und  schmalen  grabenartigen  Furchen  oder  Thal- 
formen,  welche  eben  so  wie  alle  anderen  Formen  auf  dem  Monde, 
jene  ausgenommen,  die  nur  Verschiedenheiten  des  Lichtes  oder 
der  Farbe  darbieten,  erst  durch  ihren  Schattenworf  kenntlich 
werden*  Der  Herr  Verf.  hat  den  Mond  seit  1842  fleissig  beob- 
achtet, und  dabei  auch  den  erwähnten  Gebilden  besondere  Auf- 
merksamkeit gewidmet.  Um  von  den  neuen  Rillen  Kunde  zu 
geben,  hat  er  nach  Mädler's  Vorgange  den  Mond  in  vier  Qua- 
dranten getheilt,  und  die  fraglichen  Objecto  aus  älteren  und 
sein^  eigenen  Beobachtungen  cataiogisirt,  wodurch  es  dem 
Beobachter  möglich  wird,  durch  genäherte  Kenntniss  der  Oerter 
die  Rille  zur  geeigneten  Zeit  aufzusuchen,  zu  bestätigen  und  för 
einzelne  Fälle  nachzuweisen ,  dass  die  fragliche  Form  eine  andere 
Deutung  verlange.  Auf  diese  Weise  ist  der  auf  S.  13 — S.  24. 
mitgetheilte  „Catalog  der  seit  1787  entdeckten  Mond» 
Rillen"  entstanden,  welcher  425  Rillen  enthält  und  jedenfalls 
für  alle  Mondbeobachter  ein  unschätzbares  nicht  zu  entbehrendes 
Hulfsmittel  ist,  t^r  dessen  Publication  dem  Herrn  Verf.  beson- 
derer Dank  gebiihrt..  Die  Schrift  Ist  auch  für  die  allgemeine 
Mond-Topographie  wichtig  und  interessant,  und  mag  hieroit  un- 
seren sich  ffir  Astronomie  interessirenden  Lesern  recht  sehr  zur 
Beachtung  empfohlen  sein. 


Physik. 

Lehrbuch  der  technischen  Physik  von  Dr.  J.  Fer* 
dinand  Hessler,  weiland  Professor  der  Physik  am 
k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien.  Nach  dem 
Tode  des  Verfassers  fortgesetzt  und  umgearbeitet  von 
Dr.    Fr.  Jos.    Pisko,    Professor    in    Wien.    Dritte,    dem 
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neuesten  Stande  der  Wiseenscbaft  entsprechende 
Auflage.  Mit  891  dem  Texte  eingedruckten  Holzschnit- 
ten. Auch  uuter  dem  Titel:  Hessler^Pisko,  Lehrbuch 
der  technischen  Physik.  Dritte  Auflage  in  zwei  Bän- 
den. L  Band,  enthaltend:  Mechanik,  Akustik.und  Clec- 
tricität.  Von  Dr.  J.  F.  Hessler.  H.  Band,  enthaltend: 
Schluss  der  Electricität,  Optik  und  Wärme.  Von  Dr. 
J.  F.  Hessler  und  Dr.  Fr.  Jos.  Pisko.  Wien.  W.  Brau- 
maller.    1866.    8». 

„Das  Specifische  des  IJessler'schen  Lehrbuchs  der  Phy- 
sik**, r—  sagt  Herr  Professor  Pisko  in  der  Vorrede,  —  »liegt 
darin,  dass  es  die  für  die  Technik  wichtigen  Disciplinen  ein- 
gehend behandelt  und  sie  in  die  allgemein  bildenden  Zweige  der 
Physik  an  gehörigem  Orte  einschiebt.  So  sehen  wir  denn  die 
allgemeinen  Messapparate,  die  Wage,  das  Pendel,  die  Aräo- 
und  Barometer,  die  Telegraphen,  den  Funkeninductor  von  Ruhm- 
korff  sehr  ausgedehnt  besprochen;  so  finden  wir  die  Ausnutzung 
physikalischer  Wahrheiten  z.  B.  bei  Scbiffslampen,  Wegmesser, 
Centrifugalapparate,  elektrische  Sprengvorrichtungen  u.  s.  w.,  und 
so  endlich  wird  man  auch  das  sie  umschlingende  Band  der  all- 
gemeinen Physik  nirgends  vermissen.  Cnd  weil  es  dem  Ver- 
fasser darauf  ankam,  die  Leuchte  der  Physik  recht  weit  tragen 
zu  lassen,  so  beanspruchte  er  in  diesem  Werke  nur  die  Vor- 
kenntnisse der  niederen  Mathematik  mit  Ausschluss  der  Reihen, 
und  richtete  seine  Ableitungen  darnach  ein.  Gleichwohl  wollte 
er  aber  auch  anderseits  die  Errungenschaften  der  hohen  Wissen- 
schaft fSr  seinen  Leserkreis  nicht  verloren  geben  und  so  sollten 
wenigstens  die  Resultate  derselben  in  seinem  Buche  Platz  fin- 
den. —  In  diesem  Sinne  war  also  das  Buch  weiter  zu  führen. 
Es  sollte  „eine  technische  Physik"  mit  allgemein  bildender 
Grundlage  sein,  aber  auch  die  „physikalische  Technik" 
berficksichtigen;  wie  wir  denn  in  der  That  zur  rechten  Zeit  stets 
Winken  zur  Durchführung  des  Experimentes  begegnen.*' 

Dass  ein  physikalisches  Lehrbuch  von  diesem  Charakter  and 
dieser  Tendenz  von  grossem  Nutzen  sein  muss  und  ein  Bedurf- 
niss  ist,  lässt  sich  gewiss  nicht  in  Abrede  stellen;  soll  es  aber 
den  beabsichtigten  Nutzen  wirklich  in  vollem  Maasse  stiften,  so 
ist  nach  unserer  Meinung  als  ein  Bauptgesichtspunkt  festzu- 
Balten,  dass  zwischen  der  strengen  wissenschaftlichen  Theorie 
und  der  technischen  Anwendung  eine  richtige  Mitte  und  ein  rich- 
tiges Verhältniss  getroffen  werden  Gerade  in  dieser  Beziehung 
scheint  uns  nun  das  Hessler-Pisko 'sehe  Werk  Vorzfigliches  zu 
leisten  und  unser  Interesse  ist  bei  der  näheren  Einsicht,  welche 
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wir  von  demselben  genommen    haben,  vielfach  angeregt  fi-orden. 
Die  Theorie  ist  überall  mit   grosser  Deutiicbkett  gegeben,   «nd 
die   Darstellung  ist   keineswegs   eine    unmatbemätis^he,   sie  be- 
dient sich   aber  nur  der  Lehren  der  Elementar  Mathematik,  ond 
bleibt  bei  den  dadurch    gesteckten  Gränzen  überall   zweekmSssIg 
stehen;    die  technische   Anwendung  ist  jederzeit  gehörig  einge-' 
reihet,  übergeht  keine   der  in    neuerer  Zeit   besonders  hervorge- 
tretenen Anwendungen,    und  ist,  ohne  in  zu  grosse  Specialitfiteo 
sich  einzulassen  9  was  hierbei  als  besonders  lobenswerth  erschein^ 
stets  so  weit  geführt,  dass  derjenige«  welcher  die  Theorie   voll- 
ständig verstanden   hat,   leicht  weiter  zu  gehen    im  Stande  ist' 
wobei  auch  die,  hauptsächlich  in  den  von  Herrn  Professor  Pisko 
bearbeiteten  Partieen  mit  der  grossten  Vollständigkeit  und  Reieh- 
haltigkeit  beigegebene  Literatur  wichtige  und  wesentliche  Unter- 
stutzung   gewährt.     Der    Antheil,    den  jeder  der   beiden  Herren 
Herausgeber  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen   berechtigt  ist,  ist 
schon  auf  dem  Titel    mit   völliger  Bestimmtheit    bezeichnet,    so 
dass   darüber  hier    nichts  weiter  zu  sagen  ist.     Wir  halten  das 
auch  äusseriich  mit  grosser  Eleganz  ausgestattete  Werk  in  seiner 
jetzigen  gegen  früher  sehr  vervolfkmnmneten  Gestalt  rücksichtlich 
seiner  einem  Bedürfniss  entsprechenden  Tendenz  für  eine  wich- 
tige Erscheinung   auf  dem  Gebiete  der  physikalischen  Literatur 
und  machen  unsere  Leser  recht  sehr   auf  dasselbe  aufmerksam! 
indem  wir  zugleich  gern  und  bereitwillig  das  Verdienst  anerken- 
nen, welches  sich  Herr  Professor  Pi^ko  dadurch  erworben  hat 
dass  er  sich  des  von  dem  der  Wissenschaft  leider  zu  früh  ent- 
rissenen treflflichen  Hessler  nachgelassenen  Werkes  mit  so  viel 
Umsicht  und  so  ausgebreiteter  Sachkenntniss  annahm,  und  seinen 
Fleiss  Vorzugsweise  den  Thetlen   der  Physik   zuwandte,  deren 
weitere  Vervollkommnung  ganz  das  Werk  der  neuesten  Zeit  ist, 
wodurch  die  Arbeit  nttr  ererchwen  wurde  und  eben  deshalb  be^ 
sondere  Anerkennung  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  berechtigi 
ist.    Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  dem  Werke  auch  sehr 
nützliche  physikalische  Tabellen  in  ziemlich   grosser  Anzahl  und 
zweckmässiger  Auswahl  und  Ausdehnung  beigegeben  sind. 

SpekCrafanalys,  expos^locb  historik,  af  Rob.TbaUn« 
Med  enSpektralkai'ta.  (Aftryck  ur  Upsala  Universitets 
Ärsskrift,   1866.)  Upsala,  Edquist  &  Berglund.   1866.   9>. 

Wir  mSchten  die^e,  aus  der  immer  viel  Schönes  enthaltenden 
itjpsala  Universitets  lr»skrift  besonders  abgedruckten 
Schrift  eines  trefflichen  schwedischen  Naturforschers  recht  sehr 
zu  einer  Uebertragung  in's  Deutsche  empfehlen,  weil  wir  nicht 
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i;laubeii,  dass  unsere  Literatur  eine  ähnliebe  Schrift  besttst,  aus 
vrelcher  man  mit  gleicher  Leichtigkeit  sich  über  alles  Wesent* 
Hebe  in  Betreff  der  Speetralanalyse  belehren  kOnnte»  wobei  im* 
inerhin  der  Ueberaetzung  vielleicht  noch  weitere  Notizen  ober 
die  Einrichtung  verschiedener  neuerer  Spectroscope  u.  s.  w.  beigeftigt 
werden  konnten.  Die  Schrift  bestebt,  wie  auch  schon  der  Titel 
besagt,  aus  zwei  Abtheilungen »  einer  theoretischen  und  einer 
historischen.  Die  erste  verbreitet  sich  mit  grosser  Einsicht 
und  ausgebreiteter  Keuntniss  über  alles  in  der  angegebenen 
Richtung  Wissens werthe»  wobei  die  nach  unserer  Ansicht  sehr  zu 
wünschende  üebersetzong  mit  Leichtigkeit  die  oben  erwähnten  Zu- 
.^ätze  erhalten  k<)unte.  DiO  zweite  historische  Abtheilung  zerfallt  in 
zwei  Abschnitte,  nämlich  die  Zeit  von  167*2— 1814  (welche  oatfirlich 
nur  einige  allgemeine  Notizen  in  Bezug  auf  Newton  und  Fraun- 
hofer U.S.W,  enthalten  konnte)  und  in  die  Zeit  von  1814  bis  jetzt, 
welche  auf  S.  6 — S.  51  eine  sehr  schone  und  vollständige  Ueber- 
sicht  dber  diesen  ganzen  Zeitraum  liefert.  Ein  allgemeiner  Rück- 
blick schliesst  die  schone  Sebfiff. 


Die  Gesetze  des  räumlichen  Sehens.  Ein  Sup- 
plement zur  physiologischen  Optik.  Von  Dr.  Hermann 
8cheffler.  Mit  10  lithographirten  Tafeln.  Braun- 
schweig.    Schttibucbhandlung.    1866.    8^*. 

Die  beiden  Theile  der  physiologischen  Optik  des  Herrn  Ver- 
fassers sind  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXII.  S.  9.  und  CLXXIII. 
8.  15.  angezeigt  worden.  Der  vorliegende  Supplement-Band  ent- 
hält vorzugsweise  neue  Entdeckungen  des  Herrn  V^erfassers,  auf 
welche  derselbe  bei  weiterem  Studium  seit  dem  Erscheinen  der 
beiden  ersten  Theile  geföhrt  worden  Ist.  Wir  haben  auch  diesen 
dritten  Theil  mit  grossem  Interesse  gelesen,  und  baben  aus  dem- 
selben namentlich  auch  in  Beziehung  auf  die  Praxis  des  richtigen 
Sehens  vielfache  Belehrung  geschöpft,  so  dass  wir  unsere  Leser 
nur  recht  dringend  auch  auf  diesen  3ten  Theil  des  ausgezeichneten' 
Werks  aufmerksam  machen  können.  Von  der  Reichhaltigkeit  des 
Inhalts  nod  von  dem  vielen  in  diesem  Buche  enthaltenen  Neuen* 
wird  das  Folgende  Zeugniss  ablegen:  L  Fähigkeit  eines  und 
beider  Augen  zimi  stereoskopischen  Sehen.  II.  Fixirung  mitf 
einem  Auge.  HI.  Erkenntniss  der  Entfernung.  IV.  Erkenntniss 
der  Grösse.  V.  Scheinbare  Riehtung.  — ^  Applikation.  VI.  Ein^- 
fachsehen  mit  zwei  Augen.  VII.  Doppelsehen.  VIII.  Zusammen* 
sehen.  IX,  Einfluss  der  Applikation  auf  die  scheinbare  Grösse, 
Entfernung  und  Form.    X.  Identität  und  Wettstreit  der  Sehfelder. 
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XI.  PixationsprozeM.  XII.  Erhöhung  des  stereoskopischeo  Ein- 
dnickos  beim  Sehen  mit  zfiei  Augen.  —  Bewegliehkeit  der  Stih- 
cbenschicht  —  Autipothie  gegen  das  Eiofaehsehen.  Xlll«  Varia« 
tionen  des  Stereoskops.  **  Gemusterte  Flächen.  XIV.  Perspective. 
XV.  Die  Statik  der  Netzhaut  and  die  pseudoskopiscben  Ersehet- 
liungen.  —  Zolinersche  Linien.  XVI.  Einfluss  des  Wettstreites 
auf  die  scheinbare  Entfernung  der  Doppelbilder.  XVll.  Verän- 
derung der  scheinbaren  Entfernung  bei  Motilitätsstdningea  in 
Folge  des  Wettstreites.  —  Lähmung  des  Trochlearis.  XVilL 
Die  Muskelthätigkeit»  als  Ausfluss  des  Identitätsgesetzes.  —  Kon* 
s^ensus  und  Antagonismus.  XIX.  Abhängigkeit  der  empfindenden 
Nerveneinheit»  der  scheinbaren  Grosse  und  der  Entfernong  von 
der  Akkommodation  und  der  Konvergenz  der  Angenaxen.  XX.  Ex- 
perimentelle Bestätigung  des  allgemeinen  Gesetzes,  welches  die 
scheinbare  Grosse  und  Entfenmng  mit  der  Akkommodation  und 
der  Konvergenz  verbindet.  XXI.  Das  Identitätsgesetz.  XXII. 
Allgemeine  Theorie  der  Augenfehler.  XXIII.  Akkommodations- 
fehler.  —  Kurzsichtigkeit»  Fernsichtigkeit»  Übersichtigkeit,  Hy- 
permetropie»  Asfigmatismus  und  Asphärismus.  XXIV.  Applifca- 
tionsfebler.  —  Schielen  mit  Einfachsehen.  XXV.  Motilitätsfehler.  — 
Schielen  mit  Doppelsehen  und  schiefer  Kopfhaltung.  XXVI.  Be- 
ziehung des  Schielens  zur  Kurz-  und  Ferosichtigkeit  XXVII. 
Systematische  Bestimmung  der  Brille  für  jeden  Augenfehler. 
XXVIII.  Eigentbämliches  Einfach-  und  Doppelsehen  nach  Schiel- 
operationen, sowie  Erscheinungen  der  Antipathie  gegen  das  Ein- 
fachsehen.   XXIX.  Schlussbemerkuogen. 

Das  Gesetz  der  Stürme  in  seiner  Beziehung  zu  den 
allgemeinen  Bewegungen  der  Atmosphäre.  Von  H.  W. 
Dove.  Mit  Bofzschnitten  und  zwei  Karten.  Dritte  sehr 
vermehrte  Auflage.    Berlin.    Reimer.    1866. 

Das  vorliegende  wichtige  Buch  ist  aus  seinen  beiden  ersten  Auf- 
lagen so  bekannt,  dass  es  Im  Allgemeinen  genügt,  hier  nur  das  Er- 
scheinen dieser  dritten  Auflage  anzuzeigen,  und  zn  bemerken, 
dass  diese  allerdings  mit  Recht  als  eine  vermehrte  bezeichnet 
werden  darf,  indem  der  Herr  Verfasser  in  dieselbe  die  wesent- 
lichen Ergebnisse  seiner  Schrift:  ,»Die  Wärme  der  gemässigten 
Zone  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Wärme  des  Winters 
1862 — 63.  Berlin.  1863."  aufgenommen,  und  ausserdem  neuere 
strengere  Belege  för  das  Drehungsgesetz  beigebracht  hat  Für 
die  Leser,  welche  dfe  früheren  Auflagen  weniger  kennen,  gehen 
wir  noch  die  Hauptrubriken  Ao»  Inhalts  an:  Die  allgemeinen 
Bewegungen    der   Atmosphäre.    Einfluss   der  Drehnng  der 
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Erile  auf  ihre  Richtan^.  i.  Die  beständigen  Winde  (Paesate). 
II.  nie  jährlich  periodischen  Winde  (Monsoons).  III.  Die  ver- 
änderlichen Winde.  —  DieStarnie.  1.  Stürme  der  heissen  Zone 
«iiid  ihr  Eingreifen  in  die  gemässigte.  II.  Sturme,  ifelche  an  der  äus- 
«er^ten  Grftnze  des  Passats  entstehen.  III.  Stausturme.  IV.  Sturme 
durch  seitliche  Einwiricung  entgegengesetzter  Strome  auf  einan- 
der. Allgemeine  Ergebnisse.  —  Praktische  Regeln.  Passat- 
zone. Gebiet  der  Monsoons.  Nördliche  gemässigte  Zone.  Süd- 
liche gemässigte  Zone.  Kalte  Zone.  —  Beigegeben  sind  mehrere 
Sturmkarten,  namentlich  eine  grosse  sehr  sch5ne  Darstellung 
i\e9  Sturms  vom  20.  Januar  1863. 


Wichtige  literarische  Anzeige. 

Herr  L.  Cremona»  gegenwärtig  Professor  am  »J^tituto 
Teenico  Superiore**  in  Mailand,  welches  unter  Brioschi's 
Directorium  immer  mehr  aufblühet,  wird  seiner  schönen,  von 
Herrn  M.  Curtze  übersetzten  ,,Introdnzione  ad  una  Teorla 
i^eometrica  delle  curve  piane''  das  nachstehend  angezeigte 
Buch  folgen  lassen.  Ich  hoffe  mit  Bestimmtheit,  dass  es  mir 
gelingen  wird,  unverzüglich  eine  Uebersetzung  auch  dieses  Wer- 
kes zu  veranlassen,  und  habe  dazu  bereits  die  erforderlichen 
Schritte  gethan.  Grunert 


PßELIMINAEI 

DI  UNA  TEOKIA  GEOMETRICA 

DELLE  SIJPEEFICIE 

PER 

LUlGi  CRGMONA 

Prof.  il  B.  btitoto  Teenico  Soperiore  ii  lilano. 


«V^N/\r>XV>^\/^ 


Questo  lavoro  e  pubblicato  dairAccaderoia  delle  scienze  di 
Bologna  nelle  sue  Memariey  ed  k  giä  uscita  la  prima  parte,  che 
Consta  di  un  fascicolo  di  6  fogli  dl  stampa  in  4^.  gr.  —  A  com- 
pimento  mancano  circa  10  altri  fogli,  che  usciranno  entro  il  1867. 
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DI  quest'  opera  isolata  non  sono  in  vendita  che  aessanta 
copie,  le  quali  trovansi  gih  sin  d'ora  depoaitate  presso  il  Tip. 
Zavbtti  Frauc.»  Amministratore  del  Poläecnieo,  in  Milano. 

L'opera  intera  costa  it  L.  6 ;  chl  amasae  comperarla  ^  pregato 
spedire  an  Vaglia  postale  di  detta  somma»  intestato  al  Zaoetti, 
il  quäle  manderä  tosto  la  parte  pubblicata,  ed  in  segnito  ii  com- 
pimento»  franco  d'ogni  epeaa. 


Kurz  vor  dem  Schiusa  dieses  Literarischen  Berichts  ist  mir 
noch  zugegangen: 

Discorso  di  Apertura  del  secondo  Anno  della  Fa- 
eoltä  di  Chiroica»  fondata  per  iniziata  privata.  Letto 
dal  Fondatore  Prof.  Carlo  CassolA.  Napoli.  Tipografia 
de*  Fratelli  de  Angelis.    1867.    (19  Seiten.) 

Dieser  ,, Discorso"  enthält  einen  sehr  interessanten  aos- 
ffihrlicheD  Bericht  über  das  vorher  genannte  sehr  grossartige  che- 
mische Institut»  dessen  Errichtung  im  Jahre  1866  wir  schon  im 
Literar.  Ber.  CLXXX.  S.  8.  angezeigt  haben.  Wir  machen  alle 
unsere  Leser,  die  ffir  Chemie  sich  interessiren »  recht  sehr  aof 
diese  Schrift  aufmerksam.  G. 
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t  9r.  Bbrtu  Kolter*). 

Unter  den  vielen  Opfern,  welche  die  in  den  leisten  Monaten  de« 
Jahrs  1866  herrschende  Choleraepideinie  aus  den  Reihen  der  IntellW 
genz  nnerbittlich  forderte,  haben  wohl  wenige  eine  eo  allgemelneTheil- 
nahnie  erweckt,  wie  der  eo  plotsllche  Tod  des  IMInieterlalrathee 
im  Ostenreichischen  Staatsministerium  (Abtheilong  ffir  Cultos  und 
Unterricht)  Dr.  Harlan  Wolfgang  Koller.  Wenige  Stunden 
—  and  jener  Mann  war  nicht  mehr,  dessen  Verlust  Wlssenschafl 
und  Unterricht  tief  beklagen.  Gross  waren  seine  Verdienste  In 
beiden,  und  wenn  trotzdem  sein  Name  ausserhalb  der  Grenzen 


*)  Indem  ich  diesen  mir  freundlichst  Bugessndten,  und  mit  dem 
grdsstea  Denke  Ton  mir  entgegen  genommenen  Kecrolog  eines  Mannes 
im  Folgenden  mitthelle,  welchem,  nach  genaschter  persönlicher  Beksnnt- 
srhsft,  im  Leben  naher  getreten  so  «ein,  ich  jedereeit  fnr  ein  mir  so 
Theil  gewordenes  besonderes  Glück  halten,  und  dessen  Andenken  ich 
sieta  tree  in  meinen  Hereen  bewahren  werde,  bemerke  ich,  dasa  sla 
eine  dankenswerthe  Erginxnng  dieses,  übrigens  alles  Wesentliche  ent- 
haltenden Nccrologs  die  folgende  mehrfach  interessante  Schrift  betrsch* 
tat  werden  darf: 

Dr.  Harian  (Wolfsrany)  Koller,  Capitular  des  Bene- 
dietiner  «Stiftes  Kremsmünster,  k.  k.  illnisterialrath  Im 
bohenStaalsministeriom,  Ritter  des  kais.  osterr.  Leopold- 
Ordens,  wirkliches  Mitglied  der  kais.  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Wien,  wirklicher  Consistoriolrath  des  Bis- 
thnms  Lins  etc.  etc.,  emeritirter  Prodirector  der  philoso- 
phischen Stndienanstalt,  Dlrector  des  Convictes  and  der 
Sternwarte  %n  Kremsmünster  Eine  Lebensskiise,  bear- 
beitet Ton  Dr.  Avipastiv  Reslhaber»  Stiftsabte  und  Dire- 
ctor  der  Sternwarte  an  Kremsmünster.  Wien.  CarlGeroid'a 
Sohn.     1866.    8«. 

Ein  Paar  kleinere,  dem  folgenden  Necrologe  von  mir  beigefügte 
Anmcrkongen  sind  dieser  Schrift  entnommen.  G. 

Tbl.XLVI.Hfi.4.  4 
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•eines  Vaterlaodea  oicht  »o  bekannt  ist»  wie  jene  es  erbeMchea« 
so  lüt  gewiss  die  einxige  Ursache,  dass  in  seinem  Geiste  der 
Dfinkel  und  in  seinem  Herzen  die  Selbstsucht  keinen  Raom  fan- 
den. Um  so  mehr  erachten  wir  es  daher  als  unsere  Pflicht»  in 
diesen  Blättern  den  Gelehrten  und  Schulmännern  Deutscblands 
diesen  ausgezeichneten  Mann  wahr  und  ungeschminkt  vorzuffihren, 
damit  ihm  in  der  Reihe  jener  Männer»  die  sich  es  zur  Lebens* 
aufgäbe  stellten,  nur  der  Wissenschaft  und  der  Jugend  zu  nStxes, 
der  gebQhrende  Ehrenplatz  gesichert  werde. 

Marian  Wolfgang  Koller,    am  31. Oktober  1792  zu   Fei- 
striz  in  Krain  geboren«  war  der  Sohn  eines  Eisenwerksverweeere 
und  erhielt  den  ersten  Unterricht  im  väterlichen  Hause.     Am  Ly- 
ceum  in  Laibach  alsolvirte  er   das  Gymnasium  und  die  philoso- 
phischen Studien  mit  ausgezeichnetem  Erfolge  und  studirte  dann 
im  Studienjahre  1810 — 11  an  der  Ecole  centrale  de  m^ecies  de 
Laibach  Naturgeschichte,    allgemeine   Chemie    und  Matberoatlk» 
gleichzeitig  auch  das  Studium  der  französischen  und  italieobciien 
Sprache  eifrig  betreibend»    indem  Koller  in  der  k.  k.  Bergaka- 
demie zu  Schemnitz  zum  Montanisten  ausgebildet  werden  sollte. 
Die  nngflnstigen  Zeitverhältnisse  Hessen    diesen  Plan    nicht   zw 
Reife  kommen  und  Koller   bezog   daher   im  Oktober  1811    die 
^Viener  Universität,  um  sich  hier  mit  voller  Kraft  auf  die  matbe- 
matischen  und  naturwissenschaftlichen  Studien  werfen  zu  kSnnen 
—  jenen  Disciplinen,    zu  welchen    bereits  der  zarte  Knabe  eich 
hingezogen  fKIhlte  und  denen   der  Greis  In  den  letzten  Standen 
seines  Daseins  noch  mehr  als  den  nOthigen  Tribut  zollte.    Hier 
besuchte  er  die  Vorlesungen  der  höheren  Mathematik  von  den 
Astronomen  Bürg   und   die   es  mathesi  forensi  mit  dem  ausge- 
zeichnetsten Erfolge.    Während  dieser  zwei  Jahre  machte  Koller 
mehrere   Concursprfifungen  mit»    um   eine   mathematische  Lehr- 
kanzel zu  erlangen,  wurde  jedoch,  da  immer  ältere  Competenteo 
berücksichtiget    werden    mussten,  auf  die  —  Zukunft   vertrustet 
Er  nahm  daher  1814  eine   ihm   angebotene  Hofmeisterstelle  lilr 
französische  und  italienische  Sprache  zu  Steinbach  an  der  Steyer 
in  Oberösterreich  an  und  blieb  daselbst  drei  Jahre. 

Während  dieser  Zeit  lernte  Koller  das  Stift  Kremsmflnster 
kennen,  au  dem  seit  einer  Zeit,  wo  das  Unterrlcbtawesen 
Oesterreichs  noch  tief  im  Argen  kg,  schon  die  mathematlseh- 
natorwissenschaftlichen  Zweige  sorgsam  gepflegt  ond  talentvolle 
Zöglinge  für  das  Leben  tfichtig  gebildet  wurden.  Diener  Hort 
der  Wissenschaft  verfehlte  nicht  anf  Koller  den  nOthigen  Ein- 
druck au  üben.  Bald  ward  sein  Entschloss  gefasst,  denn  hn 
Herbste  1816  sehen  wir  bereits  den  früheren  akademischen  Bir» 
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ger  der  Wiener  CniversitXt  als  Noviie  im  Stifte  Kremsniflneter*). 
Doch  Unrecht  wfire  es»  zu  glauben»  Koller  habe  diese  Wahl 
getroffen»  rnn  nngestiirt  seinen  Lieblingsstudien  obliegen  zu  kön- 
nen. Derselbe  lebte  bis  su  seinem  Tode  streng  den  Regeln 
seines  Ordens  gemässi»  wie  wir  aus  vielfacher  persönlicher  Be- 
ziehung wissen»  so  dass  wir  mit  Recht  in  ihm  auch  einen  der 
würdigsten  Priester  verehren. 

Nachdem  Koller  das  Noviziat  zurückgelegt  und  seine  theo* 
logischen  Studien  in  Linz  beendet  hatte»  wurde  derselbe  im 
Jahre  1821  zum  Priester  geweiht  und  wirkte  dann  bis  zum  Jahre 
1824  als  Cooperator  in  der  Pfarrei  Sipbachzell  in  der  Seelsorge» 
indem  jedes  Ordensmitglied  ohne  Unterschied  mindestens  einige 
Jahre  in  der  eigentlichen  Seelsorge  tbätig  sein  mnss**);  allein 
schon  1824  sollte  er  endlich  seinen  Lieblingswunsch  erreicht 
sehen.  Als  nämlich  am  18.  April  1824  P.  Thaddäus  Derf- 
linger»  bisheriger  Decan  der  philosophischen  Studien»  Direktor 
des  Conviktes  und  der  Sterwarte  in  ein  besseres  Jenseits 
Hchied»  wurde  Koller  in  das  Stift  zurückgerufen,  um  sich  fSr  die 
Professur  der  Naturgeschichte»  welche  er  nun  mit  Beginn  des 
Studienjahres  1825  an  der  philosophischen  Lehranstalt  übernehmen 
sollte»  vorzubereiten. 

Im  Oktober  1825  übernahm  auch  Koller  dieselbe  provisorisch» 
vereinigte  mit  derselben  1826  die  Lehrkanzel  der  Physik  und 
legte  am  17.  Februar  1827  die  strenge  Prüfung  aus  beiden  Fä- 
chern an  einem  Tage  mit  sehr  gutem  Erfolge  ab»  worauf  derselbe 
von  der  k.  k.  Studien- Hofkommission  als  ordentlicher  Professor 
bestätigt  wurde.  Jetzt  endlich  war  das  langersehnte  Ziel  er- 
reicht und  nun  beginnt  Koller's  segensreiche  Thätigkeit  auf  dem 
Gebiete  des  Unterrichtes. 

Doch  auch  auf  dem  Gebiete  der  Wissenschaft  sollte  ^ich 
ihm  bald  ein  grosses  Feld  der  Tbfitigkeit  eröffnen;  denn  als  am 
29.  April  1830  der  bisherige  Direktor  der  Sternwarte  P.  Bontfa* 
cius  Schwarzenbrunner  plutzlich  mit  Tod  abging»  Übernahm 
Koller  die  Leitung  der  Sternwarte  mit  Beibehaltung  der  Lehr- 
kanzel der  Physik,  Letztere  versah  er  bis  zu  Ende  des  Studien- 
jahres 1839»  erstere  hingegen  bis  Oktober  1847»  beide  mit  oner- 
mfldlichem  Eifer  and  ausgezeichnetem  Erfolge. 


•)  Bei   seinem  Eintritt    in*«   Noviziat  am    5.  October  IBIS  erhielt 
Wolf  gang  Koller  den  Stiftsnamen:  Fr.  Marianus.  G, 

**)  Er  wird  als  aasgoseichneter  Seelsorger,    Katechet  und  Kansel- 
redner  geschildert.  6: 
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Die  Uanderte  von  Scbfilern,  welche  In  ihm  ihren  Lehrer 
verehren,  sind  mit  uns  gewies  einer  Meinung,  wenn  wir  sagen: 
Koller  war  nicht  nur  ein  anegeaeichneter  Schulmann,  er  war 
auch  ein  Freund  der  Jugend,  deren  Sympathien  er  rolietäadig 
beeaas  und  in  deren  Andenken  er  immer  fortleben  wird«  Wai 
jedoch  Koller  während  dieser  siebzehn  Jahre  als  Mann  der  Wis- 
senschaft leistete,  davon  geben  die  vielen  nnd  verschiedenartig- 
sten Publikationen  mehr  als  genügend  Zengniss« 

Die  Sternwarte  dieses   mit  Recht    berflhmten  Benediktiner- 
Stiftes  feierte  vor  wenigen  Jahren  ihr  erstes  Säculum.    Der  erste 
Astronom  derselben,  P.  Placidus  Fixlmillner  (1782—1791),  ein 
ebenso  genialer  als  liebenswürdiger  Mann,  begrflndete  schnell  des 
Ruf  dieses  neuen  Uranientempels.    Seine  Leistungen  und  seine 
ausgebreitete  Correspondenz  mit  de  la  Lande,   Johann  Ber- 
nonlli,   Maximilian  Hell  u,  v.  a«  beweisen  diese  zur  Genige. 
An  diesen  reihte  sich  in  würdiger  Weihe  P.  Thaddaens  Oerf- 
linger,  (1791—1824),  dessen  Name  in  der  astronomischen  Welt 
sich   des   besten   Rufes   erfreut.     Sein   Nachfolger   P.  Bonifai 
Schwarzenbrunner,   ein  äusserst  talentvoller  und  strebsamer 
junger  Mann,   bekleidete  die  Stelle  eines  Astronomen,    wie  wir 
bereits  erwähnten,  nur  sechs  Jahre,  bis  zum  Jahre  1830,  wo  Iho 
der  Tod  plötzlich  abrief.    Der  vierte  Astronom  dieser  Sternwarte 
war   nun   jener   Mann,    dessen  Andenken  diese  Zeilen    geweiht 
sind— es  ist  unser  unvergesslicher  Koller.    Wenn  wir  hier  mit 
einigen  Worten  eine  Geschichte   der  Sternwarte  eiuflochten,   so 
geschah   diese  nur,  um  darauf  hinweisen  zu  können,   dass  sieh 
Koller   vollkommen  würdig   an   seine  drei  Vorgänger  anreihte 
und  den  Ruf  dieser  Sternwarte  nicht  nur  nicht  schmälerte, 
dern  wo  m&glich  noch  vergr&sserte.    In  Gemeinschaft  mit 
intimen  Freunde  Professor  Stampfer,    welcher  leider  noch  frft- 
her  als  Koller  der  Wissenschaft  entrissen   wurde  und  dessen 
Andenken  erst    kürzlich    in    diesen  Blättern  so   schdn    gewahrt 
wurde,    stellte  er   den   zweischuhlgen  Meridiankreis  auf  (1831), 
dann  ein   tragbares  Aequatorial,    mit  welchen  Instrumenten  die 
Beobachtungen  seit  ihm  ohne  Unterbrechung  fortgesetzt  werden. 
Grosse  Aufmerksamkeit  widmete  Koller   den  meteorol<^isden 
Beobachtungen,  denn  seit  1831  bereits  datiren  die  täglichen  Auf- 
zeichnungen'  über  Luftdruck,  Temperatur,  Dunistdruek  n.s.f.,  ans 
welchem  Materiale  Koller  uns  einige  äusserst  interessante  Ar* 
beiten  hinterlässt.     Als  im  dritten  Decennium  Humboldt  nnd 
Gauss  die  Untersuchungen  über  den  Erdmagnetismus  anregten, 
war  Koller  einer  der  ersten,  der  die  Sache  aufgriff,  und  gründete 
daher  1830   das   magnetische  Observatorium,   welches   der  Zeit 
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nach  das  xwrfte  Id  Oesterreich  ward  (da«  erste  gründete  Kr  eil 
in  Maiknd). 

Es  ist  nicht  mOglicli  liier  Koller 's  TiiXtigkeit  als  Direktor 
der  Sternwarte  eingeliend  zn  schildern*);  wir  begnfigen  uns  da- 
her in  KCIrze  die  Arbeiten  so  nennen,  welche  derselbe  wfihrend 
dieser  Zeit  der  Oeffentlichkeit  fibergab.  In  den  Annalen  der 
Wiener  Sternwarte:  MSternscbnuppenbeobachtoDgen  im  Jabre  1839/' 
In  den  Jahrbfichern  des  Musealvereines  Francisco -Carolinum  so 
Lina:  »^Meteorologische  Beobachtongen  zu  Krenisnifinster  in  den 
Jahren  1839  ond  1840  (Jahrgang  1840  und  1841}'';  ,,fiber  den 
stflndlicben  Gang  der  Wärme  fllr  Kremsmfinster  nach  Besser« 
Methode  (Jahrgang  1841)";  »»fiber  die  stfiudlichen  Aenderungen 
des  Lnftdrockes  und  der  Feuchtigkeit  der  Luft  aus  zehnjährigen 
Psychrometerbeobachtungen  (Jahrgang  1843)"  u.  m.  a.  »Jm  12. 
Bande  der  Memoire  of  the  brit.R.  A.  Society  (1842)  ein  Ver* 
seicbniss  von  208  neu  bestimmten  Fixsternen/'  Ausserdem  finden 
wir  noch  zahlreiche  Arbeiten  in  CM.  Schumacher's  »»astrono* 
mischen  Nachrichten"  Band  8— 25;  in  Lamont 's  Annalen  ffir  Me- 
teorologie und  Erdmagnetismus  und  in  Gauss  und  Weber's  Re- 
sultaten des  magnetischen  Vereines. 

Koller's  Thätigkeit  theilt  sich  Torzfiglich  in  zwei  Hauptab» 
schnitte:  in  jenen  zu  Kremsmfinster»  den  wir  eben  in  kurzen  Um- 
rissen kennen  gelernt  haben»  und  in  den  zu  Wien»  wo  er  seine 
Thätigkeit  hauptsächlich  dem  Staate  widmete. 

Als  nämlich  nach  dem  Tode  des  Hofrathes  J.  C.  Ha  Hasch ka 
die  Stelle  eines  Referenten  ffir  die  philosophischen  Studienan- 
stalten bei  der  k.  k.  Studien  •Uofkommisslon  in  Erledigung  kam, 
fiel  das  Augenmerk  der  hohen  und  hSchsten  Behörden  auf  den 
bereits  rfihmiichst  bekannten  Koller  und  derselbe  wurde  in 
Folge  dessen  am 30. Oktober  1847  von  Kaiser  Ferdinand  I.  zum 
k.  k.  Regierungsrathe»  Referenten  (Ar  die  philosophischen  Stn- 
dienanstalten  bei  der  k.  k.  Studien-Hofkommission  und  Präses  der 
philosophischen  Facultät  der  Wiener  Universität  ernannt»  welches 
Amt  Koller  Anfangs  Dezember  desselben  Jahres  noch  antrat. 

In  Anerkennung  seiner  Verdienste  um  die  Wissenschaften 
erwählte  ihn  einige  Wochen  später»  am  26.  Jänner  1848»  die  kal- 

*)  Die  Jahresberichte  des  k.  k.  Obergymnaciame  su  Kreniemfinsfter 
bringen  bereiU  in  drei  ForUetsuagen  (1864,  1865  nnd  1866)  eine  aoe- 
fährliche  Geschichte  der  dortigen  Sternwarte  Ton  P.  Sigismond  Fei- 
löker.  In  der  4. Fortsetsung  0867)  kommt  die  Wirksamkeit  Koller's 
aar  Besprechnng  nnd  an«  diesem  Grunde  begnügen  wir  nns  mit  obiger 
fcnrser  Schiidemng. 
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serliche  Akademie  der  WiaseDschaften  zu  ihrem  wirkliehen  Mit 
gliede,  welche  Wahl  am  I.  Februar  bereits  vom  Kaieer  bestitiget 
warde. 

Das  erste  Jahr  seiner  Tb&tigkeit  im  Staatsdienste  war  be- 
kanntlich das  verhängnissToIle  Jahr  1848.  Doch  trotz  aller  Ge- 
fahren and  Wirren  blieb  Koller  am  Platze  und  zog  sich  nur 
Ende  Oktober  auf  einige  Tage  in  das  Stift  Melk  zurSck,  von  wo 
er  gleich  Anfangs  November  wieder  zurückkehrte.  Als  im  Jahre 
1849  die  k.  k.  Studien- Hof kommission  aufgehoben  und  an  deren 
Stelle  ein  Ministerium  fSr  Gultus  und  Unterricht  trat,  wurdeKoller 
als  k.  k.  Sectionsratb  in  dasselbe  übersetzt  und  ihm  das  Referat 
über  die  polytechnischen,  nautischen  und  astronomischen  Institote 
flbertragen.  In  diesem  Jahre  ging  gleichzeitig  Koller 's  Wirk- 
samkeit als  Präses  der  philosophischen  Fakultät  zu  Ende,  da 
ein  Gesetz  rem  29.  Oktober  1849  den  akademischen  Behörden 
eine  andere  Organisation  gab.  Wie  sehr  er  sich  die  Achtung 
dieser  Kürperschaft  in  dem  nur  kurzen  Zeitraum  von  kanm  zwei 
Jahren  erworben,  zeigt  die  ihm  bei  seinem  Scheiden  von  dieser 
zuerkannte  Auezeichnung.  Dieselbe  ernannte  ihn  nämlich  durch 
Acclamation  zum  wirklichen  Mitgliede  des  Doktoren -CoUegiams 
der  philosophischen  Fakultät  der  Wiener  Dniversität  und  über- 
reichte ihm  das  Doctor- Diplom  mit  dem  Beisatze:  „de  repnblica 
literaria  optime  meritus/' 

Als  1861  das  Alinisterium  für  Cultus  und  Unterricht  definitiv 
organisirt  wurde,  avancirte  Koller  zum  k.  k.  Ministerialrathe  mit 
Belassung  seines  Referates.  Mit  diesem  Jahre  trat  in  Oesterreich 
die  moderne  Mittelschule»  die  sechsklassige  Realschule,  in's  Le- 
ben, welches  Werk  fast  ausschliesslich  eine  Schöpfung  Kolier'e 
war  und  denen  er  auch  bis  an  sein  Lebensende  sjrmpatblsch 
blieb.  Wenn  auch  heut  zu  Tage  mit  Recht  Rufe  nach  Reform 
dieser  jungen  Lehranstalten  laut  werden,  so  waren  dieselben  da- 
mals, wo  es  mit  dem  Dnterrichtswesen  in  Oesterreich  noch  nicht 
gar  sonderlich  gut  aussah,  gewiss  ein  nicht  an  unterschätzendes 
Werk.  Wer  die  FrOchte  kennt,  welche  diese  Schulen  während 
ihres  ffinfzehnjährigen  Bestandes  in  Oesterreich  getragen  haben; 
wer  weiss,  wie  viele  tausende  von  jungen  tüchtig  ^esebulteo 
Kräften  den  verschiedensten  technischen  und  industriellen  Eta- 
blissements durch  diese  zugeführt  wurden,  der  wird  die  Verdieoste 
würdigen  können,  welche  sich  Koller  um  den  nationalen  Wohl« 
stand  Oesterreichs  envorben.  Dass  diese  Verdienste  auch  aller- 
hSchsten  Orts  gewflrdiget  wurden,  zeigt  uns  die  Auszelcbnuag, 
welche  Koller  1859  zu  Theil  wurde.  Sr.  Majestät  Kaiser  Franz 
Josef  verlieh  ihm  nämlich  am  27.  Mai  d.  J.  taxfrei  das  Ritterkreoz 
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de«  kaiserl.  Oater.  Leopolds  •Ordens  in  Anerkennung  seiner  Ver- 
dienste om  die  Wissenscbaßen  und  den  Staat.  In  dem  Vortrage 
des  damaligen  Ministers  sind  ausdrücklich  die  besonderen  Ver- 
dienste Koller's  hervorgehoben»  welche  er  sich  „um  den  ra- 
schen Aufschwung  der  Realschulen  in  Oesterreich'* 
erworben  habe.  Wie  eifrig  Koller  trotz  seines  schon  vorgerückten 
Alters  war  und  wie  er  nur  trachtete,  den  technischen  Unterricht 
in  Oesterreich  lu  heben,  dafär  sprechen  die  verschiedensten  Be- 
lege. So  hatte  er  z.  B.  im  Jahre  1852  das  Unglück,  sich  den 
Arm  zu  brechen  und  musste  in  Folge  dessen  mehrere  Monate 
ausserhalb  Wien  zubringen.  Um  nun  mit  seinen  Arbeiten,  die 
sich  damals  gerade  sehr  häuften,  ja  nicht  im  Ruckstande  zu 
bleiben,  hielt  er  sich  während  dieser  Zeit  einen  Beamten  auf 
eigene  Kosten  und  diktirte  ihm. 

Ministerialrath  Koller  wurde  von  seinem  Minister  ivieder- 
holt  mit  Ehrenaufträgen  betraut.  So  ging  er  1854  nach  Trtest, 
om  die  dortige  nautische  und  Handelsakademie  einer  eingehen- 
den Inspection  zu  unterziehen.  Auf  Grund  derselben  legte  er 
ein  detaillirtes  Elaborat  fiber  die  noth wendige  Reorganisation  die- 
ser Anstalten  allerhöchsten  Ortes  vor,  welches  sich  nicht  nur 
der  vollsten  Anerkennung  erfreute,  sondern  nach  welchem  die 
Reorganisation  auch  ausgeßihrt  wurde.  Im  Jahre  1857  iimpiziHe 
er  das  eben  vollständig  organisirte  Josefspotytechnikum  in  Ofen 
■nd  die  Realschulen  zu  Pest,  Ofen  und  Pressburg.  Am  22.  Au- 
gust desselben  Jahres  wurde  Koller  über  Ansuchen  des  Mini- 
sters des  Innern  von  seinem  Minister  als  Repräsentant  des  Unter- 
richtsministeriums zur  Berathung  bezüglich  der  Errichtung  der 
land-  und  forstwirthschaftlichen  Mittelschulen  gesendet.  Seine 
letste  Inspectionsreise  unternahm  er  1859  nach  Graz,  wo  er  das 
Joanneum  und  die  dortige  Oberrealschule  einer  eingehenden  Prü- 
fung unterzog. 

In  diesem  rastlosen  Eifer  seiner  Thätigkeit  schwanden  Koller 
die  Jahre  dahin  wie  Stunden,  er  wurde  endlich  Greis  —  doch 
•ein  Geist  blieb  jung.  .Wer  so  glücklich  war,  ihm  in  den  letzten 
Jahren  seines  Wirkens  näher  zu  stehen,  rouss  staunen  fiber  die 
Geistesfrische,  die  dem  74jährigen  Manne  noch  inne  wohnte. 
Mit  Freude  unterzog  er  sich  der  gewiss  äusserst  schwierigen  und 
mühevollen  Reorganisation,  welche  an  dem  hiesigen  Polytechni- 
kum durchgeführt  werden  sollte  und  nicht  einmal  nur  äusserte 
er:  „Dieses  Werk  will  ich  noch  vollenden  und  dann  ziehe  ich 
mich  nach  Kremsmüoster  zurück.'*  Am  28.  Noveml>er  I86Ü  über- 
reichte das  Professorencollegium  des  Polytechnikums  das  von 
demselben  ausgearbeitete  Reorganisationsstatut  dem  Ministerium. 
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Die  VerhaDdlongen  begannen,  das  Statut  wurde  tod  Sr.  Mafealtt 
sanctionirt  und  das  Professorencolleginm  hatte  nun  seine  Antrige 
sa  stellen.  Antrag  auf  Antrag  Icam  nan  an*8  Miolsteriuai,  alle 
mnssten  durch  Kell  er 's  Hand  gehen  —  doch  seiner  Arbeits- 
kraft, seinem  Geiste  war  nichts  su  viel.  Mit  gewohntem  sieberen 
Takte  traf  er  seine  Entschlüsse  und  legte  sie  seinem  Minister 
Tor.  Schon  waren  mehr  als  20  Professoren  ernannt,  scbo»  war 
bestimmt,  dass  mit  dem  1.  Oktober  das  reorganisirte  Institut  ins 
Leben  zu  treten  habe,  nur  noch  einige  Ernennungen  fehlCes  vnd 
das  neue  Geb&ode  war  hergestellt,  sein  letzter  Wunsch  erflUlt  — 
da  kam  der  unerbittliche  Tod  und  Koller  war  nicht  mehr. 

Schreiber  dieser  Zeilen  war  noch  am  18.  September  d.  J. 
Mittags  durch  fast  zwei  Stunden  bei  ihm  in  seiner  Wohnang,  um 
Aber  eine  astronomische  Arbeit  seinen  Rath  einzuholen.  In  der 
heitersten  Stimmung  überreichte  er  mir  einige  voilsälndig  gerech- 
nete astronomische  Aufgaben,  die  er  Abends  des  ▼oi:igen  Tages 
ausfilhrte,  zeigte  mir  eine  neue  Broschfire  von  dem  ron  ihm  be- 
sonders hochgeschfttzten  Herausgeber  dieser  Zeitschrift  und 
verabschiedete  sich  mit  den  Worten:  „besuchen  Sie  mich  dieser 
Tage  wieder,  den  n&chsten  Sonntag  gehe  ich  nach  Kremsmfinster, 
um  ein  wenig  Bergluft  zu  athmen'*  —  es  sollten  die  letzten 
Worte  sein,  die  der  freundliche  G5nner  gesprochen.  Abends  noch 
bis  in  später  Stunde  arbeitend,  ereilte  ihn  des  Morgens  —  an 
19.  September  —  die  tückische  Krankheit,  Mittags  gaben  ihn  die 
Aerzte  auf  und  um  5  Uhr  Nachmittags  ward  er  eine  Leiche. 

Er  ruhe  in  Frieden! 

Uns  aber  sei  es  noch  erlaubt,  einige  Zfige  ans  den  letzten 
Jahren  seiner  Thfttigkeit  hier  anzufölhren,  welche  so  recht  bestS- 
tigen,  was  wir  bereits  früher  fiber  ihn  sagten.  Koller  blieb  trotz 
seines  umfangreichen  Referats,  trotz  seiner  angestrengten  Berufs- 
thfttigkeit  bis  zur  letzten  Stunde  seines  Lebens  der  von  ihm  ge- 
pflegten Wissenschaft  treu.  Es  entging  ihm  keine  wissenschaft- 
liche Novit&t  und  erzfthlte  man  ihm  von  einer,  so  war  diess  gewiss 
seine  nftchste  Lektüre.  Er  sah  auf  junge  Krftfte  nicht  vielleicht 
mit  einer  gewissen  Geringschfttzung  herab  —  nein,  er  eiferte  sie 
an  und  unterstützte  selbe.  War  an  der  philosophischen  Fakultftt 
ein  anziehendes  astronomisches  Collegtum  angekündigt,  so  war 
Koller  derjenige,  den  man  unter  den  Zuhörern  fand.  So  besuchte 
der  74jfthrige  Greis  noch  im  letzten  Soromersemester  das  Colle- 
gium  unseres  jungen  Astronomen  Oppolzer  über  Bahnhesüm- 
mungen  und  zwar  so  eifrig,  als  er  es  im  Jahre  1812  unter  dem 
Astronomen  Bürg  gethan  haben  mochte.     Aber  nicht  nur  noch 
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Imaier  Neues  Terfolgend,  gab  er  aoch  seine  eigene  Prodoictiyitit 
nicht  auf.  So  publlcirte  er  in  den  Jahreslieften  des  naturforsciien- 
den  Vereines  in  Brfinn,  dessen  Etirenmitgiied  er  vrar»  1863  eine 
Abliandlung  „OlMr  das  Passage-lnstrament*'  und  1864  swei  weitere 
Arbeiten,  betitelt:  ^»Znr  Theorie  des  August ^schen  Ueliostaten'* 
und  „Beitrag  sur  Theorie  der  ROhrentibelle. *'  Man  erlsennt  in 
diesen  gehaltvollen  Schriften  nicht  nur  den  tüchtigen  praktischen 
Astronomen«  sondern  aoch  den  strengen  Theoretiker.  Dass  selbe 
überdiess  äusserst  klar  und  prSde  geschrieben  sind,  brauchen  wir 
jenen,  welche  seine  früheren  Arbeiten  kennen,  wohl  nicht  erst 
SU  sagen. 

Koller  war  auch  sehr  unterrichtet  in  den  modernen  Sprachen, 
ihm  waren  die  Arbeiten  der  englischen,  französischen  und  italie- 
nischen FachcoUegen  ebenso  bekannt,  wie  jene  der  deutschen 
Gelehrten.  Ja  er  schrieb  wiederholt  kleinere  Arbeiten  in  einer 
der  eben  genannten  modernen  Sprachen. 

Wohl  selten  wird  ein  Mann  nach  so  vielen  Richtungen  mit 
solchem  Erfolge  und  solcher  Auszeichnung  wirken,  wie  Koller 
es  that.  Priester,  Gelehrter  und  Staatsmann  zugleich,  bewies  er 
sich  bei  all  seinem  Wirken  stets  als  Mensch  im  edelsten  Sinne 
des  Wortes.    Seine  Humanität  war  allbekannt. 

Am  meisten  wflssten  wohl  hiervon  alle  Schulmänner  zu  er» 
zählen,  deren  Vorgesetzter  er  war.  Er  kam  Jedem  als  Freund 
entgegen,  man  konnte  frank  und  frei  seine  Meinung  aussprechen 
—  man  hatte  ja  keinen  hoher  gestellten  Beamten,  sondern  einen 
ausgezeichneten  Schulmann  als  Vorgesetzten,  der  die  Bedfirfoisse 
der  Schule  und  die  des  Lehrers  kannte  und  daher  auch  zu  wür- 
digen wusste.  Leider  musste  er  —  der,  welcher  nur  der  deut- 
schen Wissenschaft  lebte,  dessen  einziges  Streben  nur  dahin  ging, 
deutsche  Sitte  zu  pflegen  und  deutschen  Unterricht  zu  heben, 
noch  kurz  vor  seinem  Tode  mit  uns  das  Unglück  erleben,  aus 
Deutschland  ausgeschlossen  zu  werden.  MOgen  ihm  daher  Deutsch- 
lands Gelehrte  und  Schulmänner  um  so  mehr  den  Ehrenplatz 
unter  ihren  Koriphäen  anweisen,  den  er  gewiss  mit  Recht  verdient 

Wien,  im  Christmonat  1866. 

Dr.  R.  Sonndorfer. 


Am  20.  Juli  1866  ward  in  Italien  zum  grdssten  Schaden  der 
Wissenschaft  durch  den  Tod  dahingerafft  der  Professor 

Bemhard  Blenaim 

aus  GSttingen. 
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Der  berfibinte  KöoigL  Bayer'sche  Hofoptikua 

Georg  Hen 

verschied  im  Januar  1867  in'MCineben.  Georg  Hers  war  ati 
der  Soiin  eines  armen  Leinwebers  im  Januar  1793  in  Benedict- 
beuren  geboren.  Bis  zu  seinem  15«  Lebensjahre  war  er  ohne 
bestimmten  Lebensplan.  Als  v.  Dtzscbneider  die  Konstglas- 
fabrik  und  das  optische  Institut  in  Benedictbeuren  anlegte,  fand 
der  junge  Merz  als  Arbeiter  darin  Aufnahme.  Bei  Tag  wurde 
geschliffen,  bei  Nacht  Mathematik  und  Optik  studirt.  Besondere 
erhielt  er  mathematischen  Unterricht  vom  Pater  Rauch,  einem 
Ordens-Priester  der  aufgelösten  Benedictiner-Abtei  Benedictbeuren. 
Als  ]8!26  Jos.  V.  Fraunhofer  starb,  wusste  v.  Utzschneider 
keine  tfichtigere  Persönlichkeit  für  die  Leitung  ^9%  Institats  als 
G.  Mers.  Von  ihm  gingen  jene  Rieseninstrumente  an  alle  Stern- 
warten Enropa's  und  Amerika's,  nach  Australien  und  ao  daa  Csp 
der  guten  Hoffnung.  Erst  bei  vorgerückterem  Lebensalter  über- 
gab er  seinem  Sohne  Sigmund  Merz  die  Direction,  welcher 
dann  die  Preise  auf  den  Weltausstellungen  errang. 


Schriften  über  UnterriehtsweseDr 

Programma  del  Regio  Istitnto  Tecnico  superiore 
in  Milane  per  Tanno  scolastico  1866 — 67.  Pubblicat« 
per  cura  del  Consiglio  direttivo  .dell*  Istitnto  mede- 
simo.    Milauo.  1867. 

Die  Leser  kennen  das  hSbere  technische  Institat  io 
Mailand  schon  aus  der  im  Archiv  Tbl.  XLII.  S.  42.  laitge- 
theilten  trefflichen  Eröffnungsrede  seines  berühmten  Directors^  des 
Herrn  Commendatore  Francesco  Brioschi.  Das  vorliegende, 
42  Seiten  starke  », Programma^'  müssen  wir  allen  denen,  die 
sich  für  den  höheren  technischen  Unterricht  interessiren«  nament- 
lich solchen,  die  zur  Mitwirkung  bei  der  Gründung  neuer  tecb- 
nischer  Institute  berufen  sind,  dringend  zur  Beachtung  empfehlen. 
Dasselbe  enthält  eine  sehr  ausrahrliche,  im  höchsten  Grade  in* 
teressante  und  lehrreiche  Nachricht  über  die  Einrichtung  des  In- 
stituts im  Allgemeinen,  über  seine  verschiedenen  Abtheilangee, 
seine  reichen  und  weit  ausgebreiteten  Sammlungen,  seine  Lehrer 
und  die  sämmtlichen  Vorlesungen,  welche  gehalten  werden.  Gani 
besonders  interessant  sind  auch,  was  wir  in  Schriften  ähnlicher 
Art   noch   nicht  gefunden   haben  und    gewiss  alle  Nacbabnuog 
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▼erdient,  die  S.  29— S.  36  annfllbrlieh  mitgetheilten :  »,Teiiii  per 
gli  EsamI  generali  netl'  anne  1865^-66.*'  Zuletzt  ist  oodi 
ein  Elenco  degli  Scolari  e  degli  aditori  (1865—66)  mitge- 
theilt  Unter  den  Lehrern  finden  wir  neben  den  Herrn  F.  Brie  seh  i, 
L.  Cremona,  G.  Sehiaparelli  und  Anderen  auch  den  berflhm- 
ten  Ingenieur  Herrn  Cav.  Ignacio  Porro  als  Professore  di 
Celerimensura,  wobei  wir  im  Interesse  der  Wissenschaft  und 
der  Praxis  den  dringenden  Wunsch  aussprechen  möchten,  fiber 
diese  Schnell-  oder  Geschwindmessung  und  die  dabei  an- 
gewandten Methoden  und  Instrumente  nähere  Nachrichten  zu 
erhalten;  dem  Unterzeichneten»  der  darüber  gern  Mittheiinngen 
im  Archiv  machen  m5chte,  ist  davon  bis  jetzt  nur  Das  bekannt, 
was  von  Herrn  Salnenve  in  seinem  verdienstlichen  »^Cours  de 
Topographie  et  de  Gc^od^sie*  Seconde  i^dition.  Paris 
1850.  Clber  verschiedene  von  Herrn  Porro  erfundene  sinnreiche 
Instrumente,  z.  B.  fiber  seinen  Apparat  zu  Basismessungen,  seine 
stadia  und  seine  lunette  anallatiqne,  seine  longue-vue 
cornet,  sein  Nivellirinstrument,  mitgetheilt  hat.  Eine  be- 
sondere Schrift  fiber  die  „Celerimensura^*  wfirde  gewiss  h5chst 
verdienstlich  sein,  und  wir  wfirden  uns  zu  dem  grussten  Dank 
verpflichtet  fahlen,  wenn  uns  vielleicht  schon  jetzt  eine  solche 
mitgetheilt  oder  namhaft  gemacht  werden  konnte. 

Alle  unsere  Leser  machen  wir  nochmals  auf  das  vorliegende 
höchst  interessante  Programm  aufmerksam.  Grunert. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Aus  dem  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXII.  S.  2.  kennen  die  Leser 
die  beiden  von  Herrn  A.  Qnetelet  roitgetheilten  hDchst  interes- 
santen Briefe  Kaiser  Karls  V.  an  Frangois  Rabelais  In  Be- 
treff der  Quadratur  des  Kreises.  Auch  ist  dort  bemerkt  worden, 
dass  HerrGachard  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Brflssel 
Zweifel  an  der  Echtheit  dieser  Briefe  erhoben  habe.  In  einem  Aus- 
BUge ans  dem  Bulletin  de  TAcad^mie  Royale  deBelgiqne. 
2^  s^rie,  t  XXII.»  no.  11.  1866.  hat  nun  aber  Herr  Quetelet 
alle  diese  Zweifel  vollständig  beseitigt  und  die  Echtheit  der  beiden 
Briefe  auf  die  überzeugendste  Weise  nachgewiesen.  Ganz  be- 
sonders interessant  und  wichtig  ist  jedenfalls  das  mitgetheilte 
Fac-simile  des  ersten  dieser  beiden  Briefe  des  grossen  Kaisers, 
die  sich  bekanntlich  im  Besitz  des  Herrn  Chasles  in  Paris  be- 
finden«  wobei  wir  wohl  im  Interesse  mancher  Mathematiker ,  die 
aich  vorzugsweise  mit  der  Geschichte  der  Mathematik  beschäf- 
tigen» den  Wunsch  aussprechen  mochten»  dass  es  Herrn  Quetelet 
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gefallen  mOehte,  uns  aaeh  mit  einem  ähnlichen  Fae-eimile  des 
«weiten  Briefes  in  beacheniten.  Beaondera  hebt  Herr  Qneteiet 
nach  noch  hervor«  daas  Rabelais  anf  dem  hier  mitgethelltcn 
Briefe  eigenhändig  bemerkt  habe»  dass  ihm  der  Brief  yon  Karl  V. 
am  20.  September  1543  gesandt  worden  sei.  Natfirlieh  finden  nich 
diese  Worte  Rabelais  aaeh  auf  dem  mitgetheilten  Fao-simile. 


Arithmetik. 

M^thodes  ezp^ditives  ponr  l'extraetion  de  la  racine 
cubiqne  des  nombres  entiers.  Par  Georges  Dostor. 
Docteur  ös«sciences  mathdmatiqoes«  Professear  an 
Lycäe  impdriai  de  ia  Rf^nolon.  fixtrait  da  Bolletin  de 
la  Soci^t^  des  Sciences  et  Arts  de  la  Rdanion.  Paria 
Ganthier.  Villars.    1866. 

Jeder  weiss»  wie  beschwerlich  die  gewohnlichen  Methoden 
sor  Anssiehung  der  Cobikworsel  sind.  In  dieser  aus  den  SchrllleD 
der  Sociättf  des  Sciences  et  Arts  de  la  Rännion  (frOher 
Isle  de  Bourbon,  Bonapartc)  besonders  abgedruckten ,  sehr  ver^ 
dienstlichen  Abhandlung  hat  Herr  Dostor  diese  Methode  durch 
neue  Methoden  und  Sätze  au  erleichtern  gesucht,  welche  jeden- 
falls alle  Aufmerksamkeit  und  namentlich  sehr  verdienen,  recht 
bald  in  die  Lehrbficber  der  Arithmetik,  besonders  auch  in  die  (ilr 
Schulen  bestimmten,  Eingang  an  finden«  Wir  machen  daher  fBr 
jetst  alle  Lehrer  der  Mathematik  dringend  auf  diese  Schrift  anf- 
merksam,  hoffen  aber,  bald  im  Archi?  selbst  Gelegenheit  an  ^igen 
Mittheilungen  ans  derselben  su  finden;  durch  Herrn  Ganthler- 
Villars  in  Paris  ist  sie  ohne  alle  Schwierigkeit  su  besiehea« 

Nägra  analytiska  DndersOkningar.  I.  Om  Determi- 
nanter,  hvars  elementer  äro  binomialkoefficienter. 
Af  Viktor  von  Zeipel.  (Dr  Lands  Universiteta  Ars- 
skrift).    Land.    Berlingska  Boktryckeriet.    1866.    \\ 

Diese  Schrift  enthält  eine  grosse  Anzahl  interessanter  Sitse 
fiber  Determinanten,  die  aus  Binomialcoefficienten  als  ihren  Ele* 
menten  gebildet  sind,  und  ist  als  ein  neuer,  sehr  wichtiger  B^ 
trag  zu  der  Theorie  dieser  letzteren  interessanten  und  merkwir- 
digen  Zahlen  zu  betrachten,  mit  welchen  sich  namentlich  fai 
DentscUand  bekanntlich  der  Erfinder  und  die  Bearbeiter  der 
combinatorischen  Analysis  so  vielfach  und  so  eifrig  beschäftigfen. 
Dieselbe  besteht  aus  vier  Paragraphen,  nämlich:  §•  I.  Om  deter- 
minanter, hvars  elementer  äro  konsekntiva  binomialkoelBclenter. 
§.  3.    Om  determinanter,  hvars  dementer  endast  tili  en  de!  äro 
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konsekntlva  blnomialkoefBcienter.  §.  3.  N&gra  determiiianteny- 
steroer,  hvars  elementer  äro  binomialkoefBcienter.  }.  4.  Om 
determioanter  af  Cornnenia  a.  s.  w.,  wo  man  die  der  Beacbr&nkt- 
beit  des  Raumes  wegen  nicht  mittbeilbare  Form  in  der  Schrift 
selbst-  nachsehen  muss.  ^  Eine  grosse  Menge  sehr  merkwür- 
diger SStse  sind  in  diesen  vier  Paragraphen  enthalten«  weshalb 
wir  alle  onaere  Leser  dringend  auf  diese  aasgezeichnete  Schrift 
aufmerksam  machen^  Indem  wir  sugleicb  bemerken,  dass  dieselbe 
auch  fär  jeden  des  Schwedischen  nicht  oder  nur  weniger  Kun- 
digen sehr  leicht  verstindlich  ist,  weil  sie  vom  Anfange  bis 
finde  (68  Seiten)  fiuit  nur  ans  Formeln  besteht 


Geomeirie. 

^tudes  gtfom^triqnes  snr  la  theorie  des  paralleles 
par  N.  J.  Lobatschewsky;  traduit  de  TAIIemand  par 
J.  HoCIel,  Prof.  de  Math^m.  pures  ä  la  Facult^  des 
Sciences  de  Bordeaux.  Suivi  d*un  extrait  de  laCorre- 
spondaoce  de  Gauss  et  de  Schumacher.  Paris.  Gauthier« 
Vlliars.    1866.    8». 

Ueber  die  sich  Immer  mehr  und  mehr^  Bahn  brechenden 
neueren  Ansichten  Ober  die  Theorie  der  Parallelen  kann  jeder 
unserer  Leser  sich  am  Besten  und  Efirsesten  belehren  In  den 
„Elementen  der  Mathematik.  Von  Dr.  Richard  Baltser, 
Zweiter  Band.  Zweite  Auflage.  Leipsig.  1867.  S.  I2ff/% 
so  dass  wir  uns  fflglich  hier  der  Kürze  wegen  weiterer  Ausein- 
andersetzungen enthalten  können.  Wir  begnügen  uns  mit  der 
Bemerkung,  dass  es  als  das  Wesentlichste  dieser  Ansichten  be- 
trachtet werden  kann,  dass  es  bei  der  Theorie  der  .Parallelen 
notb  wendig  jedenfalls  einen  Satz  geben  muss,  welcher  sich 
Oberhaupt  gar  nicht  beweisen  lässt.  Ober  dessen  Richtigkeit  viel- 
mehr nur  auf  dem  Wege  der  Erfahrung  entschieden  werden  kann, 
und  dass  es  eigentlich  zwei  Geometrieen  geben  wird,  von  denen 
aber  nur  die  eine  der  Erfahrung  entspricht  Ursprünglich  gehOren 
diese  Ansichten  Gauss  an;  Ihre  Ausffihning  haben  dieselben  aber 
zuerst  durch  den  Ungar  Bolyai*)  In  dessen  Werke:  Tentamen 

*)  Bolyal,  Farkas,  war  den  9.  Februar  1776  geboren  and  starb 
am  90.  NoTember  1S56.  Ein  ▼oilitändlget  Verseichniae  der  Ton  ihm 
heranegegebeoen,  ober  sehr  Terschledene  WiesencchafUsweige  sich  rer- 
breiteaden  Werke  fiadet  maa  ia  dem  sehr  Terdieastllchen  «»Magjar 
Tndom.  Akademlal  Almaaaeh.  HDCCCLiaU-Ra.  Peetea. 
pag.  ««.'• 


Digitized  by 


Google 


14  Uterariseher  Bericht  CLXXXIV. 

javentotem  «tudiosam  in  Elementa  Matheseos  Porae 
elementaria  ac  sobiimiorlsy  roethodo  intaitiva,  aTideo- 
tiaeque  hoic  propria  introducendi.  M.  VäaäErhely. 
1832  —  3.  und  dorcb  Lobatschewsky^)  vorzugsweise  in  der 
Schrift:  „Geometrische  Untersuchungen  zur  Theorie  der 
Parallellinien,  von  Nicotaus  Lobatsebewsky,  kaiserL 
russ.  wirkl.  Staatsrath  und  ordentl.  Prof.  der  Mathe« 
matik  hei  der  Universität  in  Kasan.  Berlin.  ISiO.**  er- 
halten. —  Von  dieser  letzteren  Schrift  nun  bat  Herr  Hofiel  die 
vorliegende  verdienstliche  franzSsische  Uebersetzung  geliefert,  die 
dadurch  noch  einen  besonderen  Vorzug  erbalten  hat,  das«  der 
Herr  Uebersetzer  ihr  auch  eine  Uebersetzung  aller  der  ioteres- 
santen  Briefe  beigefügt  hat,  welche  zwischen  Gauss  und  Schu- 
macher über  die  Theorie  der  Parallelen  gewechselt,  und  durch 
die  verdienstliche,  von  Herrn  Peters  veranstaltete  UeraaagalM 
dieser  Briefe  neuerlich  bekannt  geworden  sind.  —  Mögen  sieh 
daher  die  Leser  die  beachtenswerthe  Schrift  des  Uerro  Ho<el 
recht  sehr  empfohlen  sein  lassen. 


Physik. 

Zeltschrift  der  5sterreichischen  Gesellsehaft  fflr 
Meteorologie.  Redigirt  von  Dr.  C.**)  Jellnek  uad  J*  Hanii. 
I.  Band.    Nr.  13—24. 

Es  freut  uns  sehr,  dass  diese  neue,  so  verdienstliche  Zdt- 
Schrift,  über  deren  frühere  Nummern  der  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXf. 
S.  9.  zu  vergleichen  ist,  so  rüstig  fortschreitet,  indem  der  erste 
Band  in  seinen  24  Nummern  nun  vollendet  vor  uns  liegt  Neben 
einer  grossen  Menge  kleinerer  Notizen  enthalten  die  jetzt  Toriie- 
genden  12  Nummern  eine  nicht  geringe  Anzahl  grosserer  allge» 
mein  interessanter  Abhandlungen,  wie  z.  B. :  Der  Verdunstungs- 
raesser  (Atmometer)  in  seiner  einfachsten  Form  von  Prestel.  ^ 
Die  Bora  und  der  Tauernwind  von  Prettner.  —  Zur  Frage  über 
den  Ursprung  des  Fuhn  von  Hann.  —  Ueber  die  Temperatur 
Verschiedenheit  zweier  ungleich  hoher  Luftschichten  von  Ragona* 
Scinä  In  Modena.  —  Ueber  die  Sicherheit  ozonometrischer  Be* 
Stimmungen  nach  Fremy  und  Gantoni.  ~  Ueber  einige  neuere 
meteorologische  Instrumente.  —  Ueber  telegraphische  Witterungs- 


*)  Geborea  zu  NijnAi-NoTogorod  im  Jahre  1793,   geetorben  in 
Kataa  im  Jahre  1856« 

'0  Im  Literar.  Ber.  Kr.CLXXM.  8.  9.  siebt  falach  „G.  Jeliaek.'* 
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berichte  in  Rasslaod.  —  Eioflos«  der  SterD8chDuppen«Scbwirme 
am  12.  November  auf  den  Barometerstand  von  C.  F ritsch;  wobei 
wir  natürlich  alles  Interessante  hier  nicht  namhaft  machen  kOnnen. 

Auch  von  Band  II.  Redigirt  von  C.  Jelinek.  liegen  ans 
bereits  6  Hefte  vor,  aus  denen  wir  Folgendes  herausheben:  Der 
Erdstrom  und  die  Telegraphenstrome  von  Lamont.  — «  Ceber 
die  mit  der  Höhe  zunehmende  Temperatur  in  der  untersten  an- 
mittelbar  auf  der  Erde  ruhenden  Luftschicht  von  Prestel.  — 
Ceber  die  Frage  der  Wahrscheinlichkeit  von  zwei  Winterkftite» 
Polen  auch  auf  der  Sfld  •  Hemisphäre  von  MShry.  —  Beobach- 
tungen des  grossen  Meteorschwarmes  in  der  Nacht  vom  13.  bis 
14.  November  1866  (sehr  interessante  Zusammenstellung).  —  Die 
Erdgdrtel  der  subtropischen  Winterregen»  ihre  geographische  Be« 
grenzung  und  Beiträge  zu  ihrer  Charakteristik  von  Hann.  —  Zar 
Frage  Aber  den  Eiufluss  der  Sternschnuppen  auf  den  Barometer- 
stand von  F ritsch.  —  (Jeher  das  Anemometer  von  Kraft,  von 
Jelinek  (mit  Abbildung).  —  Zu  den  Betrachtungen  über  die 
Bora  von  Lorenz.  —  Ueber  den  Sturm  vom  14— 16.  Januar  1867 
und  die  Sturmwarnungen  von  Jelinek.  —  Wald  ond  Regen  von 
Hann.  —  Möge  das  verdienstliche  Unternehmen  immer  den  er- 
freulichsten Fortgang  haben! 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pabblicatl 
da  Barnaba  Tortolini  e  compiiati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Milane,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.    (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXIL  S.  12). 

Tom.  Vil.  Nr.  6.  Estratto  di  una  lettera  scritta  in  lingaa 
itallana  il  di  21  Gennaio  1864  dal.  Sig.  Bernardo  Riemann  al  SIg.  Pro- 
fessore  Enrico  Bettl.  p.  281.  —  Moto  di  an  punto  materlale 
longo  an  arco  della  Lemniscata  Bernoolliana.  Nota  del  Sig. 
M.  Azarelli.    p.  284. 

BiTlst»  Mbll«|pralle».  Risolazione  di  an  Problems  rela- 
tivo  all'  equazioni  di  terso  grado.  Articolo  del  Prot  Barnaba 
Tortolini.  p.  297.  (Die  hier  aufgelöste  Aufgabe,  die  wir  aneb 
anseren  Lesern  sar  Bearbeitung  empfehlen  mOchten,  Ist  folgende: 
Wenn  eine  Glelchong  des  dritten  Grades  gegeben  Ist, 
so  soll  die  Gleichung  gefunden  werden,  deren  Wurzeln 
die  Verhältnisse  je  sweier  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichang  sind»    Wenn  also  die  Gleichung  des  dritten  Grades 
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gegeben  ist,  uod  a,  ß,  f  die  drei  Wurzeln  derselben  sind,  so  seil 
die  Gleichong  gefunden  werden«  weiche  die  Verbiitninee 

n      ß       a       i^      ß      y 
ß       a       f       a       y      ß 

so  Wnrxeln  hat).  —  Pnbblicasioni  recentL 

Nach  der  Anseige,  weiche  die  Leser  am  Ende  dienen  Liten- 
rischen  Berichts  finden,  werden  die  Annaii  dl  Mntematica 
pura  ed  applieata  von  JQtst  an  von  den  Herren  Brioschi 
und  Cremooa  in  Mailand  herausg^eben  werden.  Wiegrosnea 
Dank  die  Wissenschaft  den  Herren  Betti»  Genocchi  nnd  Dament« 
lieh  Herrn  Tortelini  tut  die  bis  jetzt  heransgegebenen,  so  Tieics 
Treffliche  enthaltenden  sieben  ersten  Bände  schnidet,  kaniiNiesMnd 
mehr  erkennen  als  der  Unterzeichnete;  Herr  Tortolini  batnchos 
frfiber  sich  dnrch  die  Herausgabe  der  Annali  di  Sciense  ma* 
tematiche  e  fisiche,  von  denen  acht  Bände  erschienen  sind, 
sehr  verdient  gemacht.  In  bessere  Hände»  als  in  die  der 
Herren  Brioschi  nnd  Cremona,  konnte  die  Fortsetsong  der 
neueren  «»Annali''  nicht  gelegt  werden.  Grunert. 


Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degit  stndenti 
dellcnniversitä  italiane«  pnbblicato  per  cara  del  Prof. 
BattaglinL  Napoli.   (8.  Literar.  Ber.  Nr.CLXXXlI.  &  12). 

Anno  IV.  Novembre  e  Dicembre  1860.  DI  nna  pro- 
prietä  delF  iperboloide;  per  A.Mogni.  p.  321.  -^  Sopra  ii  pen- 
dele ad  oscillasiooi  coniche;  per  A.  Mogni.  p.  327.  —  Sopra 
le  diverse  espressioni  della  forza  acceleratrice  nella  teoria  delie  forze 
centrali;  per  A.  Mogni.  p.  339.  —  Quistione.  p.  344.  —  Nota  interne 
ad  nna  proposizione  della  teoria  dei  numeri  del  Dottore  Piuraa 
Carlo  Maria,  p.  345.  —  Sulla rotaziooe  di  un sistema  di  tre  masse 
che  verificano  la  legge  delle  aree;  per  A.  de  Gasparis.  Conti« 
nuazione  alle  note  precedeotl  Vedi  p.  202.  e  vol.  III.  p.  257»  p.  344, 
p.  348.  —  Meto  di  on  sistema  invariabile  di  punti  materiall  esistenti  in 
un  piano  intorno  al  centro  dt  gravitä;  per  A.  de  Gasparis, 
p.  3S3.  —  Soluzioni  della  questione  48.  (Vedi  p.  293).  Solusiooe 
del  Antonio  Tarlasco.  p.  359.  Soluzione  di  Giulio  AscolL 
p.  360.  —  Soluzione  delle  questioni  52  e  54;  per  Ernesto  Pa- 
dova.  p.  361.  ^-^  Soluzione  delle  quistioni  52  e  53;  per  Ga- 
briele Torelli.  p.  367.  —  Soluzione  della  questione  54;  per 
Au  Armenante.    p.  369.   —   Saggio  elementare  dl  Geometria 
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della  sfdra  del   Dot.  P.  Cassani  (Contlnuasione.    Vedrp.;237). 
Queatione.    E.  Fergola.    p.  380. 

Anno  V.  Gennaio  e  Febbraio  1867.  Sullo  svilappo  delia 
fonzioni  fratte  razionali;  per  N.  TrudL  p.  1.  «-  Di  uoa  pro- 
prietA  delle  linee  a  doppia  curvatura;  per  E.  ßeltrami.    p.  21. 

—  Intorno  ad  una  trasforroazione  di  variabili;  per  E.  Beltrami. 
p.  24.  —  Soluzione  della  quistiooe  55;  per  A.  Armen  ante. 
p.  28.  —  Soluzione  della  quistioue  52;  per  A.  Booelis.     p.  30. 

—  Programmi  di  Coneorso.   p.  32.  —  Annunzio  Bibüografico.   p.  33. 

—  Nota  sulla  riduzione  alla  forma  canonica  delle  qaadraticbe;  per 
€•  Sardi.  p.  35.  —  Sülle  forme  binarie  dei  primi  quattro  gradi, 
apparteneoti  ad  ona  forma  ternariaquadsatica;  per  G.  Battagliot. 
p.  39.  —  Notizia  Universitaria.  p.  56.  —  Soluzioni  delle  quistioot 
49,  50;  per  A.  Mogni  e  L.  Rajola.  p.  57«  —  Soluzione  di  una 
qoestione  proposta  nell'  Educatlonal  Times;  per  V.  Mol- 
lame,   p.  63. 


Bericbtigung. 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXVIIL   (Theil  45).  S.  19.  ist 
die  scbSne  Abhandlung:    »Sur   quelques   transformations 
d'inti^grales  d^finies"  von  Herrn  G.  F.  E.  Bj5rling  in  der 
immer  so  vieles  Treffliche  enthaltenden  »Dpsala  Universttets 
1  r  SS  kr  ift''  angezeigt  worden.    Herr  E.  G.  Bjurling,  Lector 
am  Gymnasium  in  Westerls»  welchem  das  Archiv  belcanntlich 
eiue  nicht  geringe  Anzahl  sehr  schöner  Aufsätze  verdankt»  hat  in 
einem   überaus  freundlichen    Briefe  vom  28.  Januar  1867   mich 
darauf  aufmerksam  zu  machen  die  Güte  gehabt,  dass  die  genannte 
Abhandlung  nicht  —  wie  es  nach  der  Fassung  meiner  Anzeige 
allerdings  leicht  den  Anschein  haben  kann,  und  in  der  That  auch 
wobt  von  mir  irrthfimlich  bei  der  Abfassung  jener  Anzeige  ange- 
nommen worden  sein  mag  —  von  ihm  herrührt,  sondern  vielmehr 
seinen    Sohn,    Herrn  Dr.   Carl  Fabian  Emanuel  Bjorling, 
Docent  i  Mathematik  an  der  Universität  zu  Cpsala,  zum  Ver- 
fasser hat.    Indem  es  mir  Freude  macht,  durch  Herrn  E.  G.  Bjor- 
ling,  den  Vater,  za  der  vorstehenden  Berichtigung  in  den  Stand 
gesetzt  worden  zu  sein,  kann  ich  dem  Vater  zu  einem  solchen 
Sohne,  wie  dem  Verfasser  der  genannten  Abhandlung,  nur  ans 
dem  Grnnde   meines   Herzeos   GlOck   wünschen,   und    der   fort* 
dauernden   Freundschaft  beider  trefflichen  Männer  mich  angele- 
gentlichst empfehlen.  Gronert 
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ftuperficie  d'ordine  qoalunqae  assoggettate  a  passare  per  ponti 
dati,  a  toccare  piani  dati  o  a  toccare  rette  date  (condiziooi  qaeate 
tante,  roeno  ooa,  quante  sono  necessarie  aflinch^  quelle  eaperfide 
siano  del  tutto  determinate)  si  possa  conoscere  in  ogni  caao  il 
Dumero  delle  superficie  del  sistema  che  passano  per  on  pnnto 
dato,  quelle  delle  superficie  che  toccano  un  piano  dato,  e  final* 
raente  quelle  delle  superficie  che  toccano  una  retta  data. 

II. 

L'Accademia  conferirä  un  secondo  premio  dl  llre  seicento 
all'autore  della  migliore  memoria  sul  seguente  programma: 

1^  ben  conoscittta  la  impOrtanza  in  molte  ricerche  di  alta  ana- 
llsi  del  fattore  trriduttiöüe  di  un  equazione  binomia;  vale  a  dire 
di  quel  fattore  che,  eguagliato  a  zero,  ha  per  radici  tutte  ed  ease 
sottanto  le  radici  primitive  di  quell'equazione.  II  Cauchy  diede 
per  tl  primo  un  metodo  per  trovare  Tespresslone  del  detto  fattore 
net  caso  generale  in  cui  11  grado  deireqnazione  binomia  h  un 
numero  composto  qualunqne;  ma  questo  metodo  non  d  diretfo, 
o  per  parlare  piü  esattamente  non  porge  il  mezzo  per  calcolare 
immediatamente  i  coefScienti  del  fattore;  mentre  risulta  da  nna 
funzione  di  forma  frazionaria,  la  ^uate  esige  divisioni  ed  altri  avi- 
luppi,  per  cui  resta  ignorata  la  legge  de'  coefficienti  medesimi. 

Piü  tardi  Tillustre  Dirichlet  ottenne  di  far  emergere  quel  fat- 
tore dal  prodotto  di  due  altri  fattori  incommensurabili,  che  detcr- 
mina  con  grande  eleganza;  nia  la  soluzione  del  Dirichlet  aon  ^ 
generale,  essende  limitata  al  caso  in  cui  il  grado  dell'eqnazione 
binomia  d  un  numero  dispari^  e  di  piü  risultante  dal  prodotto  di 
numeri  primi  disuguali,  cosicch^  aiuno  dl  essl  vi  si  trovl  a  potenza 
superiore  alla  prima. 

Si  domanda  adunque  una  formola  che  potesse  dare  espUeita- 
mente  il  coefBciente  dl  un  termlne  qualuoque  del  fattore  irridatti- 
bile.    Ol  anche  di  rendersi  generale  la  soluzione  del  Dirichlet. 

CoBiliKloni«  ,  F.  Le  memorie  dovranno  essere  scritte  to 
italiano,  latino»  o  francese,  e  dovranno  inviarsi  al  Segretario  dell* 
Accadem|a  non  piü  tardi  del  mese  di  marzo  del  1868. 

TP.  Esse  non  dehbouo  portare  il  nome  deH'Autore,  e  debboao 
essere  distinte  con  un  motte  il  quäle  dovrä  essere  ripetato  sopra 
una  scheda  suggellata  che  con  terra  il  nome  delFAutore. 

3^.  Le  memorie  premiate  saranno  pnbblicate  negli  Atti  deU*Acca* 
demia,  e  gti  Autori  avranno  dritte  a  cento  copie  delle  medesimei 

4^.  Tutte  le  memorie  inviate  pel  concorso  ai  premii  si  con* 
serveranno  nelFArchivio  deirAccademia,  e  soltanto  si  permettera 
di  estrarne  copia  a  chi  le  avrä  presentate. 
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